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摘要:针对双连杆刚柔机械臂,提出一种基于轨迹规划的无残余振动位置控制方法,在将机械臂的末端执行器从
任意初始位置移动到目标位置的同时,确保系统没有残余振动产生. 首先,建立系统的动力学模型,并通过分析该
模型得到系统的状态约束方程. 其次,基于状态约束方程,运用双向轨迹规划方法规划一条系统前向轨迹和一条系
统反向轨迹. 然后,利用时间倒转方法及基于遗传算法的轨迹优化方法对两条轨迹进行拼合,得到一条从系统初始
状态到目标状态的期望轨迹. 最后,设计轨迹跟踪控制器使系统沿期望轨迹到达目标状态,实现系统的无残余振动
位置控制目标.仿真结果验证了本文所提方法的有效性.
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Abstract: This paper presents a position control method without residual vibration for a two-link rigid-flexible ma-
nipulator based on trajectory planning. This method can achieve that the end-effector of the manipulator has no residual
vibration while rapidly reaching its target position. Firstly, the dynamic model of the system is built. By analyzing this dy-
namic model, the state constraint equations of the system are obtained. Next, based on these constraint equations, a forward
trajectory and a reverse trajectory of the system are planned by using bidirectional trajectories planning method. Then,
the time rewinding method and trajectory optimization method based on genetic algorithm are used to connect these two
trajectories and obtain a desired trajectory from the initial state to the target state. Finally, a trajectory tracking controller is
designed to make the system reach its target state along this desired trajectory. Thus, the position control objective without
residual vibration is achieved. The simulation results demonstrate the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引言言言

相对于刚性机械臂,柔性机械臂具有结构轻、响应
快、能耗低等优点,可以适应苛刻的工作环境[1–4],在
空间探索、航天器在轨服务以及高精度机械加工等领

域有着非常广阔的应用前景. 然而,柔性机械臂是一

类分布参数系统,其所表现出的特性是具有无限个自
由度的同时控制输入为有限个.根据欠驱动系统的定
义[5–8]可知,这类系统是欠驱动机械系统,其模型中存
在欠驱动变量,且状态变量间存在复杂的耦合关系[9].
因此,柔性机械臂控制方法的研究被视为是一个具有
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挑战性的课题,吸引了越来越多的学者.
对于柔性机械臂系统,学者们普遍研究其位置控

制方法,即设计控制器将机械臂的末端执行器从任意
初始位置稳定到目标位置[10–12]. 然而,由于这类系统
存在欠驱动的变量,在位置控制中,很难针对系统欠
驱动变量直接设计控制器使其收敛,这就导致在末端
执行器到达目标位置后,系统存在弹性振动.这一振
动称之为残余振动.残余振动的产生降低了系统的位
置控制精度,且在外太空等空气阻尼微弱的工作环境
中,残余振动很难自行消失[13–14]. 因此,如何解决柔
性机械臂残余振动的问题是实现该系统位置控制的

关键.
目前比较常用的方法是主动抑制残余振动.文献

[15]以压电陶瓷为传感器与作动器来抑制柔性机械臂
的残余振动,取得了理想的抑振效果.文献[9]针对单
连杆柔性机械臂提出了基于系统能量的位置控制方

法,通过控制系统的总能量收敛到零来抑制系统的残
余振动.文献[16]针对双连杆柔性机械臂提出了一种
模糊补偿滑模控制方法,文献[17]针对双连杆刚柔机
械臂系统提出了一种基于自适应迭代学习算法的边

界控制方法. 文献[18]利用PSO算法优化轨迹参数来
最小化系统残余振动.上述控制方法均有效抑制了系
统的残余振动并实现了系统的位置控制,然而,抑制
残余振动的过程需要耗费一定的时间,也就是说,当
机械臂的末端执行器到达目标位置后,不能立即开展
后续工作而需等待其残余振动被抑制,这无疑降低了
机械臂的工作效率.

基于上述研究背景,本文以双连杆刚柔机械臂为
研究对象来研究基于轨迹规划的柔性机械臂无残余

振动位置控制方法. 所谓无残余振动位置控制,即控
制柔性机械臂的末端执行器在到达目标位置时没有

弹性振动.首先,运用欧拉–拉格朗日法和假设模态法
来建立双连杆刚柔机械臂的动力学模型. 然后,分析
系统动力学模型,得到该系统的状态约束方程. 基于
此状态约束方程,提出一种双向轨迹规划方法,构造
一条从系统初始状态到中间状态的前向轨迹和一条

从系统目标状态到中间状态的反向轨迹. 随后,利用
时间倒转方法及基于遗传算法的轨迹优化方法对这

两条轨迹进行处理,使得两条轨迹在中间状态拼合,
从而得到一条从系统初始状态到目标状态的期望轨

迹. 最后,设计轨迹跟踪控制器,使系统的状态跟踪这
条期望轨迹,实现双连杆刚柔机械臂的无残余振动位
置控制.仿真结果表明,本文所提方法有效实现了双
连杆刚柔机械臂的无残余振动位置控制.

2 系系系统统统建建建模模模及及及问问问题题题描描描述述述

本节将建立双连杆刚柔机械臂的动力学模型,并
基于该动力学模型对系统的无残余振动位置控制目

标进行讨论.

2.1 系系系统统统动动动力力力学学学建建建模模模

双连杆刚柔机械臂的结构如图1所示,其中: (xt,

yt)是系统的末端执行器坐标, XOY是系统的惯性坐
标系, X1OY1和X2O2Y2分别是刚性连杆和柔性连杆

的旋转坐标系, qi, Li分别是系统第i根连杆的转角和

长度, τi是作用在第i个关节上的输入力矩, i = 1, 2,
m1是刚性连杆的质量, l1是刚性连杆质心到第1关节
的长度, J1是刚性连杆的转动惯量, ρ, A, EI , Ih分别
是柔性连杆的密度、截面面积、抗弯刚度和转动惯量.
Mh是第2个关节电机的质量, Mt则是末端执行器的

质量. ω(x, t)表示柔性连杆上位置x的一点在时刻t时
相对坐标系X2O2Y2的弹性形变.

图 1 双连杆刚柔机械臂的结构图

Fig. 1 Structure of the two-link rigid-flexible manipulator

基于假设模态法, ω(x, t)可以表示为

ω(x, t) =
n∑

i=1

ϕi(x)pi(t), (1)

其中: ϕi(x)为柔性连杆第i阶模态函数, pi(t)为柔性
连杆第i阶模态坐标, n表示假设模态法所选取的模态
阶数. 模态函数ϕi(x)的具体表达式可参考文献[9, 19].
另外,根据文献[9]所得结论,当n取值为2时,所建立
的模型就足够描述柔性连杆的振动行为,因此,在本
文的研究中,选取n = 2.

令R为柔性连杆上任意点相对于惯性坐标系XOY

的位置向量,则其可以表示为

R=

[
L1 cos q1+xcos(q1+q2)−ω(x, t)sin(q1+q2)
L1 sin q1+xsin(q1+q2)+ω(x, t)cos(q1+q2)

]
,

(2)

其中x为R相对X2O2Y2坐标系的x-轴坐标.因此,柔
性机械臂末端执行器的位置向量可以表示为

Rt = R|x=L2
.

系统的动能可以表示为

T=
1

2
(m1l1

2+J1)q̇
2
1+

1

2
(MhL1

2q̇21+Ih(q̇1+q̇2)
2) +

1

2
ρA

w L2

0
ṘTṘdx+

1

2
MtṘ

T
t Ṙt. (3)

系统的弹性势能可以表示为

D =
1

2
EI

w L2

0
[ω(x, t)

′′
]
2
dx. (4)
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选取L = T −D为拉格朗日方程,应用欧拉–拉格
朗日公式可以得到系统的动力学模型为

d

dt
[
∂L

∂q̇i
]− ∂L

∂qi
= τi, i = 1, 2,

d

dt
[
∂L

∂ṗj
]− ∂L

∂pj
= 0, j = 1, 2.

(5)

令θ = [q1 q2 p1 p2]
T,式(5)可以改写为

M(θ)θ̈ +H(θ, θ̇) +Kθ = τ, (6)

其中τ= [τ1 τ2 0 0]
T
为系统的输入力矩矩阵.

M(θ)是一个正定对称矩阵,其具体形式可以表示
为

M(θ) =


M11 M12 M13 M14

M21 M22 M23 M24

M31 M32 M33 M34

M41 M42 M43 M44

 , (7)

其中:

M11=Ih+J1+m1l
2
1+MhL

2
1+MtL

2
1+ρAL

2
1L2+

a1+a2+a3 cos q2+a4p
2
1+a5p

2
2+a6p1p2−

2L1(a7 + a8) sin q2,

M12=M21=Ih+a1 + a2+
1

2
a3 cos q2+a4p

2
1+

a5p
2
2+a6p1p2−L1(a7 + a8) sin q2,

M13=M31 = a9 + L1a7 cos q2,

M14=M41 = a10 + L1a8 cos q2,

M22=Ih + a1 + a2 + a4p
2
1 + a5p

2
2 + a6p1p2,

M23=M32 = a9, M24=M42 = a10,

M33=a4, M34 =M43 = a11, M44 = a5.
(8)

M(θ)的结构参数为

a1=MtL
2
2, a2=

1

3
ρAL3

2, a3=L1L2(2Mt+ρAL2),

a4=ρAη1 +Mtϕ
2
1(L2), a5=ρAη2 +Mtϕ

2
2(L2),

a6=2Mtϕ1(L2)ϕ2(L2), a7=ρAσ1 +Mtϕ1(L2),

a8=ρAσ2+Mtϕ2(L2), a9=ρAψ1+MtL2ϕ1(L2),

a10=ρAψ2+MtL2ϕ2(L2), a11=Mtϕ1(L2)ϕ2(L2),

(9)

其中: 
ηi =

w L2

0
ϕ2
i (x)dx,

σi =
w L2

0
ϕi(x)dx,

ψi =
w L2

0
x · ϕi(x)dx,

(10)

其中i = 1, 2.

H(θ, θ̇)为系统的科里奥利力与离心力的结合矩

阵,可以表示为

H(θ, θ̇) = [H1 H2 H3 H4]
T =

dM(θ)

dt
θ̇ − 1

2

∂[θ̇TM(θ)θ̇]

∂θ
. (11)

K为系统的弹性力矩阵,可以表示为

K =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 k1 0

0 0 0 k2

 , (12)

其中k1, k2为系统的弹性系数,可以表示为

ki =
w L2

0
EI[ϕ′′

i (x)]
2
dx, i = 1, 2. (13)

根据建立的双连杆刚柔机械臂动力学模型(6),接
下来将讨论系统的无残余振动位置控制问题.

2.2 问问问题题题描描描述述述

在讨论柔性机械臂系统的位置控制之前,首先根
据机械臂末端执行器的初始位置和目标位置来求解

机械臂两根连杆的初始角度及目标角度.

图 2 静止状态下双连杆刚柔机械臂结构图
Fig. 2 Structure of the two-link rigid-flexible manipulator

under static state

如图2所示,当机械臂处于静止状态时,柔性连杆
没有弹性振动,此时,系统的末端执行器坐标(xt, yt)

与两杆角度q1, q2存在以下关系:{
xt = L1 cos q1 + L2 cos(q1 + q2),

yt = L1 sin q1 + L2 sin(q1 + q2).
(14)

根据逆运动学方法,可以求得
q1 =2ϑ1π + atan2(yt, xt)−

atan2(L2 sin q2, L1 + L2 cos q2),

q2 =2ϑ2π + atan2(sin q2, cos q2),

(15)

其中: cos q2 =
x2
t + y2t − L2

1 − L2
2

2L1L2

,

sin q2 = ±
√
1− cos2q2.

(16)

ϑ1, ϑ2为整数,且atan2(b, a)表示向量(a, b)和X轴正

方向的夹角.
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定义(xti, yti)为机械臂末端执行器的初始位置,
(xtd, ytd)为目标位置.根据式(15)可以求解得到两杆
初始角度q1i, q2i及目标角度q1d, q2d.

记Θ = [θT θ̇T]T表示系统的状态变量,对于双连
杆刚柔机械臂系统而言,它的静止状态可以表示为Θ∗

= [q1∗ q2∗ 0 0 0 0 0 0]T,其中q1∗, q2∗是常数. 因
此,系统的初始状态Θi和目标状态Θd可以分别表示

为 Θi = [q1i q2i 0 0 0 0 0 0]T,

Θd = [q1d q2d 0 0 0 0 0 0]T.
(17)

系统的位置控制目标是将双连杆刚柔机械臂的末

端执行器从(xti, yti)稳定到(xtd, ytd). 即,将系统的状
态从Θi控制到Θd. 然而,由于p1, p2, ṗ1, ṗ2为系统的
欠驱动变量,无法对其进行直接的控制.它们与系统
的驱动变量存在以下状态约束:[
M31 M32 M33 M34

M41 M42 M43 M44

]
θ̈+

[
H3 + k1p1
H4 + k2p2

]
=

[
0

0

]
.

(18)

由式(18)可知,系统的欠驱动变量可以通过控制
驱动变量来间接控制.因此,传统的位置控制方法通
常通过以下控制策略实现控制目标:

1) 对系统的驱动变量进行调节控制,使它们收敛
到各自的目标值,即为q1 → q1d, q2 → q2d, q̇1→0, q̇2
→ 0;

2) 通过控制系统的驱动变量,间接控制系统的欠
驱动变量收敛到目标值,即p1 → 0, p2 → 0, ṗ1 → 0,
ṗ2 → 0.

然而,上述控制策略无法实现系统的所有状态变
量同时收敛到目标值,这就导致了系统残余振动的产
生.

为了实现双连杆刚柔机械臂的无残余振动位置控

制目标,需要设计一种控制策略,可以控制系统的所
有状态同时收敛到目标值.在本文中,这一控制问题
将被转化为轨迹规划与跟踪控制问题来讨论.

3 轨轨轨迹迹迹规规规划划划

本节讨论双连杆刚柔机械臂从初始状态Θi到目标

状态Θd的轨迹规划问题.根据系统的无残余振动位置
控制目标,待规划的期望轨迹应该具有以下边界条件:

当t→ 0时,{
q1(t)=q1i, q2(t)=q2i, q̇1(t)=0, q̇2(t)=0,

p1(t)=0, p2(t)=0, ṗ1(t)=0, ṗ2(t)=0.
(19)

当t→ tf时,{
q1(t)=q1d, q2(t)=q2d, q̇1(t)=0, q̇2(t)=0,

p1(t)=0, p2(t)=0, ṗ1(t)=0, ṗ2(t)=0.
(20)

其中, tf为机械臂两根连杆到达目标角度的时间.

下面,本文提出双向轨迹规划方法及轨迹拼合方
法来规划符合上述边界条件的期望轨迹.

3.1 双双双向向向轨轨轨迹迹迹规规规划划划

因为欠驱动变量的存在,直接规划系统从Θi到Θd

的轨迹是困难的. 因此,本文提出一种双向轨迹规划
的方法,分别规划一条前向轨迹和一条反向轨迹.

其中前向轨迹是一条从Θi到系统中间状态Θ
m
i 的

轨迹,反向轨迹轨迹是一条从Θd到系统中间状态Θ
m
d

的轨迹. 鉴于双连杆刚柔机械臂的欠驱动变量无法直
接控制,下面针对系统的驱动变量进行轨迹规划. 为
保证机械臂可以平滑地跟踪规划的轨迹,系统驱动变
量的轨迹应该满足qj(t), q̇j(t), q̈j(t)均有界,其中j =
1, 2.

基于上述思想,在系统前向轨迹中,规划驱动变量
的轨迹为

qfj(t) = qji + (qjm − qji)(kat−
sin(2πkat)

2π
),

q̇fj(t) = ka(qjm − qji)(1− cos(2πkat)),

q̈fj(t) = 2πk2a(qjm − qji) sin(2πkat).
(21)

在系统反向轨迹中,规划驱动变量的轨迹为
qrj(t) = qjd + (qjm − qjd)(kbt−

sin(2πkbt)

2π
),

q̇rj(t) = kb(qjm − qjd)(1− cos(2πkbt)),

q̈rj(t) = 2πk2b(qjm − qjd) sin(2πkbt),
(22)

其中: qji, qjm, qjd分别表示机械臂第j根连杆的初始

角度、中间角度及目标角度.式(21)中t ∈ [0,
1

ka
],式

(22)中t ∈ [0,
1

ka
]. ka > 0, kb > 0分别是系统前向轨

迹和反向轨迹的时间因子. 显然, qfj(t), q̇
f
j(t), q̈

f
j(t)及

qrj(t), q̇
r
j(t), q̈

r
j(t)均有界. 因此,所规划的前向轨迹及

反向轨迹满足本文对轨迹平滑性的要求.

对于式(21),当t→ 1

ka
时,

[q1 q2 q̇1 q̇2]
T → [q1m q2m 0 0]T. (23)

将式(21)及初始值(19)代入式(18)中,通过对式(18)进
行数值求解,可以得到相应欠驱动变量的轨迹[pf1(t)

pf2(t) ṗ
f
1(t) ṗ

f
2(t)]

T. 且当t→ 1

ka
时,

[p1 p2 ṗ1 ṗ2]
T → [pf1m pf2m ṗf1m ṗf2m]

T,

其中pf1m, pf2m, ṗ
f
1m, ṗ

f
2m为常数. 因此,前向轨迹的系

统中间状态Θm
i 可以表示为

Θm
i = [q1m q2m pf1m pf2m 0 0 ṗf1m ṗf2m]

T
. (24)

同样的方法易得反向轨迹中,系统的欠驱动变量
轨迹为[pr1(t) p

r
2(t) ṗ

r
1(t) ṗ

r
2(t)]

T,且系统的中间状
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态Θm
d为

Θm
d = [q1m q2m pr1m pr2m 0 0 ṗr1m ṗr2m]

T
, (25)

其中pr1m, p
r
2m, ṗ

r
1m, ṗ

r
2m同样为常数.

由此,系统从Θi到Θd的轨迹规划问题转化为系统

前向轨迹与反向轨迹在中间状态的拼合问题.下面利
用时间倒转方法及基于遗传算法的轨迹优化方法来

拼合两条轨迹.

3.2 轨轨轨迹迹迹拼拼拼合合合

由于反向轨迹与系统真正的运动方向相反,本小
节利用时间倒转的方法[8]使其轨迹方向与系统运动方

向一致.具体的,设计一条倒转轨迹,使其驱动变量满
足 

qr̃j(t) = qrj(
1

kb
− t),

q̇r̃j(t) = −q̇rj(
1

kb
− t),

q̈r̃j(t) = q̈rj(
1

kb
− t).

(26)

则其所对应的欠驱动变量轨迹为
pr̃1(t) = pr1(

1

kb
− t), pr̃2(t) = pr2(

1

kb
− t),

ṗr̃1(t)=−ṗr1(
1

kb
−t), ṗr̃2(t)=−ṗr2(

1

kb
−t).

(27)

显然,这一倒转轨迹是一条从Θm̃
d到Θd的轨迹,其中:

Θm̃
d = [q1m q2m pr1m pr2m 0 0 −ṗr1m −ṗr2m]

T
.

(28)

不难看出,当使Θm
i = Θm̃

d 时,本文规划的前向轨
迹和倒转轨迹可以拼合成一条从Θi到Θd的轨迹,这
便是本文的期望轨迹.

根据状态约束方程(18)可知, Θm
i , Θm̃

d所对应的状

态与式(21)(26)中的参数q1m, q2m, ka, kb有关,可以通
过调节q1m, q2m, ka, kb的值来改变Θ

m
i , Θm̃

d的值.本文
利用遗传算法来优化系统前向轨迹和倒转轨迹中的

q1m, q2m, ka, kb参数使Θ
m
i = Θm̃

d ,从而拼合得到系统
的期望轨迹.

遗传算法的评价函数定义如下:

ft=abs(pf1m − pr1m) + abs(pf2m − pr2m) +

abs(ṗf1m + ṗr1m) + abs(ṗf2m + ṗr2m). (29)

基于遗传算法的优化过程如下:

步步步骤骤骤 1 随机初始化N条染色体组成遗传算法

的初始群体.每条染色体代表一组轨迹参数q1m, q2m,
ka, kb. 初始化代数计数器gen = 1.

步步步骤骤骤 2 将所有的染色体所对应的参数q1m, q2m,

ka, kb分别代入式(21)(26)中. 通过方程(18)计算得到

每条染色体分别对应的pf1m, pr1m, pf2m, pr2m, ṗf1m, ṗr1m,

ṗf2m, ṗr2m的值.

步步步骤骤骤 3 将得到的值代入评价函数(29),从而得
到每一条染色体所对应的评价值ft的值.

步步步骤骤骤 4 如果种群中最小的ft值小于或等于一

个非常小的正数ϖ,程序跳转到步骤6,否则,程序跳
转到步骤5.

步步步骤骤骤 5 如果gen等于最大优化代数Max,退出
程序.否则,对种群中的染色体以代沟Pg进行选择重

组操作,以概率Pc进行交叉操作,以概率Pm进行变异

操作.更新所有染色体且gen = gen + 1. 程序跳转到
步骤2.

步步步骤骤骤 6 将种群中最小ft值所对应的染色体作

为优化后的结果,读取其所对应的轨迹参数q1m, q2m,
ka, kb. 将这些参数代入式(21)及式(26)中,从而将这
两条轨迹拼合成一条系统的期望轨迹(30). 退出程序.

拼合后的系统期望轨迹的驱动变量轨迹可以表示

为 

qdj (t) = qfj(t),

q̇dj (t) = q̇fj(t),

q̈dj (t) = q̈fj(t),

qdj (t) = qr̃j(t−
1

ka
),

q̇dj (t) = q̇r̃j(t−
1

ka
),

q̈dj (t) = q̈r̃j(t−
1

ka
),

(30)

其中: 前3个分式中t ∈ [0,
1

ka
],后3个分式中t ∈ (

1

ka
,

1

ka
+

1

kb
].

欠驱动变量的轨迹可以表示为

pd1(t) = pf1(t),

pd2(t) = pf2(t),

ṗd1(t) = ṗf1(t),

ṗd2(t) = ṗf2(t),

pd1(t) = pr̃1(t−
1

ka
),

pd2(t) = pr̃2(t−
1

ka
),

ṗd1(t) = ṗr̃1(t−
1

ka
),

ṗd2(t) = ṗr̃2(t−
1

ka
),

(31)

其中: 前4个分式中t ∈ [0,
1

ka
],后4个分式中t ∈ (

1

ka
,

1

ka
+

1

kb
].

由于期望轨迹的驱动变量轨迹在t =
1

ka
处连续且
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qdj (t), q̇
d
j (t), q̈

d
j (t)均有界. 因此,期望轨迹的驱动变量

轨迹依旧是平滑的.

对于从初始状态Θi出发的双连杆刚柔机械臂,倘
若能够设计一个轨迹跟踪控制器使系统的驱动变量

在t ∈ [0,
1

ka
+

1

kb
]上跟踪轨迹(30),由于系统状态约

束的存在,其欠驱动变量也将被动跟踪轨迹(31). 那

么,在t = (
1

ka
+

1

kb
) s时刻,系统的所有变量同时收敛

于Θd. 此时系统没有残余振动产生. 这样的话,双连
杆刚柔机械臂的无残余振动位置控制问题就转化为

了跟踪期望轨迹的控制问题.

注注注 1 当t > (
1

ka
+

1

kb
) s时,为使系统维持在目标状

态,系统驱动变量的轨迹为qdj (t) ≡ qjd,其对应的欠驱动变

量的轨迹为pd1(t) = pd2(t) ≡ 0.

4 轨轨轨迹迹迹跟跟跟踪踪踪控控控制制制器器器设设设计计计

在得到期望轨迹之后,本节讨论轨迹跟踪控制器
的设计问题.针对系统的驱动变量设计轨迹跟踪控制
器,使其跟踪轨迹(30).

令x= [x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8]
T= Θ,然后,

将系统的模型(6)改写为状态空间的形式:

ẋ = f(x) + g(x)τ, (32)

其中:
f(x) = [x5 x6 x7 x8 f1 f2 f3 f4]

T
,

g(x) =

[
g1
g2

]
,

(33)

f1, f2, f3和f4满足

[f1 f2 f3 f4]
T = −M(θ)−1[H(θ, θ̇) +Kθ], (34)

g1是一个4× 4的零矩阵, g2满足

g2=


α1 β1 0 0

α2 β2 0 0

α3 β3 0 0

α4 β4 0 0

=M(θ)−1


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

.
(35)

为方便描述跟踪控制器设计,定义如下符号:{
x1d(t)=q

d
1 (t), ẋ1d(t)= q̇

d
1 (t), ẍ1d(t)= q̈

d
1 (t),

x2d(t)=q
d
2 (t), ẋ2d(t)= q̇

d
2 (t), ẍ2d(t)= q̈

d
2 (t),

(36)

设计两个滑模函数如下所示:

S1 = ι1ε1 + ε̇1, S2 = ι2ε2 + ε̇2, (37)

其中: ι1, ι2是正的常数, ε1 = x1 − x1d(t), ε2 = x2−
x2d(t), ε̇1=x5 − ẋ1d(t)及ε̇2 = x6 − ẋ2d(t)表示系统

的跟踪误差. 对S1, S2求导得{
Ṡ1 = ι1ε̇1 + f1 + α1τ1 + β1τ2 − ẍ1d(t),

Ṡ2 = ι2ε̇2 + f2 + α2τ1 + β2τ2 − ẍ2d(t).
(38)

设计轨迹跟踪控制器为

τ1 = −β1Λ2 − β2Λ1

α2β1 − α1β2

, τ2 = −α2Λ1 − α1Λ2

α2β1 − α1β2

, (39)

其中:
Λ1=f1−ẍ1d(t)+δ1sat(

S1

∆
)+ι1ε̇1+ψ1S1,

Λ2=f2−ẍ2d(t)+δ2sat(
S2

∆
)+ι2ε̇2+ψ2S2,

(40)

δ1, δ2, ψ1, ψ2, ∆1以及∆2均为正的常数, sat(·)是饱
和函数,可以表示为

sat(
Si

∆i

) =


1, Si > ∆i,
Si

∆i

, |Si| 6 ∆i,

−1, Si < −∆i,

(41)

其中i = 1, 2.

定定定理理理 1 系统(33)的跟踪误差, ε1, ε2, ε̇1和ε̇2在
所设计的轨迹跟踪控制器(39)作用下可以收敛到零.

证证证 构造以下Lyapunov函数:

V =
S2
1

2
+
S2
2

2
> 0. (42)

将V对时间进行求导,结合式(38)–(39)可得

V̇ = S1Ṡ1 + S2Ṡ2 =

−ψ1S
2
1−δ1sat(

S1

∆1

)S1−ψ2S
2
2−δ2sat(

S2

∆2

)S2 6

0. (43)

当V̇ ≡ 0时, S1 ≡ 0,并且S2 ≡ 0. 因此,根据LaSalle
不变原理易知,滑模函数(37)在控制器的作用下可以
达到滑模面S1 = 0, S2 = 0. 也就是说 lim

t→∞
ε1 = 0, lim

t→∞
ε̇1 = 0,

lim
t→∞

ε2 = 0, lim
t→∞

ε̇2 = 0.
(44)

证毕.

因此,本节设计的轨迹跟踪控制器可以实现系统
的轨迹跟踪控制目标.

5 仿仿仿真真真结结结果果果与与与分分分析析析

本节利用MATLAB联合Simulink来进行仿真研
究.其中MATLAB提供的ODE45求解器被用来解决
仿真中的数值求解问题.

双连杆刚柔机械臂的模型参数选取为

L1=1.3 m, L2=1.7 m, EI=4 N·m2,

ρA=0.3 kg/m, m1 = 1 kg, Mh = 0.2 kg,

Mt = 0.8 kg, J1=0.56 kg ·m2, Ih=0.06 kg ·m2,

同时,选取末端执行器的初始位置为(xti, yti) = (−1,

2) m,目标位置为(xtd, ytd) = (1.5, 0.5) m. 则根据式
(15),可以求得一组连杆的初始角度和目标角度为{

q1i = 2.8929 rad, q2i = −1.4756 rad,

q1d = 1.5708 rad, q2d = −2.0608 rad.
(45)
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在轨迹规划中,选取遗传算法的参数为{
Pc = 0.8, Pm = 0.3, Pg = 0.7,

N = 50, ϖ = 1× 10−4, Max = 200.
(46)

同时,选取轨迹跟踪控制器的设计参数为{
ι1 = ι2 = 1.2, ψ1 = ψ2 = 1,

δ1 = δ2 = 0.3, ∆1 = ∆2 = 0.1.
(47)

下面验证所提控制方法的有效性和优越性.

5.1 实实实例例例1
本小节使系统分别跟踪一条未经优化的摆线轨

迹[20]和本文规划得到的期望轨迹(30). 通过对比二者
的仿真结果,来说明本文所提轨迹规划方法在实现系
统无残余振动位置控制上的有效性. 其中,从初始角
度qji到目标角度qjd的摆线轨迹表达式给出如下:xjd(t)=qji+(qjd−qji)(

t

tr
−
sin

2πt

tr
2π

), 06 t6 tr,

xjd(t)=qjd, t > tr,

(48)

其中j = 1, 2, tr = 8 s为摆线轨迹的到达时间.

利用轨迹跟踪控制器(39)来使系统跟踪摆线轨
迹(48),仿真结果如图3所示.

图 3 跟踪轨迹(48)的仿真结果

Fig. 3 Simulation results of tracking the trajectory (48)

从图3所示的仿真结果中可以看出,当系统跟踪摆
线轨迹(48)时,机械臂的两根连杆可以到达各自的目
标角度.但之后,机械臂的柔性连杆呈现出等幅振动
的状态,这一振动便是残余振动.这一仿真结果说明,
摆线轨迹(48)无法消除柔性机械臂的残余振动.因此,
当系统跟踪这一未经规划的轨迹时,其末端执行器无

法实现高精度的定位.

根据本文所提出的轨迹规划方法,通过遗传算法
优化,得到了一组轨迹规划的优化结果{

q1m = 2.2712 rad, q2m = −1.7253 rad,

ka = 0.3002, kb = 0.3399,
(49)

将优化结果代入式(21)及式(26)中,进而利用轨迹跟
踪控制器(39)使系统跟踪期望轨迹(30),仿真结果如
图4所示.

图 4 跟踪轨迹(30)的仿真结果

Fig. 4 Simulation results of tracking the trajectory (30)

图4显示,当系统跟踪期望轨迹(30)时,机械臂的
两根连杆同样可以到达各自的目标角度.与图3所示
仿真结果不同的是,机械臂的末端执行器由初始位置
(−1, 2) m到达目标位置(1.5, 0.5) m的同时,柔性连
杆的弹性振动也被抑制收敛到零,这表明柔性连杆机
械臂的末端执行器在到达目标位置时没有产生残余

振动.于是,通过对比图3–4所示的仿真结果,可以验
证,本文所提出的轨迹规划方法可以有效实现双连杆
刚柔机械臂的无残余振动位置控制目标.

注注注 2 在摆线轨迹(48)中,不同的tr会带来不同的控制

效果.当tr较小时,机械臂的两根连杆可以较快速地到达各自

目标角度,但柔性连杆的振动幅度较大,导致机械臂的末端执

行器在目标位置附近剧烈振动.而当tr较大时,柔性连杆的振

幅较小,但系统两根连杆到达目标角度所需的时间较长. 在

本文中,综合考虑连杆到达目标角度所需的时间以及柔性连

杆的振动幅度,选择tr = 8 s.

5.2 实实实例例例2
为了说明本文提出的无残余振动位置控制方法相

对传统柔性机械臂位置控制方法的优越性,本小节分
别对PD控制方法[21]和本文提出的控制方法进行仿真.
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PD控制器设计如下:

τi = −Kp (xi − qid)−Kdẋi, i = 1, 2, (50)

其中Kp, Kd为控制器增益.在仿真中,设置为Kp=4,
Kd = 3. 仿真结果如图5所示.

图 5 PD控制方法的仿真结果

Fig. 5 Simulation results of the PD control method

从图5可以看出,机械臂的两根连杆在5 s左右时
便已到达目标角度,随后在目标角度附近做往复运动,
以此来抑制柔性连杆的残余振动,直至30 s左右时,柔
性机械臂的末端执行器才逐渐被稳定在目标位置

(1.5, 0.5) m. 残余振动的抑制过程耗费近25 s,严重
影响了机械臂的工作效率.此外,在控制的过程中,系
统存在一定的超调且控制力矩存在初始跳变,降低了
系统的安全性.

本文提出的控制方法中,基于机械臂两根连杆的
初始角度和目标角度进行轨迹规划,在轨迹拼合中,
可以优化得到一组结果为{

q1m = 2.5939 rad, q2m = −1.9868 rad,

ka = 0.3527, kb = 0.3585.
(51)

值得注意的是,优化结果(51)与优化结果(49)是不同
的. 这表明了,在系统的轨迹拼合中,优化的可行解是
具有多样性的. 将优化的结果(51)代入式(21)及式(26)
中,使系统跟踪拼合后的期望轨迹(30). 仿真结果如
图6所示.

图 6 本文提出控制方法的仿真结果

Fig. 6 Simulation results of the proposed control method

从图6中可以看出,系统两根连杆均到达了其目标
角度,没有出现超调.机械臂的末端执行器由初始位
置(−1, 2) m平滑运动到目标位置(1.5, 0.5) m,且柔
性连杆没有产生残余振动,系统整个位置控制过程耗
费5.8 s左右. 因此,相比较于PD控制方法,本文提出
的控制方法可以大幅提高机械臂的工作效率.此外,
本文提出控制方法的控制输入力矩在±2.5 N·m范围
内变化,且初始输入力矩为0 N·m,这表明本文提出的
控制方法实现了机械臂的“软启动”[22–23]. 因此,本
文提出的控制方法在系统的安全性能上也优于PD控
制方法.

6 结结结论论论

本文提出了一种基于轨迹规划的柔性机械臂无残

余振动位置控制方法. 以平面双连杆刚柔机械臂为研
究对象,通过对该系统进行建模与分析,得到了系统
存在的状态约束关系.进而利用这一约束关系,通过
双向轨迹规划及遗传算法轨迹拼合方法,规划出一条
从系统初始状态到目标状态的期望轨迹. 设计轨迹跟
踪控制器,使系统的状态变量沿着规划的期望轨迹到
达目标状态. 这种控制方法可以保证系统的所有变量
同时收敛到目标值.这也就意味着,机械臂的末端执
行器在到达目标位置时没有残余振动产生. 仿真结果
验证了本方法的有效性和优越性. 值得一提的是,对
于更为复杂的多柔性连杆多柔性模态的柔性机械臂,
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该方法依旧有效.
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