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摘要:当时滞非线性系统具有执行器饱和时,其稳定性无法得到保证. 为了寻找饱和时滞非线性系统的稳定控制
器,本文阐述了一种间接线性矩阵不等式(LMI)一步抗饱和设计方法. 首先,利用Takagi-Sugeno (T–S)模糊模型将一
类饱和时滞非线性系统精确重构,引入输出反馈并行分布补偿系统得到闭环控制系统.然后,运用李雅普诺夫稳定
性理论,导出闭环系统的稳定条件,利用一个矩阵不等式的等价引理,将闭环系统稳定条件间接的转化为两个
LMIs条件,进而得到间接LMI抗饱和补偿算法,同时给出了吸引域估计及其优化模型. 最后给出了应用此方案的一
个仿真实例.
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Abstract: The stability of time-delay nonlinear systems cannot be guaranteed when it has actuator saturation. Motivated
by looking for the stability controller of saturated time-delay nonlinear systems, one-step anti-windup design based on the
indirect linear matrix inequality (LMI) approach is proposed in this paper. First, a class of saturated time-delay nonlinear
systems can be reconstructed accurately by using Takagi-Sugeno (T–S) fuzzy model, and then the parallel distributed
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1 引引引言言言

执行器饱和又称输入饱和,存在于几乎所有的现
实控制系统中,对于时滞非线性系统来说也是如此.
因此,研究饱和时滞非线性系统的抗饱和设计是非常
有意义的[1]. 解决这个问题有3个难点: 一是非线性系
统;二是时滞;三是输入饱和.前人对于这3个问题的
单独研究不少,但3个问题的综合研究并不多.文献[2]

综述了近年来抗饱和的研究概况. 总体上看抗饱和设
计方法可分为一步法与两步法,补偿器的选择可分为
静态补偿[3]与动态补偿[4],从反馈的角度可分为状态
反馈[5]与输出反馈[6]. 对于具有输入饱和的时滞开关
线性系统,文献[7]利用动态补偿方法给出了闭环系统
稳定的充分条件.针对一类具有输入饱和的时滞控制
系统,文献[8]以无输入饱和与有输入饱和的系统状态
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之差作为性能指标,推导出一种使其最小化的动态补
偿抗饱和控制器. 针对具有输入饱和的时不变仿射非
线性系统,文献[9]利用T–S模型、输出反馈、并行分布
补偿及矩阵理论,得到了闭环系统稳定的线性矩阵不
等式(linear matrix inequality, LMI)判据.

现实系统中的时滞现象是多样的,主要体现在时
滞函数的约束条件上,不同的约束条件代表着不同的
时滞问题[10–12]. 文献[13]针对一类时滞变化率有界的
饱和时滞非线性系统设计了静态抗饱和补偿器,利用
Lyapunov泛函重新构造了利布希茨连续性条件,得到
了全局及局部稳定条件.针对具有饱和的分布正常数
时滞神经网络系统,文献[14]利用经典的两步法提出
了一种代数抗饱和补偿设计.所谓两步法[15]是指:第
一步,在不考虑系统输入饱和的前提下,设计好反馈
增益矩阵;第二步,当系统存在输入饱和时,引入抗饱
和补偿项并求解补偿增益矩阵. 本文使用的一步抗饱
和法,能够一步求解出反馈增益阵和补偿增益阵,较
之两步法,一步抗饱和能够得到更为全局优化的吸引
域估计.

本文研究了一类时滞变化率上确界小于1的饱和
时滞非线性系统,当系统状态满足一定条件时[16],饱
和时滞非线性系统可利用T–S模糊模型(T–S模型)精
确重构为若干个线性子系统的加权和,针对每个线性
子系统利用动态输出反馈引入并行分布补偿系统,综
合得到闭环控制系统.选择一类含有时滞函数的特殊
Lyapunov泛函,利用Schur补引理[17]及矩阵不等式理

论[18],得到系统的动态输出反馈一步抗饱和控制,利
用一个矩阵不等式的等价引理,得到利用间接LMI一
步抗饱和补偿算法,一步求出反馈增益矩阵与补偿增
益矩阵. 仿真实例效果良好.

2 系系系统统统描描描述述述

考虑如下具有输入饱和的时滞非线性系统:
ẋ(t) = f(x(t))x(t)+fd(x(t))x(t−τ(t))+

g(x(t))sat(u(t)),

y(t) = h(x(t))x(t), t ∈ R+,

(1)

式中: x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm和y(t) ∈ Rp分别为系统

的状态向量、输入向量和输出向量, f(x) ∈ Rn×n,
fd(x) ∈ Rn×n, g(x) ∈ Rn×m, h(x) ∈ Rp×n为连续

函数矩阵. 饱和函数

sat(ui(t)) = sgn(ui(t))min{u0i, |ui(t)|},

式中u0i > 0 (i = 1, 2, · · · ,m)为控制输入的饱和约

束. 时变时滞τ(t)满足

τ(t) > 0, τ̇(t) 6 ε < 1, t ∈ R+,

式中ε是标量,利用T–S模型对系统(1)进行重构.

规则Ri: 如果z1(t)为Fi1, z2(t)为Fi2, · · · , zs(t)为

Fis,则ẋ(t) = Aix(t)+Adix(t−τ)+Bisat(u(t)),

y(t) = Cix(t), i = 1, 2, · · · , q, t ∈ R+,
(2)

式中: Fij(i = 1, 2, · · · , q, j = 1, 2, · · · , s)为规则Ri

的第j个模糊集, zj(t)为前件变量, q为规则数,时不变
矩阵Ai∈Rn×n, Adi∈Rn×n, Bi∈Rn×m, Ci∈Rp×n

分别为第i个线性子系统的状态矩阵、时滞矩阵、输入

矩阵以及输出矩阵.

则系统(1)可被重构为
ẋ(t) =

q∑
i=1

µi(t)[Aix(t) +Adix(t− τ)+

Bisat(u(t))],

y(t) =
q∑

i=1

µi(t)Cix(t), t ∈ R+.

(3)

设初始条件 x(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ(0), 0],为保证
T–S模型(3)能够精确重构非线性系统(1),需要将系
统(1)的状态变量限制在一个有效的有限域内,一般以
如下多面体形式给出:

Ω(x) = {x ∈ Rn||Lbx| 6 db, b = 1, 2, · · · , l}, (4)

式中: Lb为n维行向量, db > 0为常数. 考虑隶属度函
数集合

Ξ = {µ(t) = [µ1(t) µ2(t) · · · µq(t)]|

µi(t) > 0,
q∑

i=1

µi(t) = 1},

µi(t) =
δi(t)
q∑

j=1

δj(t)
, δi(t) =

s∏
j=1

Fij(zj(t)),

(5)

式中: Fij(zj(t))表示前件变量zj(t)在模糊集Fij中的

隶属度,容易证明,如果x(t) ∈ Ω(x),则存在µ(t) ∈
Ξ使得系统(1)可以用系统(3)精确重构.

引入nc维并行分布补偿系统
ẋc(t) =

q∑
i=1

µi(t)[Acixc(t) +Bciy(t)−

Eciψ(u(t))],

u(t)=
q∑

i=1

µi(t)(Ccixc(t)+Dciy(t)), t ∈ R+,

(6)

式中: xc(t) ∈ Rnc为并行分布补偿系统的状态变量,
ψ(u) = u− sat(u)为死区函数, Aci, Bci, Cci, Dci为

反馈增益矩阵, Eci为抗饱和增益矩阵. 综合式(3)、
式(6)可得闭环系统:

ξ̇(t) =
q∑

i=1

q∑
j=1

q∑
k=1

wijk(t)[Ãijkξ(t)+

Ãdiξ(t− τ)− Ẽijψ(u(t))],

u(t) =
q∑

i=1

q∑
j=1

µi(t)µj(t)Kijξ(t), t ∈ R+,

(7)
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式中: ξ(t) =

[
x(t)

xc(t)

]
, wijk(t) = µi(t)µj(t)µk(t),

Ãijk =

[
Ai +BiDcjCk BiCcj

BcjCk Acj

]
, Ãdi =

[
Adi 0

0 0

]
,

Ẽij =

[
Bi

Ecj

]
, Kij = [DciCj Cci].

问问问题题题 1 求出使得闭环系统(7)局部渐近稳定的
矩阵Aci, Bci, Cci, Dci, Eci, i = 1, 2, · · · , nc,并给出
闭环系统(7)的吸引域估计及其优化模型.

为了便于问题求解,给出如下假设:

假假假设设设 1 矩阵对(Ai, Bi)可控,矩阵对(Ai, Ci)可

观, i = 1, 2, · · · , q.

3 主主主要要要结结结果果果

3.1 控控控制制制器器器设设设计计计

设K(a)代表矩阵K 的第 a行构成的行向量,
KT(a) = (K(a))T,符号∗为对称矩阵左下角对称块
的缩写, v̄为复数v的共轭,简记ξ(t)为ξ,设矩阵Gij与

Kij同型, K̄ij = Kij −Gij ,定义多面体集

Σ =
q∩

i=1

q∩
j=1

{ξ||K̄ij(a)ξ| 6 u0a, a = 1, 2, · · · ,m}.

为了便于定理证明,首先给出两个引理.

引引引理理理 1 若ξ ∈ Σ,则

α =ψT(u(t))T (
q∑

i=1

q∑
j=1

µi(t)µj(t)Gijξ−

ψ(u(t))) > 0, (8)

对于所有的i, j = 1, 2, · · · , q及所有的对角正定矩阵
T ∈ Rm×m成立[18].

引引引理理理 2 对任意合适维矩阵X,Y (Y > 0), Z,
有[18]

XTZ + ZTX 6 XTY X + ZTY −1Z.

设对称正定矩阵P , Q,矩阵Nij可写成分块形式:

P =

[
P11 P12

∗ P22

]
, Q =

[
Q11Q12

∗ Q22

]
,

且PQ=I , Nij=[N
(1)
ij N

(2)
ij ],式中: P11, Q11∈Rn×n,

P22, Q22 ∈ Rnc×nc , N (1)
ij ∈ Rm×n, N (2)

ij ∈ Rm×nc .

定定定理理理 1 若存在两个对称正定矩阵P , Q,定义如
上,对角正定矩阵T1及合适维矩阵Aci, Bci, Cci, Dci,
Eci, Nij ,使得[

P KT
ij(a)− PNT

ij(a)

∗ u2
0a

]
> 0, (9)[

P11 LT
b

∗ d2b

]
> 0, (10)

Πijk=

[
He(ÃijkQ)+Q+Ādi −ẼijT1+N

T
ij

∗ −2T1

]
<

0. (11)

式中: i, j, k = 1, 2, · · ·, q, a = 1, 2, · · ·,m, b = 1, 2,

· · · , l, Ādi=(1− ε)−1ÃdiQÃ
T
di,则闭环系统(7)在区

域Λ = {ξ|ξTPξ 6 1}内渐近稳定.

证证证 设Gij = NijP ,利用Schur补引理及式(9)可
得u2

0a−K̄ij(a)P
−1K̄ij(a)

T > 0,由ξ ∈ Λ及Holder不
等式可得

|K̄ij(a)ξ

u0a

| = |K̄ij(a)

u0a

P− 1
2P

1
2 ξ| 6 1,

即ξ ∈ Σ. 由Schur补引理及式(10)得

P11 −
LT

b

db

Lb

db
> 0, xTL

T
b

db

Lb

db
x 6

[
x

0

]T

P

[
x

0

]
6 1,

即x(t) ∈ Ω(x). 取Lyapunov泛函

V = ξTPξ +
w t

t−τ
ξT(θ)Pξ(θ)dθ,

则

V̇ =2ξ̇TPξ+ξTPξ−(1−τ̇)ξT(t−τ)Pξ(t−τ) =
q∑

i=1

q∑
j=1

q∑
k=1

wijk(t)[γijk+βi−2ξTPẼijψ(u)]+

ξTPξ − (1− τ̇)ξT(t− τ)Pξ(t− τ),

式中: γijk = ξTHe(PÃijk)ξ, βi = 2ξT(t−τ)ÃT
diPξ.

利用引理1与引理2得

βi 6 ξTPĀdiPξ+(1− ε)ξT(t− τ)Pξ(t− τ)+2α,

故V̇ 6
q∑

i=1

q∑
j=1

q∑
k=1

wijk(t)η
TΨijkη, η =

[
ξ

ψ(u)

]
,

Ψijk=

[
He(PÃijk)+P+PĀdiP −PẼij+G

T
ijT

∗ −2T

]
.

设T1 = T−1,利用合同变换的性质,对式(11)分别左
乘、右乘diag(P, T )得Ψijk < 0, i, j, k = 1, 2, · · · , q,
当ξ ̸= 0时, V̇ < 0,所以闭环系统(7)在区域Λ内渐近
稳定. 证毕.

3.2 间间间接接接LMI一一一步步步抗抗抗饱饱饱和和和补补补偿偿偿算算算法法法
为了便于结论推导,首先给出如下引理.

引引引理理理 3 已知对称矩阵Γ ∈ Rn×n和两个矩阵

X∈Ri×n, Y ∈Rj×n,则存在一个合适维矩阵Θ使得

Γ +XTΘTY + Y TΘX < 0,

当且仅当

NT
XΓNX < 0, NT

YΓNY < 0,

式中NX和NY分别为由零空间ker(X)和ker(Y )的任

意一组基向量作为列向量构成的矩阵[19].
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为了简化推导过程,现设

Ãi=

[
Ai 0

0 0

]
, B̃i=

[
0 Bi

I 0

]
, Θj=

[
Acj Bcj

Ccj Dcj

]
,

C̃k=

[
0 I

Ck 0

]
, B̄i=

[
B̃i 0

0 0

]T

, Θ̄j=

[
Θj 0

0 0

]
,

C̄Qk=

[
C̃kQ 0

0 0

]
, C̄k=

[
C̃k 0

0 0

]
, Q̄=

[
Q 0

0 I

]
,

GQij=

[
He(ÃiQ)+Q+Ādi −ẼijT1+N

T
ij

∗ −2T1

]
,

P̄ =

[
P 0

0 I

]
, GPij= P̄GQijP̄ ,

则Ãijk = Ãi + B̃iΘjC̃k,式(11)可表示为

GQij +He(B̄T
i Θ̄jC̄Qk) < 0. (12)

利用引理3,式(12)等价为

NT
B̄i
GQijNB̄i

< 0, NT
C̄Qk

GQijNC̄Qk
< 0. (13)

由于C̄k= C̄QkP̄ ,所以矩阵Q̄NC̄Qk
各列列向量可

作为矩阵C̄k的零空间的基底,取NC̄k
= Q̄NC̄Qk

,则
NT

C̄Qk
GQijNC̄Qk

=NT
C̄k
GPijNC̄k

,所以NT
C̄Qk

GQijNC̄Qk

< 0与NT
C̄k
GPijNC̄k

< 0等价.

当NBT
i
̸= 0, NCk

̸= 0时,有

NB̄i
=


[
NBT

i

0

] [
0

0

]
0 Im

 , NC̄k
=


[
NCk

0

] [
0

0

]
0 Im

 ,
则

Q11 > 0,

NT
B̄i
GQijNB̄i

=

Di Hij

∗ −2T1

 < 0,

Di = NT
BT

i
(He(AiQ11) +Q11+

(1− ε)−1AdiQ11Adi
T)NBT

i
,

Hij = −NT
BT

i
BiT1 +NT

BT
i
(N

(1)
ij )T,

(14)



P11 > 0,

NT
C̄k
GPijNC̄k

=

NT
Ck
FiNCk

Wijk

∗ −2T1

 < 0,

Fi = He(P11Ai) + P11+

(1− ε)−1P11AdiQ11A
T
diP11,

Wijk = −NT
Ck
P11BiT1 −NT

Ck
MjT1+

NT
Ck
P11(N

(1)
ij )T +NT

Ck
Rij,

Mj = P12Ecj, Rij = P12(N
(2)
ij )T.

(15)

利用条件PQ = I ,有


P11Q11 + P12Q

T
12 = I,

P11Q12 + P12Q22 = 0,

PT
12Q11 + P22Q

T
12 = 0,

PT
12Q12 + P22Q22 = I.

(16)

引引引理理理 4 矩阵P , Q定义如上,若P11和Q11正定,
P12列满秩,且 [

P11 I

I Q11

]
> 0, (17)

则P , Q正定.

证证证 利用Schur补引理得Q11 − P−1
11 > 0,分别左

乘、右乘P11,得P11 − P11Q11P11 < 0,则P22 − PT
12

P−1
11 P12 = −PT

12(P11 − P11Q11P11)
−1P12 > 0,所以

P , Q正定. 证毕.

因此有如下算法:

间接LMI一步抗饱和补偿算法:

步步步骤骤骤 1 求解式(14)得到矩阵Q11, T1, N (1)
ij , i, j

= 1, 2, · · · , q;

步步步骤骤骤 2 求解式(10)(15)和式(17)得到矩阵P11,
Mj , Rij , i, j = 1, 2, · · · , q;

步步步骤骤骤 3 选择列满秩矩阵P12,求解式(16)得P ,
Q,则补偿增益矩阵Ecj = (PT

12P12)
−1PT

12Mj , N (2)
ij

= RT
ijP12(P

T
12P12)

−1, i, j = 1, 2, · · · , q;

步步步骤骤骤 4 求解下式(18),得到反馈增益矩阵Acj ,
Bcj , Ccj , Dcj , j = 1, 2, · · · , q,

GQij +He(B̄T
i Θ̄jC̄Qk) < 0,P −[DciCj Cci]

T + PNT
ij

∗ U0

 > 0,
(18)

式中U0 = diag{u2
01, u

2
02, · · · , u2

0 m}.

注注注 1 一般情况下, n > m, n > p,此时, NCi
T ̸= 0,

NCk
̸= 0, i, k = 1, 2, · · · , q,步骤1到步骤4没有问题.但当

n 6 m或n 6 p时,以上算法可能会出现如下3种情形:

情情情形形形 1 当 rank(Bi) = rank(Ck) = n, i, k=1, 2, · · · , q
时,有NBT

i
= NCk

= 0, i, k = 1, 2, · · · , q,则步骤1到步骤3

只能求得矩阵P , Q, T1,而矩阵N
(1)
ij , N (2)

ij , Ecj只能通过步

骤4一并求出;

情情情形形形 2 当rank(Bi) = n, i = 1, 2, · · · , q,且存在k使得

rank(Ck) ̸= n 时, 有 NBT
i

= 0, i = 1, 2, · · · , q, 设 Sij =

P11(N
(1)
ij )T,求解式(15)可得到Sij ,进一步可求得N

(1)
ij ;

情情情形形形 3 当rank(Ck) = n, k = 1, 2, · · · , q,且存在i使得

rank(Bi) ̸= n时, NCk
= 0, k = 1, 2, · · · , q,此时可通过步

骤4而不是步骤3求得N
(2)
ij , Ecj .

注注注 2 值得注意的是,假设1对于式(14)–(15)的成立是
必要条件.事实上,如果存在(Ai, Bi)不可控,那么必然存在
一个不稳定特征值λi及其对应的左特征向量vi,使得vTi Ai =
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λiv
T
i , vTi Bi = 0,所以vi ∈ Ker(BT

i ).

1) 若λi > 0,选择vi为NBT
i
的第1列,则NT

B̄i
GQijNB̄i

的

第1个元素为(2λi +1)vTi Q11vi + (1− ε)−1vTi AdiQ11A
T
divi

> 0,所以不等式(14)无解;

2) 若Reλi > 0,由于矩阵Ai, Bi是实矩阵,所以v̄Ti Ai =

λ̄iv̄
T
i , v̄Ti Bi = 0,选择Revi =

vi + v̄i
2
作为NBT

i
的第1列,则

NT
B̄i

GQijNB̄i
的第1个元素为

a11 = v̄Ti Q11viRe(λi) + Re(λiviQ11vi)+

Re(vi)Q11Re(vi)+

(1− ε)−1Re(vi)AdiQ11A
T
diRe(vi).

另一方面,若选择Imvi =
vi − v̄i

2j
作为NBT

i
的第1列,则此时

NT
B̄i

GQijNB̄i
的第1个元素为

b11 = v̄Ti Q11viReλi − Re(λiviQ11vi)+

Im(vi)Q11Im(vi)+

(1− ε)−1Im(vi)AdiQ11A
T
diIm(vi),

那么a11 < 0与b11 < 0不能同时成立,所以式(14)无解.同理

可证,如果存在(Ai, Ci)不可观,那么式(15)也无解.

3.3 吸吸吸引引引域域域估估估计计计及及及其其其优优优化化化模模模型型型

由定理1知闭环系统(7)的一个吸引域估计为Λ,由
于笔者真正感兴趣的是原系统(1)的吸引域,因此,仅
考虑区域Λ与x(t)向量空间的交空间Λ̄ = {x|xTP11x

6 1},以矩阵P11的最大特征值λmax的最小化为优化

目标,考虑如下优化模型:

min
P11,Mj ,Rij ,i,j=1,2,··· ,q

λ

s.t. λI > P11,

LMIs(10)(15)(17).

(19)

间接LMI一步抗饱和补偿算法中的步骤2做出如
下改变就能得到优化算法.

步骤2求解式(19)得到矩阵P11, Mj , Rij , λ, i, j =
1, 2, · · · , q.

4 数数数值值值仿仿仿真真真

取

f(x) =

[
−1.5− 0.25x1 1

1 −0.5 + 0.25x1

]
,

fd(x) =

[
0.2 0.15− 0.075x1

0.15 + 0.075x1 −0.1

]
,

g(x) =

[
0.75 + 0.125x1

0

]
,

h(x) = [0 1.25− 0.125x1], x =

[
x1

x2

]
,

当x ∈ Ω(x) = {x ∈ Rn||Lx| 6 d}时,系统可用T–S
模型(3)重构. 式(3)中:

A1 =

[
−2 1

1 0

]
, A2 =

[
−1 1

1 −1

]
,

Ad1 =

[
−0.2 0

0.3 −0.1

]
, Ad2 =

[
0.2 0.3

0 −0.1

]
,

B1 =

[
1

0

]
, B2 =

[
0.5

0

]
, C1 = [0 1],

C2 = [0 1.5], L = [1 0], d = 2,

µ1(t) = 0.5 + 0.25x1(t), µ2(t) = 0.5− 0.25x1(t).

引入一维并行分布补偿系统,取时滞 τ = 0.9,初
值 ξ(t) = [1 −1.5 −0.5]T, t ∈ [−0.9, 0],运用MAT-
LAB的LMI工具箱求解间接LMI一步抗饱和补偿算
法,得

Ac1 = −1.9638, Ac2 = −4.0178, Bc1 = −2.8493,

Bc2 = −2.1472, Cc1 = 0.1523, Cc2 = 0.2017,

Dc1 = −0.6185, Dc2 = −2.0573, Ec1 = 9.4630,

Ec2 = 3.6341,

P =

 0.4992 0.0209 −0.2885

0.0209 0.2914 −0.0673

−0.2885 −0.0673 0.3672

 ,
Q =

3.7189 0.4261 3.0000

0.4261 3.6315 1.0000

3.0000 1.0000 5.2637

 ,
T1 = 1.6736, T = 0.5975, λmax = 0.5013.

优化后,

P =

0.2724 0.0121 0.0029

0.0121 0.1347 0.0837

0.0029 0.0837 0.4514

 , λmax = 0.2735.

结合求解结果,可得闭环系统(7)的状态图如图1
所示,闭环系统优化前后的吸引域如图2所示.

图 1 闭环系统(7)的状态图

Fig. 1 The states diagram of closed-loop system (7)
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图 2 闭环系统(7)的吸引域对比图

Fig. 2 The comparison chart of attraction domain in

closed-loop system (7)

由图1可知, 4 s后,系统状态趋于0,达到稳定状态,
间接LMI一步抗饱和补偿算法起到了明显的控制效
果.由图2可知,优化模型(19)起到了较为显著的优化
作用.

5 结结结论论论

本文研究了一类时滞变化率上确界小于1的饱和
时滞非线性系统的抗饱和设计.首先利用T–S模型对
时滞非线性系统精确重构,再利用动态输出反馈引入
并行分布补偿系统,综合得到闭环控制系统.然后,利
用Lyapunov稳定性理论、扇形区间不等式、Schur补
引理、矩阵不等式的等价引理以及矩阵合同变换等理

论,得到间接LMI一步抗饱和补偿算法及吸引域优化
模型,实现了一步求解反馈增益矩阵和补偿增益矩阵
的目标.最后进行了数值仿真,仿真结果验证了本文
提出的抗饱和设计的有效性.
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