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摘要:研究一类带多控制器和多传感器离散时间线性系统的无差拍控制.对能控系统,通过适当的状态坐标变换
获得系统矩阵的块三角结构,再设计状态反馈和周期切换策略使得状态反馈矩阵在有限周期内为零,从而保证闭环
系统的无差拍稳定. 进一步,对能观系统,设计具有有限时间精确估计的动态输出反馈,通过适当的周期切换策略
实现闭环系统的无差拍稳定. 最后,给出一个例子以验证所提设计方法的有效性.
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Abstract: This article addresses the deadbeat stabilization problem for a class of discrete-time linear systems with
multiple actuators and multiple sensors. For switched controllable systems, blocked triangular structure of the system
matrix is obtained via proper state coordinate transform. Based on this specific matrix structure, we design a set of state-
feedback controllers and a periodic switching signal to coordinate the controllers. The state transition matrix is proved to
be zero within a fixed time interval, and hence the deadbeat stabilization problem is solved in a global and uniform manner.
Furthermore, for switched observable systems, we design an observer that exactly traces the state in a finite time. Combined
the state feedback controller and the observer, we propose a dynamical output feedback controller that is itself a switched
system. This dynamic controller, together with a periodic switching signal, could achieve deadbeat stability of the overall
system. A numerical example is presented to illustrate the effectiveness of the proposed design scheme.
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1 引引引言言言

切换系统和混合控制为复杂系统建模和控制提供

了行之有效的系统架构. 通过多子系统/控制器切换,
可明确增强整体系统的能控性,能稳性,适应性,最优
性等基本性能[1–4].

已有的切换混杂系统设计主要是针对稳定性等稳

态性能,给出的控制/切换设计可能引起高频切换或高
增益控制输入,损害整体系统的暂态性能,从而破坏
切换控制的可应用性. 在动态系统的暂态响应中,超
调量和调节时间是两个重要指标.一方面,对线性或
可线性化系统,切换控制比单一线性控制可实现更优

的超调设计[5–9],基于估计器重置的切换设计可以有
效增强状态估计性能[10]. 另一方面,即便对线性系统,
在时域分析中针对调节时间的研究成果都不多见,对
切换控制系统调节时间的研究更少[11].

本文针对一类带多控制器/估计器的离散时间线
性系统,探索通过适当的控制器/估计器/切换策略设
计给出闭环系统调节时间的估计.本工作的动机和贡
献包括: 1)初步探索切换混杂系统的运行–监控双层
结构对改善系统调节时间的潜在优势; 2)聚焦无差
拍(deadbeat control)问题[12–14],通过引入动态输出反
馈控制实现整体系统在有限时间达到原点; 3)在技术
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上,通过适当的状态坐标变换获得系统矩阵的块三角
结构,再设计状态反馈/动态输出反馈和切换策略,进
而实现闭环系统不依赖初始状态/初始估计器状态的
有限时间镇定.

2 预预预备备备知知知识识识

记R为实数集, Rn和Rn×m分别为n维实列向量和

n行m列实矩阵. 对矩阵L ∈ Rn×l,记LT为其转置,
ImL和KerL分别是L的(列)象集和(左)核:

ImL = {Ly : y ∈ Rl},
KerL = {x ∈ Rn : xTL = 0}.

对矩阵L1 ∈ Rn×n和L2 ∈ Rn×l,记<L1|L2>为包含

ImL2且在L1下不变的最小子空间. 对集合S,记#S

为其元素的个数. 对集合S1和S2,记S1 − S2 = {ω ∈
S1 : ω ̸∈ S2}.
考虑带多控制器/传感器的离散时间线性系统:{
x(t+ 1) = Ax(t)+Bσ(t)u(t),

y(t) = Cσ(t)x(t),
t = 0, 1, 2, · · · ,

(1)

其中: x ∈ Rn是系统连续动态状态, σ ∈ M = {1,
· · · , m}是离散动态状态(切换信号), B1, · · · , Bm ∈
Rn×p及C1, · · · , Cm ∈ Rq×n分别是各子系统控制和

输出增益矩阵集.
记ϕ(t; 0, x0, σ, u)为初始状态x(0) = x0,切换信

号σ和输入u下系统在t时刻的状态.

假假假设设设 1 假设切换系统(1)能控能观.

注注注 1 记B = [B1 · · · Bm], C =

 C1
...

Cm

. 根据切换

系统能控性判据 [15, Thm. 4.30],系统能控的充要条件是

Im[B AB · · · An−1B] ⊇ ImA, (2)

即线性系统

x(t+ 1) = Ax(t) +Bu(t)

能控.类似地,系统能观性的充要条件是

rank


C

CA
...

CAn−1

 = n, (3)

即线性系统 {
x(t+ 1) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t)

能观.

3 主主主要要要结结结果果果

3.1 状状状态态态反反反馈馈馈设设设计计计

对每个Bi, i ∈ M ,取Ei ∈ Rp使得

< A|Bi >=< A|BiEi >,

满足此等式的Ei总存在
[16]. 记bi = BiEi, i ∈ M .

对列向量集

b1, · · · , An−1b1, b2, · · · , An−1b2,

· · · , bm, · · · , An−1bm,

自左向右搜索线性无关的列,可得到b1, · · · , As1−1b1,
b2, · · · , As2−1b2, · · · , bm, · · · , Asm−1bm,其中si = 0

意味着bi不出现在线性无关列中. 记

M0 = {i ∈ M : si > 0},
m0 = #M0,

s =
m∑
i=1

si.

把M0的元素自小到大排列,记为k1, · · · , km0
. 进一

步,补充一组正交列ζ1, · · · , ζn−s,获得Rn的一组基.
记T为由列As1−1b1, · · · , b1, · · · , Asm−1bm, · · · , bm,
ζ1, · · · , ζn−s组成的方阵. 显见T非奇异.

可以看出,

Im[bk1
· · · Ask1

−1bk1
]

是 A–不变子空间. 由此可知,存在实数 α1,1
0 , · · · ,

α1,1
sk1

−1使得

Ask1 bk1
=

sk1
−1∑

l=0

α1,1
l Albk1

.

类似地,对i = 2, · · · ,m0,

Im[bk1
· · · Ask1

−1bk1
· · · bki

· · · Aski
−1bki

]

是A–不变子空间,故存在实数αi,j
0 , · · · , αi,j

skj
−1, j =

1, · · · , i,使得

Aski bki
=

i∑
j=1

skj
−1∑

l=0

αi,j
l Albkj

.

定义矩阵

Qi =



1 0 · · · 0 0

αi,i
si−1 1 · · · 0 0

...
...

...
...

...

αi,i
2 αi,i

3 · · · 1 0

αi,i
1 αi,i

2 · · ·αi,i
si−1 1


, i = 1, · · · ,m0

及块对角阵

Q = diag{Q1, · · · , Qm0
, In−s}.

引入变换矩阵G = TQ,记

Ā=G−1AG,

b̄i =G−1bi, i = 1, · · · ,m0.

引引引理理理 1 Ā具有块三角结构
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Ā =


Ā1,1 Ā1,2 · · · Ā1,m0

0

0 Ā2,2 · · · Ā2,m0
0

...
...

...
...

0 0 · · · Ām0,m0
0

0 0 · · · 0 0

 ,

且对i ∈ M0,有

Āii =


0 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 1

−αi,i
0 −αi,i

1 · · · −αi,i
si−1

 ,

G−1bki
= eli ,

其中li =
ki∑
j=1

sj .

证证证 显见Ā=Q−1(T−1AT )Q,且矩阵T−1AT具

有块三角结构. 同时, Q作为块维数匹配的对角矩阵,
引入Q作相似变换不改变阵T−1AT 的块三角结构.
(Āii, b̄ki

)能控标准型结构来自变换Q的引入,参见
文 [17, §4.8]. 证毕.

对i = 1, · · · ,m,定义

Fi =

{
−EiDν(TQ)−1, i = kl ∈ M0,

0, 其他,

其中ν =
l∑

j=1

skj
, Dν是Ā的第ν行.

引入状态反馈

u(t) = Fσ(t)x(t), i ∈ M. (4)

在此反馈输入下,切换系统化为{
x(t+ 1) = (A+Bσ(t)Fσ(t))x(t),

y(t) = Cσ(t)x(t),
t = 0, 1, · · · .

(5)

定义

Hi = A+BiFi, i ∈ M.

下面的引理揭示了反馈系统的一个重要特征.

引引引理理理 2 (
∏

i∈M0

Hsi
i )m0 = 0.

证证证 记H̄i = G−1(A+BiFi)G. 由阵Hi的定义,
当i ∈ M0时H̄i为块三角阵:

H̄kj
=



H̄1,1
kj

H̄1,2
kj

· · · H̄1,m0

kj
0

0 H̄2,2
kj

· · · H̄2,m0

kj
0

...
...

...
...

0 0 · · · H̄m0,m0

kj
0

0 0 · · · 0 0


, j = 1, · · · ,m0,

其中对角块满足

H̄ l,l
kj

= Āl,l, l ̸= j

及

H̄ l,l
kj

=

[
0 Iskj

−1

0 0

]
,

故有

H̄
skj

kj
= 0.

进一步,阵
∏

i∈M0

H̄si
i 具有块结构:

∏
i∈M0

H̄si
i =


0 ∗ · · · ∗
0 0 · · · ∗
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0

 ,

其中∗代表非对角块. 由此可直接推出引理. 证毕.

注注注 2 可以看出,
∏

i∈M0

Hsi
i 中矩阵相乘的顺序不影响

结果:任给集M0的一个排列l1, · · · , lm0 ,有(
m0∏
i=1

H
sli
li

)m0 =

0. 另外,一个易见且重要的事实是: Hi 的方次si可被任意更

大的自然数取代.这为后一节的设计奠定基础.

设计周期切换策略

σ(t) =


k1, mod(t, s) 6 sk1

,

k2, mod(t, s) 6 sk1
+ sk2

,
...

...
km0

,其他,

其中mod(t, s)是s被t整除的余数.
由引理2可知,在上述状态反馈和切换策略下,有

ϕ(sm0; 0, x0, σ, u) = 0, ∀ x0 ∈ Rn,

即σ与u实现了无差拍控制.

注注注 3 对线性系统,实现无差拍控制的最小步数是系

统的能控性指数,因此任何n维能控系统可在n步内实现无差

拍镇定. 对切换系统而言,由于切换的引入,需要更多的步数

实现无差拍镇定,其上界是mn. 类似的,切换次数的上界是

m2 − 1.

3.2 动动动态态态输输输出出出反反反馈馈馈设设设计计计

利用对偶性原理,可以构造矩阵L1, · · · , Lm ∈
Rn×q,集合M1 ⊆ M ,自然数集κi, i ∈ M1,使得

(
∏

i∈M1

(Ai − LiCi)
κi)m1 = 0,

其中: m1 = #M1,
∑

i∈M1

κi = n.

设计观测器

z(t+ 1) = (A− LσCσ)z(t) +Bσu(t) + Lσy(t).

(6)

这是标准的Luenberger型观测器,其中切换信号与原
系统(1)相同,因此不是独立的.
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记 e(t) = x(t)− z(t)为估计误差,令 x̂ =

[
x

e

]
,

则有

˙̂x =

[
A 0

0 A− LσCσ

]
x̂+

[
Bσ

0

]
u,

y = [Cσ, 0]x̂.

(7)

定义动态输出反馈

u = Fσz, (8)

系统(7)化为

˙̂x =

[
A+BσFσ −BσFσ

0 A− LσCσ

]
x̂,

y = [Cσ, 0]x̂.

(9)

记M2 = M0 ∪M1. 进一步,定义

µi =


max{si, κi}, i ∈ M0 ∩M1,

si, i ∈ M0 −M1,

κi, i ∈ M1 −M0.

令m2 = #M2及µ =
∑

i∈M2

µi.

给定集M2的排序j1, · · · , jm2
. 设计周期切换策略

σ(t) =


j1, mod(t, µ) 6 µj1 ,

j2, mod(t, µ) 6 µj1 + µj2 ,
...

...
jm2

, 其他.

(10)

结合以上分析和引理2,可以证明

(
∏

i∈M2

Ĥµi

i )m2 = 0,

其中

Ĥi =

[
A+BiFi −BiFi

0 A− LiCi

]
, i ∈ M2.

由此可以得到下面的结论.

定定定理理理 1 在动态输出反馈(8)和切换策略(10)下,
增广系统(1)–(6)无差拍稳定:

x̂(t) = 0, ∀ t > µm2. (11)

注注注 4 一般的, m2 > m0且µ > s. 因此,通过动态输出

反馈实现无差拍控制一般比通过状态反馈需要更多的步数,

其上界是2nm,而所需切换次数的上界是2m2 − 1.

注注注 5 对连续时间切换线性系统{
ẋ(t) =Ax(t) +Bσ(t)u(t),

y(t) = Cσ(t)x(t),
t > 0, (12)

假设系统能控能观,则对几乎任意给定的采样周期T ,对应的
采样系统

xk+1 = A(T )xk +Bσ(T )uk

能控能观 [15, Thm. 4.56],其中

xk = x(kT ), uk = u(kT ), A(T ) = eAT ,

Bi(T ) =
w T

0
eτAdτBi, i = 1, · · · ,m.

定理1给出的切换策略和动态输出反馈控制器可是采样系统

实现无差拍稳定,因而可以使连续时间系统(12)在有限时间

内达到原点,即实现有限时间镇定. 注意到这里的控制是基

于采样状态的分段定常线性反馈,不是实时状态的反馈.

3.3 示示示例例例

考虑n = 5, m = 3的切换系统(1),其中:

A=


10 4 12 11 18

3 2 3 8 12

−9−4−11−10−16

−2 0 −2 −4 −9

2 0 2 3 6

 ,

B1 =


−3

−3

3

2

−1

 , B2 =


9

6

−8

−4

2

 , B3 =


−1

0

1

0

0

 ,

C1 = [2 1 3 0 0],

C2 = [1 0 1 0 0],

C3 = [1 1 1 3 3].

可以算出,矩阵

T = [B1 AB1 A2B1 B2 B3]

满秩. 进一步,有

Q = diag{

 1 0 0

−3 1 0

3 −3 1

 , 1, 1}.

由此可算出反馈增益矩阵

F1 = [−5 2 − 5 − 2 − 7],

F2 = [−2 − 2 − 2 − 4 − 2],

F3 = [4 2 6 0 0].

可以验证

(A+B1F1)
3(A+B3F3)(A+B2F2)(A+B1F1)

3=0.

因此,状态反馈控制律(4)和周期切换

1, 1, 1, 2, 3, · · ·

可驱动切换系统在2个周期(步数为8,切换次数为3)达
到原点.
假设状态不可测量,则引入观测器(6),其中:

L1 =


2

0

−2

0

0

 , L2 =


20

11

−17

−13

8

 , L3 =


2

2

−2

0

0

 .
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进一步的计算表明

[(A− L3C3)(A− L2C2)
3(A− L1C1)]

2 = 0.

因此在周期切换序列

1, 2, 2, 2, 3, · · ·

可使观测器误差在2个周期内(步数为9,切换次数为4)
达到零.
考虑动态输出控制(8),增广系统(1)–(6)满足

[Ĥ3Ĥ
3
2 Ĥ

3
1 ]

2 = 0.

进一步可验证其在周期切换序列

1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, · · ·

下在2个周期内(步数为13,切换次数为4)达到原点.
可以看出,与状态反馈情形相比,通过动态输出反馈
实现无差拍稳定需要更多的步数和切换次数.
取初态

x0 =

[0.1735 0.5919 − 0.7291 0.2783 0.1029]T.

图1和图2分别给出状态反馈和动态输出反馈情形
的系统动态. 可以看出,状态反馈情形的系统状态模
最大约为84,而动态输出反馈情形超过27860. 另一方
面,观测器误差模最大约为51. 这表明动态输出反馈
情形系统暂态的恶化来源于实现无差拍稳定需要更

多的步数和切换次数.

图 1 状态反馈下的系统动态

Fig. 1 Deadbeat stabilization with state feedback

图 2 动态输出反馈下的系统动态

Fig. 2 Deadbeat stabilization with dynamic output feedback

4 结结结语语语

本文研究一类离散时间切换线性系统的无差拍控

制,通过适当的状态坐标变换获得系统矩阵的块三角
结构,再设计状态反馈/动态输出反馈和切换策略实现
闭环系统的无差拍稳定. 仿真验证了设计框架的有效
性,同时也表明系统的暂态响应如超调等需要进一步
优化. 如何设计有效切换策略在实现无差拍稳定的基
础上优化系统暂态响应,是有趣且具有挑战性的工作.
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