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摘要:分布式优化作为分布式协调控制领域中的一个基本而重要的研究课题,近年来,不同领域的众多学者对其
产生了广泛的研究兴趣. 本文总结归纳了分布式优化的研究现状和近期的研究成果,重点对离线分布式优化和在
线分布式优化进行了阐述,并从算法设计和收敛性分析这两个角度进行了剖析.特别地,针对一类混合均衡问题,本
文介绍了一类分布式求解算法. 最后,阐述了当前尚未解决的问题和未来的研究方向.
关键词: 多智能体系统;分布式优化;协调控制
引用格式: 王龙,卢开红,关永强. 分布式优化的多智能体方法. 控制理论与应用, 2019, 36(11): 1820 – 1833
DOI: 10.7641/CTA.2019.90502

Distributed optimization via multi-agent systems

WANG Long1†, LU Kai-hong2, GUAN Yong-qiang3

(1. Center for Systems and Control, College of Engineering, Peking University, Beijing 100871, China;
2. School of Electrical and Information Engineering, Jiangsu University, Zhenjiang Jiangsu 212013, China;

3. Center for Complex Systems, School of Mechano-electronic Engineering, Xidian University, Xi’an Shaanxi 710071, China)

Abstract: As a basic and significant topic in the field of distributed coordination control, distributed optimization via
multi-agent systems has attracted great interest in recent years. An overview on the state-of-the-art of the distributed
optimization is presented in this paper, where results on offline/online distributed optimization are introduced, respectively.
In the study of distributed optimization, algorithm design and convergence analysis are two key issues, which are discussed
in detail. Furthermore, we introduce a related work: distributed strategies for solving mixed equilibrium problems. Finally,
open problems and future research directions are presented.
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1 引引引言言言

多智能体系统是由多个具有一定传感、计算、执

行和通信能力的智能体组成的控制系统[1–5]. 从广义
上讲,智能体可以是机器人、飞行器、计算机等实体.
多智能体系统分布式协调控制作为系统控制领域的

热点研究方向,吸引了来自数学、物理、社会科学、控
制、计算机和人工智能等众多学科的研究人员的关

注[1–16]. 多智能体系统分布式协调控制的研究,不仅
能够揭示自然界中许多现象的内在规律,同时也能为
人们的工作、生活和生产等实践活动提供指导[17–24].

作为多智能体系统分布式协调控制领域中一个崭

新的研究课题,近年来,分布式优化得到国内外诸多
专家学者的广泛关注. 在分布式优化中,通常将参与

通信、计算及决策的模块视为智能体.基于多智能体
系统的分布式优化的基本结构如图1所示,每个智能
体携带一个目标函数,且全局目标函数由这些目标函
数的和构成. 智能体通过执行分布式算法优化自身的
目标函数,并与自身的邻居进行局部信息交互,最终
使自身状态收敛到全局目标函数的一个最优解 [25–27].
分布式优化算法具有如下特点: 1)优化所需要的信息
和数据独立地存储在每个智能体中,智能体不需要与
其他个体交换目标函数信息,有利于保护智能体的隐
私; 2) 智能体无需与网络中其他个体一一进行信息交
互,只需与其邻居进行局部的信息分享,有利于节约
通信成本; 3)通信图可以是时变的,分布式优化算法
对通讯拓扑结构的改变具有良好的鲁棒性; 4)分布式

收稿日期: 2019−06−30;录用日期: 2019−11−06.
†通信作者. E-mail: longwang@pku.edu.cn.
本文责任编委:方浩.
国家自然科学基金项目(61751301, 61533001, 61603288)资助.
Supported by the National Natural Science Foundation of China (61751301, 61533001, 61603288).



第 11期 王龙等: 分布式优化的多智能体方法 1821

优化算法可以被用来执行并行计算,有助于求解大规
模问题.分布式优化研究具有广泛的工程应用价值,
有助于解决传感网络、通信网络、电力网络和交通网

络等大型网络中的诸多问题,譬如,无线传感器网络
中的定位问题[28–29]、电力网络中的经济调度问题[30–32]

及基于大数据的机器学习问题[33]. 随着微电子、通信
和传感器等技术的快速发展,大型网络无处不在,这
极大地拓展了分布式优化算法的应用范围,促使分布
式优化的理论研究不断取得新的成果.

图 1 基于多智能体系统的分布式优化的基本结构图

Fig. 1 The basic structure of distributed optimization via multi-
agent systems

近年来,关于分布式优化的研究发展迅速,并取得
了一些显著成果[34–89]. 根据分布式优化发生的环境
不同,可以将其分为两类: 离线分布式优化和在线分
布式优化. 离线分布式优化是一类发生在静态环境下
的分布式优化,在该问题中,目标函数往往是静态的,
智能体旨在通过它们之间的合作行为找到全局目标

函数的一个全局最优解[34–69]前时刻的目标函数才能

被揭示,也就是说,目标函数是不能被预知的[78–89].
算法的设计和收敛性分析是分布式优化研究中所涉

及到的两大主要内容,本文力图从这两方面对分布式
优化领域的研究成果进行归纳和总结.

本文结构安排如下: 第2章介绍基本的图论知识和
凸分析理论;第3章梳理关于离线分布式优化的最新
研究成果;第4章阐述关于在线分布式优化的研究现
状和主要成果;第5章介绍一类与分布式优化相关的
问题:混合均衡问题的分布式求解;第6章浅析该领域
研究的一些前沿性问题．

符号说明: R表示实数集, N表示整数集, N+表示

正整数集, Rm表示m维实向量空间, Rm
+表示m维非

负实向量空间. 给定a ∈ R, |a|表示a的绝对值, ⌊a⌋表
示不超过a的最大整数. 给定集合Ω, |Ω|表示Ω中的
元素个数. 给定T ∈ N+, {→ T} = {0, 1, · · · , T}. 给
定向量x, y∈Rm, ⟨x, y⟩表示x, y的内积, ∥x∥=

√
xTx.

In表示n× n的单位阵, 1n表示n维全1向量. 对于矩
阵A ∈ Rm×m和B ∈ Rn×n, [A]ij表示矩阵A的第i行
第j列元素. A⊗B表示矩阵A和B的Kronecker积.

2 预预预备备备知知知识识识

本节将对预备知识进行陈述. 第2.1小节将对基本
的图论知识进行简单介绍. 第2.2小节将对凸函数、凸
集的基本概念和性质进行介绍.

2.1 图图图论论论

本节介绍基本图论知识(详见文献[90]).

定义时变有向图G(t) = (V, E(t), A(t)),这里V =

{1, · · · , n}表示顶点集, E(t) ⊂ V × V表示边集,非
负矩阵A(t) = (aij(t))n×n为邻接加权阵, t ∈ R+表

示时刻.如果顶点i可以接收到顶点j的信息,则称j
是i的入邻居, i是j的出邻居,此时(j, i)∈E(t)且aij(t)
> 0成立;否则, aij(t) = 0. 定义N in

i (t) = {j ∈ V|(j,
i) ∈ E(t)}为顶点 i在 t时刻的所有入邻居的集合.定
义N out

i (t) = {j ∈ V|(i, j) ∈ E(t)}为顶点 i在 t时刻

的所有出邻居的集合.通常情况下,智能体的邻居是
指它的入邻居,定义Ni(t) = N in

i (t). 如果对所有的i

∈ V ,
n∑

j=1

aij(t) =
n∑

j=1

aji(t)均成立,则称图G(t)是加

权平衡图. 若对于任意的i, j ∈ V ,有aij(t) = aji(t),
则G(t)为无向图. 图的Laplacian矩阵定义为

L(t) = (lij(t))n×n, lii(t) =
n∑

j=1

aij(t).

若i ̸= j,则lij(t) = −aij(t). 若存在有限的顶点序列
i1, · · · , ir+1满足(iq, iq+1) ∈ E , q = 1, · · · , r,则称顶
点i1到顶点ir+1存在一条路径. 若固定有向图G中任
意两个顶点i, j间都存在一条有向路径,则称图G是强
连通的. 对于无向图G,若任意两个顶点i, j间都存在
一条路径,则称图G是连通图. 在分布式协调控制中,
图的连通性往往扮演着十分重要的角色[91–95]. 下面
介绍δ--强连通图和B--强连通图的定义及性质.

定定定义义义 1 (δ--强连通) 给定时变有向图G(t),如果

存在正实数T和δ,对于任意t >0,有
w t+T

t
aij(s)ds >δ,

则称(j, i)为一条δ--边. 如果由边集

E(δ,T )={(j, i)∈V×V|
w t+T

t
aij(s)ds > δ, ∀t > 0}

决定的图G(δ,T ) = (V, E(δ,T ))满足强连通条件,则称

图G(t)为δ--强连通图.

考虑如下的一致性模型:

ẋ(t) = −L(t)x(t), (1)

其中: x(t) ∈ Rn, L(t) ∈ Rn×n为通信图的Laplacian
矩阵. 对于式(1),定义如下的状态转移矩阵[96]:

Φ1(t, s) = I −
w t

s
L(τ)dτ +

w t

s

w τ1

s
L(τ1)L(τ2)dτ1dτ2 + · · · , (2)

其中t > s > 0. 显然, Φ1(t, s)是随机矩阵.
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引引引理理理 1[69] 如果通信图G(t)满足平衡和δ--强连
通条件,则对于任意的t > s > 0,

|[Φ1(t, s)]ij −
1

n
| 6 H1γ

t−s
1 , i, j ∈ V, (3)

其中:

H1 = (1− 1

(8n2)⌊
n
2 ⌋ )

−1,

γ1 = (1− 1

(8n2)⌊
n
2 ⌋ )

1

(⌊ 1
δ
⌋+1)⌊n

2
⌋T ,

Φ1(t, s)如式(2)所示.

定定定义义义 2 (B--强连通) 给定常数B, ℓ > 0,对于时
变有向图G(t),当(j, i) ∈ E(t), aij(t)>ℓ;否则, aij(t)
= 0. 如果对于任意的t > 0,由边集

EB(t) =
(t+1)B−1∪

k=tB

E(k)

决定的图G(B) = (V, EB(t))为强连通图,则称G(t)为
B--强连通(周期组合强连通).

考虑如下的一致性模型:

x(t+ 1) = A(t)x(t), (4)

其中: x(t) ∈ Rn, A(t) ∈ Rn×n为邻接加权阵,满足
A(t)1n = 1n. 对于式(4),定义如下的状态转移矩阵:

Φ2(t, s)=

{
A(t− 1) · · ·A(s+ 1)A(s), 若 t > s,

In, 若 t = s.
(5)

引引引理理理 2 [38, 56] 如果通信图G(t)满足平衡和B--强
连通条件,则对于任意的t > s > 0,

|[Φ2(t, s)]ij −
1

n
| 6 H2γ

t−s
2 , i, j ∈ V, (6)

其中:

H2=
2(1 + ℓ−(n−1)B)

(1 + ℓ(n−1)B)
, γ2=(1− ℓ(n−1)B)

1
(n−1)B ,

Φ2(t, s)如式(5)所示.

2.2 凸凸凸分分分析析析

下面介绍凸函数和凸集的基本概念和性质(详见
文献[97–99]).

对于函数f(·) : Rm→R,若对任意的x, y∈Rm及0

< γ < 1,不等式

f(γx+ (1− γ)y) 6 γf(x) + (1− γ)f(y)

成立,则称函数f(x)是凸函数. 对于凸函数f ,若不等
式

⟨∇f(x), y − x⟩ 6 f(y)− f(x), ∀ x, y ∈ Rm

成立,则称∇f(x)是f在点x ∈ Rm的次梯度.凸函数
一定存在次梯度.进一步,如果凸函数可微,则梯度是
该函数唯一的次梯度.给定凸函数f(·) : Rm → R,若
存在常数µ > 0使得不等式

⟨∇f(x), y − x⟩+ µ∥y − x∥2 6 f(y)− f(x),

∀ x, y ∈ Rm成立,则称f为强凸函数. 特别地,如果函
数f(x)是凸函数,则−f(x)被称为凹函数. 如果函数

f(x)二阶可微,则记∇2f(x) =
∂2f(x)

∂x2
为其Hessian

矩阵.

给定集合Ω ⊂ Rm,若对任意的0 < γ < 1及x, y

∈Ω,有γx+(1−γ)y∈ Ω,则称Ω为凸集. 给定一个凸

集Ω,定义∥x∥Ω
∆
= inf

y∈Ω
∥x− y∥为点x∈Rm到Ω的欧

式距离. 对任意一点x∈Rm存在唯一的点PΩ(x) ∈
Ω满足∥x− PΩ(x)∥ = ∥x∥Ω ,这里PΩ(·)称为点x到
集合Ω的投影.关于投影的一些基本性质由如下引理
给出.

引引引理理理 3[98] 如果Ω ⊂ Rm是一闭凸集,则有

1) 非扩展性.

对于任意的x, y ∈ Rm,有

∥PΩ(x)− PΩ(y)∥ 6 ∥x− y∥;

2) 投影不等式.

对于任意的u∈ Rm, v∈Ω, (u−PΩ(u))
T(PΩ(u)

−v) > 0成立;

3) 可微性.

F (x) = ∥x− PΩ(x)∥2是关于x处处连续可微的,
且有∇F (x) = x− PΩ(x).

进一步,介绍凸集Ω ⊂ Rm的一些其他几何性质.
定义Ω在点x的法锥如下:

CΩ(x) = {d|⟨d, y − x⟩ 6 0, ∀y ∈ Ω}.

定义Ω在点x的切锥如下:

TΩ(x) = {v|v = lim
k→∞

xk − x

τk
, τk → 0+,

xk ∈ Ω, xk → x}.
如果Ω是闭凸集,那么切锥TΩ(x)是法锥CΩ(x)的极

锥,即有TΩ(x) = {v|⟨v, d⟩ 6 0, ∀d ∈ CΩ(x)}.

引引引理理理 4 [99] 如果Ω是闭凸集,则对于任意一点
v ∈ Rm,存在一点cΩ(x) ∈ CΩ(x)满足

PTΩ(x)(v) = v − cΩ(x).

3 离离离线线线分分分布布布式式式优优优化化化

本节对离线分布式优化的研究成果进行梳理. 根
据是否存在约束的情况,当前已有的关于离线分布式
优化的工作大致可以分为两类: 无约束离线分布式优
化和有约束离线分布式优化.

3.1 无无无约约约束束束离离离线线线分分分布布布式式式优优优化化化

静态环境下的无约束优化是分布式优化研究的起

点,目前大多数分布式优化的结论均是针对无约束情
形的. 无约束离线分布式优化问题描述如下:
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min
x
f(x), f(x) =

n∑
i=1

fi(x), (7)

其中: fi(·) : Rm → R表示第i个智能体的目标函数.
对于所有的i ∈ V ,只有智能体i能获得fi的信息.智能
体的目标是通过与邻居的局部信息交互找到全局目

标函数f的一个全局最优解.

针对问题(7),文献[34–35]结合一致性算法和梯度
下降算法提出了一类分布式优化算法:

xi(t+1) =
∑

j∈Ni(t)

aij(t)xj(t)−η(t)∇fi(xi(t)), (8)

其中: η(t) > 0为迭代步长,
n∑

j=1

aij = 1, i ∈ V . 一方

面,若将η(t)∇fi(xi(t))看成扰动,式(8)即为带有扰动
项的一致性模型. 另一方面,若多智能体系统达到一
致时(即xi = xj),式(8)则简化成传统的梯度下降算
法. 通过执行算法(8),各智能体与邻居进行状态交互
的同时,也最小化自身的目标函数fi. 若选取固定步
长η(t) = η > 0,即使在梯度∇fi(xi(t))有界的假设

下,也难以保证扰动项η∇fi(xi(t))衰减至零,多智能
体系统往往无法精确地达到一致.从而,将间接地影
响梯度下降算法的收敛性. 文献[34]先将η∇fi(xi(t))

视为干扰项,采用鲁棒分析手段并结合图理论,分析
了一致性误差上界;再利用凸优化理论,分析了优化
误差f(xi(t))− f(x∗)的上界. 结论表明,若通信图满
足平衡和B--强连通条件,则在算法(8)下,对于i ∈ V ,
当t→ ∞时, f(xi(t))− f(x∗)的上界与步长η成正

比. 由此可知,若要保证xi(t)精确收敛到目标函数的

一个最优解(即当t→ ∞, f(xi(t))− f(x∗) → 0),则
需使式(8)中的步长衰减至零,即 lim

t→∞
η(t) = 0. 若假

设时变步长η(t)非增,且满足以下条件:
∞∑
t=0

η(t) → ∞,
∞∑
t=0

η2(t) <∞, (9)

则在算法(8)下,智能体的状态可精确地收敛到问题

(7)的一个最优解. 显然,由
∞∑
t=0

η2(t)<∞可知 lim
t→∞

η(t)

= 0. 因此, η(t)是一衰减步长,该步长在文献[38, 58–59]
中被广泛采用.

为避免使用平衡图假设,文献[38–39]基于push–
sum算法提出了一类subgradient-push算法:

wi(t+ 1) =
∑

j∈Ni(t)

xj(t)

dj(t)
,

yi(t+ 1) =
∑

j∈Ni(t)

yj(t)

dj(t)
,

zi(t+ 1) =
wi(t+ 1)

yi(t+ 1)
,

xi(t+ 1) = wi(t+ 1)−η(t+ 1)∇fi(zi(t+ 1)),
(10)

其中: di(t) = |Nout
i (t)|, yi(0) = 1. 当时变有向图满

足B--强连通条件且非增迭代步长满足条件(9)时,文
献[38–39]结合凸分析理论和supermartingale收敛性
理论证明了算法(10)的收敛性. 此外,文献[40]考虑了
算法(10)的异步实现问题.由文献[38–39]中的结论可
知,当目标函数是凸函数时,算法(8)和算法(10)的收

敛速度为O(
ln t√
t
);当目标函数满足强凸条件时,算

法(8)和算法(10)的收敛速度为O(
ln t

t
). 与集中式梯

度下降算法相比,分布式算法(8)和算法(10)的收敛速
度更慢[38]. 针对无约束分布式优化,为提高算法的收
敛速度,研究者们提出了一些改进型的分布式梯度算
法. 针对光滑目标函数,文献[41–43]基于Nesterov梯
度算法提出了一类分布式梯度算法:

xi(t+ 1) =
∑

j∈Ni

aijxj(t)−
η

t+ 1
∇fi(yi(t)),

yi(t+ 1) = (1 +
t

t+ 3
)xi(t)−

t− 1

t+ 2
xi(t− 1),

(11)

其中: η > 0,
n∑

j=1

aij = 1, i ∈ V . 当无向通信图连通

且目标函数连续可微时,算法(11)的收敛速度为O(
1

t2
).

另外,文献[44–46]提出了一类DIGing梯度算法:
xi(t+ 1) =

∑
j∈Ni

aijxj(t)− ηsi(t),

si(t+ 1) =
∑

j∈Ni

aijsj(t) +∇fi(xi(t+ 1))−

∇fi(xi(t)),

(12)

其中: si(0) = ∇fi(xi(0)), η > 0为固定迭代步长. 假
设无向通信图连通,文献[44]证明了算法的收敛性.
结论表明,当目标函数为光滑的凸函数时,算法(12)的

收敛速度为O(
1

t
);进一步,若目标函数满足强凸条件,

则算法(12)具有线性收敛速度为O(µt),其中0<µ<1.
文献[45–46]将该结论推广到时变有向平衡图的情形.
结合push-sum算法和DIGing算法,文献[47]提出了一
类加速分布式优化算法:

xi(t+ 1) =
∑

j∈Ni

xj(t)

dj
− ηwi(t),

yi(t+ 1) =
∑

j∈Ni

yj(t)

dj
,

zi(t+ 1) =
wi(t+ 1)

yi(t+ 1)
,

wi(t+ 1) =
∑

j∈Ni

wj(t)

dj
+∇fi(zi(t+ 1))−

∇fi(zi(t)),
(13)

其中: di(t) = |Nout
i |, yi(0)= 1, wi(0)= ∇fi(zi(0)).

当有向通信图满足强连通条件,且目标函数满足强凸
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条件时,在算法(13)下, zi(t)以线性速度收敛到问
题(7)的全局最优值.此外,类似的加速算法还有分布
式extra算法[48–51]. 文献[41–43]中的Nesterov算法主
要是通过加速趋同来达到提高整体算法收敛速度的

目的,而文献[44–47]中的DIGing算法及文献[48–51]
中的extra算法则是通过改进梯度项来提高算法收敛
速度的.

在无约束优化问题(7)中,所有局部目标函数经公
共变量x耦合在一起. 实际上,通过引入方程约束x1

= · · · = xn可以将目标函数进行解耦,其中xi ∈ Rm.
若假设通信图为无向连通图,约束x1 = · · · = xn可以

等价为(L⊗ Im)xxx = 0. 相应地,问题(7)可以等价地
表示为  min f(xxx), f(xxx) =

n∑
i=1

fi(xi),

s.t. (L⊗ Im)xxx = 0,

(14)

其中xxx = [xT
1 · · · xT

n ]
T. 对于式(14),定义增广Lag-

range函数:

L(xxx, λ) = f(xxx) + λT(L⊗ Im)xxx+
1

2
xxxT(L⊗ Im)xxx,

其中λ = [λT
1 · · · λT

n ]
T. 基于原始–对偶算法(primal

dual algorithm):{
ẋxx(t) = −∇xL(xxx, λ),
λ̇(t) = ∇λL(xxx, λ).

文献[52]提出了一类连续时间的分布式算法:
ẋi(t) =

∑
j∈Ni

(xj(t)−xi(t))+
∑

j∈Ni

(λj(t)−

λi(t))−∇fi(xi(t)),

λ̇i(t) =
∑

j∈Ni

(xi(t)− xj(t)).

(15)

假设通信图为固定无向图,文献[52]结合原始–对偶原
理、Karush-Kuhn-Tucker(KKT)条件和Lyapunov稳定
性理论分析了算法(15)的收敛性. 在通信图为有向平
衡图的假设下,文献[53]提出了一类改进型的原始–对
偶算法:

ẋi(t) = β
∑

j∈Ni

aij(xj(t)− xi(t))− vi(t)−

α∇fi(xi(t)),

v̇i(t) = αβ
∑

j∈Ni

aij(xi(t)− xj(t)).

(16)

当通信图满足平衡和强连通条件时,文献[53]给出了
参数α, β的取值范围以保证算法(16)指数收敛,并在
周期通信和事件驱动通信下分析了算法(16)的收敛
性. 此外,针对强凸目标函数,文献[54–55]提出了一
类零梯度和算法(zero-gradient-sum algorithm):

ẋi(t)=γ(∇2fi(xi(t)))
−1 ∑

j∈Ni

aij(xj(t)− xi(t)),

(17)

其中γ> 0. 为保证算法收敛,智能体的初始状态xi(0)

需满足∇fi(xi(0)) = 0,即xi(0)是局部目标函数fi的

最小值点. 借助强凸函数的定义,文献[54–55]设计了
一类广义距离函数形式的Lyapunov函数以分析算法
的收敛性. 研究表明,当通信图满足平衡和强连通条
件时,算法(17)具有指数收敛性.

3.2 有有有约约约束束束离离离线线线分分分布布布式式式优优优化化化

实际上,在多智能体系统完成优化任务的过程中,
往往需要满足一些特定的约束条件.譬如,在分布式
电力网络的经济调度问题中[30–32],智能体在最小化所
有电站成本函数之和时,需要满足电力平衡条件的约
束,即输出功率的总和需等于总的输入功率;在非合
作博弈问题中[100–102],个体在最小化自身成本函数时,
往往需要将行为限定在指定的行为集中. 为拓展分布
式优化的应用范围,基于多智能体系统研究有约束分
布式优化问题显得十分重要.有约束离线分布式优化
问题描述如下:

min f(x), f(x) =
n∑

i=1

fi(x),

s.t. x ∈ X :
∆
=

n∩
i=1

Xi,

(18)

其中: fi(·) : Rm → R表示第i个智能体的目标函数,
f表示全局目标函数;可行集X为这些集合的交集;只
有第i个智能体能感知fi和Xi的信息.若对于所有的
i = 1, · · · , n, fi均为凸函数,且Xi为凸集,则式(18)
为凸优化问题;否则,式(18)为非凸优化问题.现有的
绝大多数结论都是讨论凸优化情形的[56–61]. 特别地,
若Xi = {x ∈ Rm|gi(x) 6 0, Aix− b = 0},则问题
(18)为有不等式组和线性方程约束的分布式优化.

针对问题(18),文献[56]结合投影梯度算法和一致
性算法提出了一类分布式算法: vi(t) =

∑
j∈Ni(t)

aij(t)xj(t),

xi(t+ 1) = PXi
(vi(t)− η(t)∇fi(xi(t))),

(19)

其中: η(t)>0是满足条件(9)的衰减步长,
n∑

j=1

aij = 1,

i ∈ V . 假设约束为统一集合时,即Xi = Xj, i, j ∈ V ,
且通信图满足平衡和B--强连通条件,文献[56]分析了
算法(19)的收敛性. 当约束为非统一集合时,即存在
i, j ∈ V , Xi ̸= Xj ,文献[56]在全连通图下分析了算
法(19)的收敛性. 当约束为非统一集合时,文献[57]将
结论推广到了有向图满足平衡和强连通条件的情形,
同时还研究了通信时延对算法(19)收敛性的影响.考
虑统一集合约束Xi = X, i, j ∈ V ,为避免使用平衡
图假设,文献[58]提出了一类改进型的分布式投影梯
度算法:
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vi(t) =
∑

j∈Ni(t)

aij(t)xj(t),

xi(t+ 1) = PX(vi(t)− η(t)
∇fi(vi(t))
zii(t)

),

zi(t+ 1) =
∑

j∈Ni(t)

aij(t)zj(t),

(20)

其中: zi(t) = [zi1(t) · · · zin(t)]T, zii = 1; zij = 0,

i ̸= j,
n∑

j=1

aij = 1, i ∈ V . 算法(20)中,基于一致性算

法更新的向量zi(t)可以看作是加权阵的1特征值对应
的左特征向量的估计量,该估计量用于抵消左特征向
量对梯度项的影响,从而达到避免使用平衡图条件的
目的. 进一步,文献[59–60]给出了算法(19)的一种连
续时间形式

vi(t) =
∑

j∈Ni(t)

aij(t)(xj(t)− xi(t)),

ẋi(t) =vi(t)− η(t)∇fi(xi(t))−
(xi(t)− PXi

(xi(t))),

(21)

其中η(t) > 0满足w ∞

0
η(t)dt→ ∞, lim

t→∞
η(t) = 0.

值得注意的是,在运行算法(19)–(20)时,每一步迭
代均需要处理投影算子,因而,文献[56–58]中的结论
只适用于具有规则几何形状的简单凸集约束. 当可行
集约束中具有方程组或不等式组时,可行集的几何形
状会变得复杂且无规则,此时,计算可行集外一点到
集合内的投影点需要进行复杂的运算,这将大大地影
响算法的有效性和收敛性. 考虑具有线性方程组约束
的情形:

min f(x), f(x) =
n∑

i=1

fi(x),

s.t. Xi = {x ∈ Ωi| Bix− bi = 0}, i ∈ V,
(22)

其中: Bi∈ Rm×pi , bi∈ Rpi , Ωi ⊆ Rm. 针对问题(22),
文献[61]先借用式(14)中的约束(L⊗ Im)xxx = 0对目

标函数进行解耦,然后基于传统的原始–对偶算法给
出了相应的分布式优化算法:

vi(t) =
∑

j∈Ni

aij(xi(t)− xj(t)),

xi(t+1)=PΩi

(
xi(t)−η(∇fi(xi(t))+B

T
i (yi(t)+

Bixi(t)− bi)+wi(t)+vi(t))
)
,

yi(t+1) = yi(t)+Biyi(t+1)− bi,

wi(t+1) = wi(t)+vi(t+1)),
(23)

其中η > 0. 文献[61]假设局部目标函数二阶连续可
微且Hessian矩阵有界,给出了增益参数η的一个上界
以保证算法(23)的渐近收敛性. 针对不同的约束形式,
文献[62–64]基于传统的原始–对偶算法提出了多种类
似于算法(21)的分布式算法. 引入方程约束(L⊗ Im)xxx

= 0后,只有当Laplacian矩阵L满足对称条件LT = L

时,才能利用传统的原始-对偶算法得出形如(23)的分
布式算法. 因此,文献[61–64]的收敛性结论均是在通
信图为无向连通图的条件下得出的,且不能推广到通
信图为有向图的情形.

不等式组约束经常出现在模式识别[65]、信号处

理[66]和图像恢复[67–68]等诸多工程领域中. 一般而言,
线性方程组Bix− bi = 0可以等价地写成不等式组{

Bix− bi 6 0,

− (Bix− bi) 6 0.

因此,与有方程组约束的分布式优化相比,有不等式
组约束的情况更具一般性. 文献[69]将通信图建模为
时变有向图,研究了一类具有凸不等式组约束的分布
式优化问题:

min f(x), f(x) =
n∑

i=1

fi(x),

s.t. Xi = {x ∈ Rm| gi(x) 6 0}, i ∈ V,
(24)

其中: fi(·), gi(·) : Rm → R均为凸函数;智能体 i只

能感知fi和gi的信息.定义X =
n∩

i=1

Xi,并作出如下

假设.

假假假设设设 1 [69] 集合X非空.

假假假设设设 2 [69] 存在常数K1,K2 > 0使得∥∇fi(xxx)∥
6 K1和∥∇gi(xxx)∥ 6 K2成立,其中i ∈ V .

在假设1下,优化问题(24)的最优解存在[70]. 针对
式(24),构造如下的Lagrange函数:

L(x, z) =
n∑

i=1

Li(x, zi),

Li(x, zi) = fi(x) + zigi(x),

(25)

其中: z=[z1 · · · zn]T > 0为Lagrange乘子, zi ∈ Ωi,
Ωi = {z ∈ R|0 6 z 6 z̄i}. 显然,对于 i = 1, · · · , n,
Li(x, zi)是关于x的凸函数,是关于zi的线性函数. 因
此, L(x, z)是关于x, z的凸–凹函数. 定义X∗ ×Z∗ ⊆
Rm ×Ω为函数L(x, z)的鞍点集,其中Ω = Ω1 × · · ·
×Ωn,即对于任意的x∗∈X∗, z∗∈Z∗, x ∈ Rm和z ∈
Rn有L(x∗, z) 6 L(x∗, z∗) 6 L(x, z∗). 根据鞍点定
理[69]可知, x∗是问题(24)的一个最优点当且仅当存
在z∗使得(x∗, z∗)是函数F (x, z)的鞍点. 因此, X∗即

为式(24)的最优解集, Z∗为对应Lagrange乘子的最优
解集. 文献[69]基于一致性算法和鞍点策略提出了一
类连续时间的分布式优化算法

xi(t) =
∑

j∈Ni(t)

aij(t)(xj(t)− xi(t))−

η(t)(∇fi(xi(t)) + zi(t)∇gi(xi(t))),

żi(t) = PTΩi
(zi(t))[η(t)gi(xi(t))],

(26)
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其中: xi(t) ∈ Rm为智能体i的状态, η(t) > 0为非增

步长,且满足w ∞

0
η(t)dt→ ∞,

w ∞

0
η2(t)dt <∞,

zi(0)= zi0∈ Ωi, PTΩi
(zi(t))[b(t)gi(xi(t))] = 0若zi(t)

= 0, b(t)gi(xi(t)) < 0,或zi(t) = z̄i, b(t)gi(xi(t)) >

0;否则, PTΩi
(zi(t))[b(t)gi(xi(t))] = b(t)gi(xi(t)). 定

义z(t)=[z1(t) · · · zn(t)]T,显然, TΩ(z(t))是Ω在点

z(t)的切锥, TΩi
(zi(t))为该切锥的第i个分量. 假设通

信图G(t)满足δ--强连通条件,文献[69]分析了算法的

收敛性.

定定定理理理 1 [69] 如果假设1–2得以满足,且G(t)满足
平衡和δ--强连通条件,则在算法(26)下,所有智能体的
状态渐近地收敛到式(24)的一个最优解,即存在x∗ ∈
X∗, lim

t→∞
∥xi(t)− x∗∥ = 0, i ∈ V .

定理1的证明请参阅文献[68]中定理2的证明,这
里不再赘述.

基于本节关于离线分布式优化的论述,给出关于
各类离线算法收敛速度,如表1所示.

表 1 离线分布式优化算法的收敛速度

Table 1 Convergence rates of offline distributed optimization algorithms

收敛速度
算法

凸目标函数 强凸目标函数
文献

分布式(投影)次梯度算法 O(
ln(t)√

t
) [34–35, 56–58]

subgradient-push算法 O(
ln(t)√

t
) O(

ln(t)

t
) [38–40]

Nesterov梯度算法 O(
1

t2
) [41–43]

DIGing梯度算法 O(
1

t
) O(µt) [44–47]

分布式extra算法 O(
1

t
) O(µt) [48–51]

分布式primal-dual算法 渐进收敛 [52, 61–64]

改进型分布式

primal-dual算法
指数收敛 [53]

zero-gradient-sum算法 指数收敛 [54–55]

4 在在在线线线分分分布布布式式式优优优化化化

在实际应用中,分布式优化发生的场景往往是
动态的. 譬如,在动态目标跟踪问题中[85],由目标位
置、速度以及加速度等信息决定的目标函数往往随

着时间的推移而改变,并且这些改变是无法预知的.
因此,在线分布式优化具有广泛的工程实用价值.
本节将对在线分布式优化的研究现状和主要成果进

行梳理. 在线分布式优化问题描述如下.

考虑一个由n个智能体构成的多智能体系统,记
为集合V = {1, · · · , n}. 对于任意智能体i ∈ V ,给
定局部目标函数序列{f1i , · · · , fTi },其中f ti : X →
R, t ∈ {→ T}, T ∈ N+, X ⊂ Rm为一闭集. 在任一
时刻t ∈ {→ T},智能体i根据历史时刻的局部目标
函数信息做出决策,在定义域X内选取一状态xi(t).
该状态被选定后,当前时刻的目标函数信息被揭示.
换而言之,目标函数f ti的信息不能被预知,只有当
选定xi(t)后,智能体i才能到f ti的信息.在每一时
刻t ∈ {→ T},智能体旨在利用它们之间的合作行

为解决如下优化问题:

min
x

f t(x), f t(x) =
n∑

i=1
f ti (x),

s.t. x ∈ X.

(27)

为了对在线优化算法的性能进行分析,需要选
取特定的离线优化问题作为参考标准.运行在线算
法产生的函数值与该离线优化问题的最优目标函数

值之间的差被称为regret[71]. 在线优化算法的性能
通常可以用regret来衡量. 根据不同的参考标准,
regret通常可以分为动态regret和静态regret. 如果离
线优化问题是最小化所有时刻全局目标函数的和
T∑
t=0

f t(x),则对应的regret被称为静态regret[78, 82],

具体定义如下:

Rs
i(T ) =

T∑
t=0

f t(xi(t))−
T∑
t=0

f t(x∗), i ∈ V, (28)

其中x∗ = argmin
x∈X

T∑
t=0

f t(x). 如果某一在线算法能
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保证regret(28)呈次线性增长,即有 lim
T→∞

sup
Rs

i(T )

T
= 0, ∀i ∈ V ,则该在线算法有效. 如果离线优化问
题是最小化每一个时刻的全局目标函数f t(x),则对
应的regret被称为动态regret[85, 89],具体定义如下:

Rd
i (T ) =

T∑
t=0

f t(xi(t))−
T∑
t=0

f t(x∗(t)), i ∈ V, (29)

其中x∗(t) = argmin
x∈X

f t(x), t ∈ {→ T}.

注注注 1 在线优化具有较强的实用性,它最初主要被应

用于机器学习领域中[72–76]. 与动态优化相比,在线优化更具

一般性. 在动态优化中,决策者需要提前获知目标函数的变

化规律,为了跟踪到目标函数的最优值,需要目标函数的梯度

连续变化,甚至关于时间连续可微[77]. 在线优化中的目标函

数可以无规律地变化,而且决策者不能预知当前和未来时刻

的目标函数信息.文献[72–76]中所涉及的在线算法均是集中

式的. 与离线分布式优化相比,在线分布式优化的研究起步

相对较晚,其成果还不够丰富.因而,本节不再对在线分布式

优化的研究成果进行分类.

针对问题(27),假设有向通信图满足平衡和强连
通条件,文献[78]提出了一类在线分布式投影梯度
算法:

vi(t) =
∑

j∈Ni(t)

aij(t)xj(t),

xi(t+ 1) = PX(vi(t)− η(t)∇f ti (xi(t))),
(30)

其中: η(t)为学习速率,
n∑

j=1
aij = 1, i ∈ V . 此外,基

于离散时间的原始–对偶算法,文献[79]提出了一类
在线算法:

xi(t+ 1) = xi(t) + σ
(
α

∑
j∈Ni

(xj(t)− xi(t))+∑
j∈Ni

aij(λj(t)− λi(t))
)
−

η(t)∇f ti (xi(t)),
λi(t+ 1) = λi(t) +

∑
j∈Ni

(xi(t)− xj(t)).

(31)

假设时变有向通信图满足平衡和B--强连通条
件,基于对偶平均算法 (dual averaging algorithm),
文献[80–82]提出了一类在线分布式对偶平均算法:

yi(t+ 1) =
∑

j∈Ni(t)

aij(t)yj(t) +∇f ti (xi(t)),

xi(t+ 1) = argmin
x∈X

{⟨yi(t), x⟩+
ψ(x)

η(t)
},

(32)
其中: ψ(·) : X → R为一满足ψ(0) = 0条件的强凸

函数,
n∑

j=1
aij=1, i∈V . 文献[78–82]利用静态regret

(28)对算法(30)–(32)的性能进行衡量. 结论表明,当
f ti为凸函数时,在算法(30)–(32)下,静态regret(28)
拥有次线性界O(

√
T ). 特别地,当f ti满足强凸条件

时,文献[78]得到了次线性界O(ln T ). 为避免使用
平衡图假设,文献[83]用∇f ti代替subgradient-push
算法(10)中的∇fi,且令X = Rm,提出了一类在线
subgradient-push算法:

wi(t+ 1) =
∑

j∈Ni(t)

xj(t)

dj(t)
,

yi(t+ 1) =
∑

j∈Ni(t)

yj(t)

dj(t)
,

zi(t+ 1) =
wi(t+ 1)

yi(t+ 1)
,

xi(t+ 1) = wi(t+ 1)−η(t+ 1)∇f ti (zi(t+ 1)).
(33)

当目标函数满足强凸条件时,在算法(33)下,静态
regret(28)的上界为O((ln T )2).

一般情况下,目标函数和的最优值与各个时刻
目标函数的最优值具有很大的差异.静态regret的标
准是优化所有时刻目标函数和,这与(27)中描述的
问题截然不同.与静态regret(28)的标准相比,显然
动态regret(29)的标准更为严格.文献[84–85]假设
(29)中离线问题的最优值序列{x∗(t)}满足如下动态
方程:

x∗(t+ 1) =Wx∗(t) + vt, t ∈ {→ T}, (34)

其中:状态矩阵W ∈ Rm×m满足∥W∥ 6 1, vt ∈ Rm

为噪声. 针对问题(27),文献[84–85]基于镜像下降
算法(mirror descent algorithm)和一致性算法提出了
一类在线分布式算法:

x̂i(t+ 1) = argmin
x∈X

{η⟨x,∇f ti (xi(t))⟩+

DR(x, yi(t))},
xi(t+ 1) = Ax̂i(t+ 1),

yi(t) =
∑

j∈Ni(t)

aijxj(t),

(35)

其中:

η =

√
(1− σ2(A))(CT + 2R2)

T
,

σ2(A)为加权阵A的第二大奇异值, CT =
T∑
t=0

vt,

DR(·, ·)为Bregman函数,

R =
√

sup
x,y∈X

DL(x, yi(t)),
n∑

j=1
aij = 1, i ∈ V.

文献[84–85]利用动态regret(29)对算法(35)的性能
进行了分析.结论表明,若噪声累计量CT关于学习
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时间T呈次线性增长,即CT满足 lim
T→∞

CT

T
= 0,则

在算法(35)下,动态regret(29)具有次线性界. 值得
一提的是,运行算法(35)时,智能体必须已知状态矩
阵A的信息.这意味着,智能体需要预知全局目标函
数和最优值序列的变化情况,这在大规模的网络系
统中往往难以实现.

以上关于在线分布式优化的文献[78–85]均是假
设每一时刻的目标函数为凸函数. 作为凸优化的推
广,伪凸优化常常出现在分式规划、计算机视觉及
无摩擦接触分析等领域[86–88]. 假设目标函数的和
满足强伪凸条件,文献[89]研究了一类在线分布式
强伪凸优化. 关于(强)伪凸函数的定义如下:

定定定义义义 3 [89] 给定连续可微函数f : Rm → R以
及凸集Ω ⊂ Rm,如果满足不等式⟨∇f(x), y−x⟩ >
0的x, y ∈ Ω都能使f(y)− f(x) > 0成立,则称f是
Ω上的伪凸函数;给定大于0的常数β,如果满足不
等式⟨∇f(x), y − x⟩ > 0的x, y ∈ Ω都能使

f(y)− f(x) > β

2
∥y − x∥2

成立,则称f是Ω上的β–强伪凸函数.

根据定义3可知,伪凸函数可能是非凸函数. 譬
如,考虑函数f(x)=x3+x, − 16x61,显然f在定
义域−1 6 x 6 1内是非凸函数. 计算可得∇f(x) =
3x2+1,如果⟨∇f(x), y−x⟩>0,必有y > x, f(y)−
f(x) = y3 − x3 + y − x > 0,因此f是伪凸函数. 进

一步,令1 > y > x > −1,可得f(y)− f(x) > 1

2
|y−

x|2.从而, f满足伪强凸条件.

假假假设设设 3 [89] X为非空紧凸集.

假假假设设设 4 [89] 对于任意t ∈ {→ T}, f t是X上二
阶可微的µ–强伪凸函数.

使用动态regret(29)衡量在线算法的性能时,当
最优值的波动幅度较大时,维持动态regret的次线性
界往往会非常困难.受集中式在线优化[103–105]的启

发,这种困难度往往可以用最优值序列{x∗(t)}的累
计偏差来刻画:

ΘT =
T∑
t=0

∥x∗(t+ 1)− x∗(t)∥. (36)

针对在线分布式伪强凸优化问题,文献[89]提出
了一类在线分布式辅助优化策略:

xi(t+ 1)=argmin
x∈X

{xTPx+⟨η(t)∇f ti (xi(t))−

2Pyi(t), x⟩}, (37a)

yi(t)=
∑

j∈Ni(t)

aij(t)xj(t), (37b)

其中: xi(t)∈Rm是智能体i在t时刻的状态, xi(0)=

xi0 ∈ X ,
n∑

j=1
aij = 1, i ∈ V . 将通信图建模为时变

有向图G(t),文献[89]分析了动态regret(29)的上界.

定定定理理理 2 [89] 给定常数α > 0,如果假设3–4得以
满足, G(t)满足平衡和B--强连通条件,且

η(t) =
α√
t+ 1

,

则在算法(37)下,对于任意的i ∈ V和T ∈ N+,

Rd
i (T )6nδ

√
Q+

16~LΘT

αµ ln 2
(T + 1)

3
4

√
ln(T + 1),

(38)

其中:

Q =

(
4ρ1
αµ

+ 2K1) + 3α2(
4ρ2
αµ

+ 2K2)

λ(1− λ) ln 2
+

6αnδ2

µθ
+

4d

αµ ln 2
,

K1 = C2 +
CδHn

√
mη0

θ(1− λ)
, K2 =

m(nδH)2

4θ2(1− λ)
,

C=H
√
m

n∑
i=1

∥xi(0)∥1, ρ1=n(5LK1+(κσ+δ)αC),

ρ2 =
n(5LθK2+δHn

√
m(κσ + δ))

θ
, d = nLκ2,

~ = sup
x∈X

∥x∥, δ = sup
t∈{→T},i∈V,x∈X

∥∇f ti (x)∥,

κ= sup
x,y∈X

∥x−y∥, σ= sup
t∈{→T},i∈V,x∈X

∥∇2, f ti (x)∥,

L = λmax(P ), θ = λmin(P ), H = H2, λ = λ2,

H2和λ2的定义如式(7)所示, ΘT的定义如式(36)所
示.

由式(38)可知, ΘT是影响动态regret界的重要因

素.如果ΘT关于

√
T + 1

ln(T + 1)
呈次线性增长,即

lim
T→∞

ΘT ln(T + 1)√
T + 1

= 0,

则有 lim
T→∞

√
ΘT(T + 1)

3
4

√
ln(T + 1)

T
=0. 因此,在

该情况下,动态regret具有次线性界,平均动态regret

值
Rd

i (T )

T
渐近收敛到零,在线算法(37)有效. 若最

优值序列{x∗(t)}波动幅度较大, ΘT与

√
T + 1

ln(T + 1)
呈

线性关系,则无法保证式(38)的右端呈次线性增长,
从而导致在线算法(37)失效. 定理2的证明详见文
献[89]中定理1的证明.

基于本节关于在线分布式优化的论述,给出各
类在线算法下regret界,如表2所示.
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表 2 在线分布式优化算法下的regret界

Table 2 Regret bounds for online distributed optimization algorithms

regret界
算法

凸目标函数 强凸目标函数 伪强凸目标函数
文献

在线分布式投影次梯度算法 O(
√
T ) O(ln(T )) [78]

在线分布式原始–对偶算法 O(
√
T ) [79]

在线分布式对偶平均算法 O(
√
T ) [80–82]

在线subgradient-push算法 O((ln(T ))2) [83]

在线分布式镜像下降算法 O(
√
TCT) [84–85]

在线分布式辅助优化算法 O(T
3
4 ln(T )

√
ΘT ) [89]

5 一一一类类类混混混合合合均均均衡衡衡问问问题题题的的的分分分布布布式式式求求求解解解

本节介绍与分布式优化相关的研究内容:混合
均衡问题的分布式求解. 与分布式优化相比,混合
均衡问题更具一般性,其定义如下:

定定定义义义 4 [106–107] 给定集合Ω ⊂ Rm及二元函数

g(·, ·) : Ω×Ω → R,均衡问题是指寻找一点x∗ ∈ Ω

使得g(x∗, y) > 0, ∀y ∈ Ω. 如果g(·, ·)由多个二元

函数的和构成,即g =
n∑

i=1
gi,则对应的均衡问题通

常被称为混合均衡问题.

均衡问题在电子网络、市场与经济领域被广泛

地应用[106–111]. 譬如,在分析由电感器、电容器和二
极管等电气元件形成的电子线路的伏安特性时,基
于Kirchhoff定律可知,为计算回路中的电流,须寻
找一点x ∈ Ω使得对于任意的y ∈ Ω,如下不等式均
成立(详见文献[108–109]):

⟨Px+ U, y − x⟩+ Φ(y)− Φ(x) > 0, (39)

其中: Ω ⊆ Rm, Φ : Rm → R是由二极管两端的电
势决定, Φ通常为一非线性函数, P ∈ Rm×m和U ∈
Rm分别是由回路中的阻抗和电压源决定的参数.
文献[108–109]将不等式(39)称为“第二类变分不等
式”,求解式(39)是一类典型的均衡问题.与优化问
题相比,均衡问题更具一般性,它还覆盖了变分不
等式问题[106]. 注意到不等式(39)是由优化和变分
不等式组合而成. 更确切地说,如果Φ(x)是关于x的
线性函数,式(39)则为变分不等式. 如果P = 0,式
(39)则为优化问题.若Φ(x)为关于x的非线性函数
且P ̸= 0,式(39)既不是变分不等式问题,也不是优
化问题.在大规模电子网络中[112],电势、阻抗及电
源电压等参数往往由众多电子元件共同决定. 在该
场景中,全局二元函数往往由多个二元函数的和构
成. 相应地该类均衡问题就成了混合均衡问题[107, 111].

文献[107, 111]利用集中式的方法研究了由两个二
元函数的和构成的混合均衡问题.然而,在大型电
子网络和传感器网络中[112–113],决策者往往不能获
取到完全信息.

文献[114]考虑了一类由任意有限个二元函数的
和构成的混合均衡问题:{

Find x∗ ∈ Ω,

s.t. g(x∗, y) > 0, ∀y ∈ Ω,
(40)

其中: g(x, y)=
n∑

i=1
gi(x, y), Ω⊂Rm为一闭凸集,二

元函数gi(·, ·) : Ω ×Ω → R是关于第2个变量的凸
函数,且gi的信息只能被智能体i所感知. 由gi的凸
性质可知,在任意点x, y ∈ Ω, gi(x, y)关于第2变量
的次梯度存在,记为∇2gi(x, y).
注注注 2 令gi(x, y) = fi(y)−fi(x), ∀i ∈ V ,其中fi : Rm

→ R. 显然,寻找一点x∗ ∈ Ω满足
n∑

i=1
(fi(y)− fi(x

∗)) > 0,

∀y ∈ Ω等价于优化问题min
x∈Ω

n∑
i=1

fi(x). 相应地,混合均衡问

题(40)就成了分布式优化问题[56, 58]. 进一步,考虑一类非合
作博弈Γ (V, Ω, J),这里V, Ω, J分别代表博弈中的个体集、个

体行为集、成本函数集. 在该博弈中,每个个体旨在最小化其
自身的成本函数: minxi Ji(xi, x−i), s.t. xi ∈ Ωi,其中: Ωi

⊂ Rr , Ω = Ω1 × · · · ×Ωn. 假设对于所有的i ∈ V , Ωi为闭凸

集, Ji(xi, x−i)是关于xi 连续可微的凸函数. 令x = (xi, x−i),
定义Fi(x) = (0 · · · 0 (∇xiJi(x))

T 0 · · · 0)T,这里:
∇xiJi(x)表示Ji 关于xi 的梯度,利用博弈理论和变分不等
式可知,求解博弈Γ (V, χ, J)的Nash均衡点等价为求解x∗ =

(x∗i , x
∗
−i) ∈ Ω使得如下变分不等式成立[100, 102]:

n∑
i=1

⟨Fi(x
∗), y − x∗⟩ > 0, ∀y ∈ Ω. (41)

显然,式(41)是式(40)的一种特殊形式. 综上所述,与分布式

优化、Nash均衡点问题及变分不等式相比,混合均衡问题更

具一般性. 因此,研究混合均衡问题的分布式求解有益于为

该3类问题建立一个统一的分布式求解框架.
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定义混合均衡问题(40)的解为X∗,并且作出如
下假设:

假假假设设设 5 [114] X∗非空.

假假假设设设 6 [114] 对于i ∈ V , gi满足以下条件:

1) 存在常数K1,K2 > 0,有∥∇1gi(x, y)∥ 6 K1,
∥∇2gi(x, y)∥ 6 K2, ∀x, y ∈ Ω;

2) 存在c1 > 0和c2 > 0,有gi(x, y) + gi(y, z) >
gi(x, z)− c1∥x− y∥2 − c2∥y − z∥2, ∀x, y, z ∈ Ω.

若Ω是紧集,则假设6中的条件1一定成立. 令

gi(x, y) = ⟨ϕi(x), y − x⟩,

若ϕi(·)在Ω上满足Lipschitz条件,不难验证,假设6
中的条件2成立. 因此,假设6中的条件2可以看作是
Lipschitz条件的推广形式.

假假假设设设 7 [114] 全局二元函数g满足如下条件:

1) 对于任意的x, y ∈ Ω, g(x, y) + g(y, x) 6 0;

2) 若x, y ∈ Ω满足g(x, y)=g(y, x)=0,则对于
任意的z ∈ Ω,均有g(x, z) = g(y, z).

令g(x, y) = ⟨ϕ(x), y − x⟩,若ϕ(·)在Ω上是单调
映射,即⟨ϕi(x)− ϕi(y), y − x⟩60, ∀x, y ∈ Ω,不难
验证,假设7中的条件1成立. 因此,假设7中的条
件2可以看作是单调性条件的推广形式. 令x=y =

z,根据假设6中的条件2和假设7中的条件1可知,
g(x, x) = 0, ∀x ∈ Ω. 对于二元函数而言,假设7中
的条件2往往容易验证. 例如,考虑集合Ω = {x| − 1

6 x61}和二元函数g(x, y)=(2|x|+|y|−1)(|y|−|x|),

经计算可得,对应均衡问题的解集为X∗={−1

3
,
1

3
}.

显然,由g(x, y)=g(y, x)=0可得x = ±y, ∀y ∈ Ω.
因而, g(x, z) = g(y, z), ∀ − 1 6 z 6 1.

针对混合均衡问题(40),文献[114]提出了一类
分布式外梯度算法(distributed extragradient algorit-
hm):

xi(t+ 1) = argmin
u∈Ω

{η(t)gi(yi(t), u)+

DR(u, zi(t))}, (42a)

yi(t) = argmin
y∈Ω

{η(t)gi(zi(t), y)+

DR(y, zi(t))}, (42b)

zi(t) =
∑

j∈Ni(t)

aij(t)xj(t), (42c)

其中: η(t) > 0为非增且满足式(9)中条件的衰减步

长, DR(·, ·)为Bregman函数,
n∑

j=1
aij = 1, i ∈ V .

定定定理理理 3 [114] 给定常数α > 0,如果假设5–7得以
满足, G(t)满足了平衡和B--强连通条件,则在算法

(42)下,所有智能体的状态渐近地收敛到式(40)的一
个可行解,即存在x∗ ∈ X∗, lim

t→∞
∥xi(t)− x∗∥ = 0,

i ∈ V .

定理3的证明详见文献[114]中定理1的证明,这
里不再赘述.

6 总总总结结结与与与展展展望望望

近年来,随着通信、计算机、微电子技术的不断
发展,分布式优化作为多智能体系统协调控制领域
中一个崭新的研究课题得到国内外诸多专家学者的

广泛关注. 经过近几年的发展,分布式优化的研究
已经取得了丰硕的成果.本文对近期分布式优化研
究的相关工作进行了介绍、梳理. 目前分布式优化
的研究仍处于发展阶段,尚有许多问题有待深入研
究.

1) 目前关于分布式优化的研究成果绝大多数是
假设目标函数和约束集均是凸的. 然而在实际应用
中,许多问题建模后的目标函数或约束集是非凸的.
比如,在人脸识别、图像分类和生物信息学中的基
因检测等领域中,当处理高维度的数据和模型时,
往往需要施加一些非凸的结构化约束以防止优化问

题变得病态. 非凸优化问题往往存在局部最优解,
这个特性使非凸优化问题比凸优化问题更难解决.
针对凸优化的算法和结论不能直接用于非凸优化问

题.因此,亟待发展新的理论和工具来研究分布式
非凸优化问题.

2) 与分布式优化相比,混合均衡问题更具一般
性. 研究混合均衡问题的分布式求解有益于为最优
化问题、Nash均衡点问题及变分不等式问题建立统
一的分布式求解框架. 关于混合均衡问题的研究才
刚刚起步,现有关于混合均衡问题的分布式算法仅
仅在通信图满足平衡条件的情形下实现了渐近收

敛. 然而,在全局信息未知的情况下,通常难以保证
有向图的加权矩阵是列随机矩阵,这极大地限制了
算法的应用范围.此外,为了增强算法的鲁棒性和
抗干扰能力,往往需要算法具有较快的收敛速度.
因此,如何提高算法的收敛速度,特别是如何获得
指数收敛性或实现有限时间内收敛,以及如何避免
使用平衡图条件是值得继续深入探讨的方向.

3) 目前基于多智能体系统的分布式优化的研究
结果主要侧重于理论分析.分布式优化在诸如微电
网中的经济调度、无线传感器的定位、物理–信息系
统的优化控制以及分布式机器学习等领域中还存有

广阔的应用前景. 如何将分布式优化的理论研究与
工程应用紧密结合是一个值得继续深入研究和探索

的方向.
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[45] NEDIĆ A, OLSHEVSKY A, SHI W. Achieving geometric conver-
gence for distributed optimization over time-varying graphs. SIAM
Journal on Optimization, 2017, 27(4): 2597 – 2633.
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