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摘要:本文针对一类非参数不确定系统提出一种全限幅自适应重复学习控制方法. 利用期望轨迹的周期特性,构
造周期性期望控制输入,并基于Lyapunov方法设计自适应重复学习控制器,实现系统对周期性期望轨迹的高精度跟
踪,且无需已知非参数不确定性的上界. 设计全限幅学习律估计未知的期望控制输入,保证估计值被限制在指定的
界内.同时,通过构造完全平方式消除部分误差相关项,控制器设计中可避免使用符号函数,从而抑制控制器抖振问
题.最后,基于Lyapunov方法对误差收敛性进行了分析,并通过仿真对比验证本文所提方法的有效性.
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Abstract: In this paper, a fully saturated adaptive repetitive learning control (ARLC) scheme is proposed for a class
of nonparametric uncertain systems. A periodic desired control input is constructed by using the periodic characteristic
of the desired trajectory, and an adaptive repetitive learning controller is designed based on the Lyapunov methods to
achieve the high-precision tracking of the periodic desired trajectory without knowing the upper bound of the nonparametric
uncertainties in prior. Then, a fully saturated repetitive learning law is designed to estimate the unknown desired control
input, such that the estimated value can be confined within a specified region. By completing the squares to eliminate some
error-related terms, the signum function can be avoided in the controller design, and thus the chattering problem of the
controller is suppressed. Finally, the error convergence performance of the proposed ARLC scheme is analyzed through
the Lyapunov methods, and comparative simulations are provided to verify the effectiveness of the proposed scheme.
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1 引引引言言言

重复控制与迭代学习控制同属学习控制,旨在利
用上一周期或上一次迭代的运行数据来修正当前控

制输入,进而改善系统的控制性能.不同的是,前者适
用于连续、周期运行的系统,而后者适用于在有限时
间区间上重复运行的对象.重复控制可以有效地跟踪
周期性期望轨迹或抑制周期性扰动,且工程实现时不
需要完全依赖系统参数,因此易于工程应用.

经典重复控制主要基于内模原理,在频域内进行
控制器设计[1–2]. 文献[3]针对带有周期扰动的时延系

统设计了一种重复控制器,并设计干扰观测器补偿外
部周期干扰的影响.文献[4]针对非严格重复逆变器系
统设计了一种自抗扰学习控制方法,可以良好地抑制
短时扰动造成的输出电压周期波动,提高系统稳定性.
文献[5–6]针对一类时变不确定系统,基于2维系统稳
定性理论提出一种鲁棒重复控制器,保证系统的鲁棒
性与稳态跟踪精度.文献[7–8]在恒压恒频脉冲宽度调
制(pulse width modulation, PWM)逆变器中应用重复
控制技术设计控制器,有效提高了系统跟踪精度并抑
制了谐波.此外,在有源电力滤波器[9],伺服系统[10]等
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场合,重复控制也得到了广泛应用.
近年来,基于Lyapunov方法的重复学习控制引起

了广泛关注[11–13]. 重复学习控制器设计通常需要处
理两类系统不确定性,即参数不确定性与非参数不确
定性. 其中,处理参数不确定性时,系统需满足可参数
化条件,重复学习控制主要针对未知参数进行学
习[14–15]. 然而,实际系统中存在的非参数不确定性,
例如伺服电机、机器人系统中的状态相关负载转矩以

及各种未建模动态等,使得系统的可参数化条件难以
满足[16]. 因此,有必要研究非参数不确定系统的重复
学习控制方法. 文献[17]针对一类非参数不确定系统,
设计重复学习控制器用于解决输出跟踪问题,同时引
入两个状态观测器用于估计系统和参考状态信息.文
献[18]针对一类期望轨迹与扰动之间无公共周期的非
参数不确定系统,提出了一种双周期重复学习控制方
法. 文献[19]针对一类满足Lipschitz条件的非参数不
确定系统设计重复学习控制器,但重复学习律的设计
中并未考虑对估计值进行限幅.文献[20]针对电流反
馈永磁步进电机提出一种重复学习控制方法,并通过
部分限幅学习律保证估计值的有界性. 然而,由于学
习律中含有未限幅项,因此不能保证将估计值限制在
指定的界内.针对这一问题,文献[21]提出一种全限幅
学习律,但目前基于全限幅学习律的重复学习控制文
献相对较少. 此外,文献[18–20]处理系统不确定性时,
需要已知不确定性的界,然而实际中系统不确定性的
界难以直接获得.
基于以上讨论,本文针对一类非参数不确定系统,

基于Lyapunov方法提出一种全限幅自适应重复学习
控制方法,实现对周期性期望轨迹的高精度跟踪. 本
文主要工作包括: 1)利用期望轨迹的周期特性,构造
周期性期望控制输入设计自适应重复学习控制器,提
高系统的稳态跟踪精度,且无需已知非参数不确定性
的界; 2)设计全限幅学习律对未知周期性期望控制输
入进行估计,与已有的部分限幅学习律相比,该学习
律可保证估计值被限制在指定的界内; 3)通过构造完
全平方式消除部分误差相关项,控制器设计中避免了
使用符号函数,从而保证控制信号连续以及抑制控制
器抖振问题.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑如下非参数不确定系统[22]:

ẋ1 = x2,

ẋ2 = x3,

...

ẋn = f(x) + g(x)u,

(1)

其中: x = [x1 x2 · · · xn]
T ∈ Rn表示系统状态; u ∈

R表示控制输入; f(x)和g(x)均为未知有界非线性函

数,其中f(x)表示系统中的非参数不确定性, g(x)表
示与状态相关的控制增益.

假假假设设设 1 g(x)为恒正或恒负的有界函数,即存在
正常数gm和gM,使得对∀x∈Rn,有gm6 |g(x)|6gM
成立. 不失一般性,本文假设g(x) > 0.

假假假设设设 2 f(x)和 g(x)均满足Lipschitz条件,即
对∀z1, z2 ∈ Rn,有|f(z1)− f(z2)| 6 lf0∥z1 −z2∥和
|g(z1)− g(z2)| 6 lg0∥z1 − z2∥成立,其中: ∥ · ∥表示
向量的2−范数, lf0, lg0 > 0为未知Lipschitz系数.

本文考虑周期为T的有界期望轨迹xr = [x1r x2r

· · · xnr]
T,即xr(t) = xr(t− T ),可构造期望控制输

入

ur =
1

g(xr)
(ẋnr − f(xr)), (2)

满足 

ẋ1r = x2r,

ẋ2r = x3r,

...

ẋnr = f(xr) + g(xr)ur.

(3)

由xr的周期性可知, ur同样为周期为T的周期信

号,即ur(t) = ur(t− T ).
本文控制目标为,根据期望轨迹xr和期望控制输

入ur的周期特性,设计自适应重复学习控制器u,实现
系统状态x对期望轨迹xr的高精度跟踪.

3 自自自适适适应应应重重重复复复学学学习习习控控控制制制

3.1 误误误差差差动动动态态态

定义跟踪误差

e = x− xr = [e1 e2 · · · en−1 en]
T. (4)

根据式(1),跟踪误差的导数满足

ė =


e2

e3

...
en

ėn

 =


e2

e3

...
en

f(x) + g(x)u− ẋnr

 . (5)

定义

K1 =


0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0

 ∈ Rn×n, (6)

b = [0 0 · · · 0 1]T ∈ Rn, (7)

则式(5)可写为

ė = K1e+ b[f(x) + g(x)u− ẋnr]. (8)

定义向量a = [a1 a2 · · · an],则式(8)可表示为

ė =

K1e− bae+ b[f(x) + g(x)u+ ae− ẋnr] =
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(K1 − ba)e+ b[f(x) + g(x)u+ ae− ẋnr] =

Ae+ b[f(x) + g(x)u+ ae− ẋnr], (9)

其中

A = (K1 − ba) =


0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

−a1 −a2 −a3 · · · −an

 . (10)

选择向量a = [a1 a2 · · · an],使得特征多项式
D(s) = sn + ans

n−1 + · · ·+ a2s+ a1为Hurwitz多项
式,保证矩阵A渐近稳定,从而对任意对称正定矩阵
Q ∈ Rn×n,存在唯一的对称正定矩阵P ∈ Rn×n使得

以下Lyapunov方程成立:

ATP + PA = −Q. (11)

令λQ为矩阵Q的最小特征值,则对任意向量v ∈
Rn,有−vTQv 6 −λQ∥v∥2成立.

重复学习控制主要用于处理系统中的周期不确定

性,然而在误差动态(9)中,系统不确定性并没有表现
出周期特性,因此难以直接基于式(9)设计重复学习控
制器. 因此,本文利用周期性期望控制输入ur改写式

(9). 将ẋnr = f(xr) + g(xr)ur代入式(9)得

ė = Ae+ b[f(x)− f(xr) + g(x)u−
g(xr)ur + ae]. (12)

由式(2)以及ẋnr, f(xr)和g(xr)的有界性可得,未
知期望控制输入ur为有界函数,即存在正常数ūr,使
得|ur| 6 ūr. 本文利用xr和ur的周期性与有界性,设
计自适应重复学习控制器,旨在提高系统的稳态跟踪
精度.为书写方便,后文中分别记 fx = f(x), fr =

f(xr), gx = g(x), gr = g(xr).

3.2 自自自适适适应应应重重重复复复学学学习习习控控控制制制设设设计计计

构造如下Lyapunov函数:

V =
1

2
eTPe. (13)

对V求导可得

V̇ =
1

2
eTP ė+

1

2
ėTPe. (14)

将式(12)代入式(14)有

V̇ =
1

2
eTPAe+

1

2
eTATPe+

bTPe[fx − fr + gxu− grur + ae] =

−1

2
eTQe+ α[fx − fr + gxu− grur + ae].

(15)

其中α = bTPe.

在式(15)中加减项(gx − gr)ûr,其中ûr为ur的估计

值,则式(15)可改写为

V̇ =

−1

2
eTQe+ α[fx − fr + (gx − gr)ûr +

gx(u− ûr)− gr(ur − ûr) + ae] 6

−1

2
λQ∥e∥2 + α[gx(u− ûr)− gr(ur − ûr)] +

|α|[|fx − fr|+ |gx − gr||ûr|+ ∥a∥∥e∥]. (16)

根据假设 2,有 |fx − fr| 6 lf0∥e∥和 |gx − gr| 6
lg0∥e∥,代入式(16)有

V̇ 6

−1

2
λQ∥e∥2 + α[gx(u− ûr)− gr(ur − ûr)] +

|α|[lf0∥e∥+ lg0∥e∥|ûr|+ ∥a∥∥e∥] =

−1

6
λQ∥e∥2 + α[gx(u− ûr)− gr(ur − ûr)]−

1

9
λQ∥e∥2 + lf0|α|∥e∥ −

1

9
λQ∥e∥2 +

lg0|α|∥e∥|ûr| −
1

9
λQ∥e∥2 + |α|∥a∥∥e∥. (17)

构造如下完全平方式:

−1

9
λQ∥e∥2 + lf0|α|∥e∥ −

9

4λQ

l2f0α
2 6 0,

−1

9
λQ∥e∥2 + lg0|α|∥e∥|ûr| −

9

4λQ

l2g0û
2
rα

2 6 0,

−1

9
λQ∥e∥2 + |α|∥a∥∥e∥ − 9

4λQ

∥a∥2α2 6 0,

(18)

则式(17)可改写为

V̇ 6

−1

6
λQ∥e∥2 + α[gx(u− ûr)− gr(ur − ûr)] +

9

4λQ

l2f0α
2 +

9

4λQ

l2g0û
2
rα

2 +
9

4λQ

∥a∥2α2 =

−1

6
λQ∥e∥2 + α[gx(u− ûr)− gr(ur − ûr)] +

9

4λQ

lfα
2 +

9

4λQ

lgû
2
rα

2 +
9

4λQ

∥a∥2α2, (19)

其中lf = l2f0, lg = l2g0为未知常数.

根据式(19),设计自适应重复学习控制器u,表达
式为

u = − 9

4λQgm
∥a∥2α+ ûr −

9

4λQgm
(l̂fα+ l̂gû

2
rα),

(20)

其中ûr, l̂f , l̂g分别表示ur, lf , lg的估计值.

考虑未知期望控制输入ur的周期性和有界性,设
计如下全限幅重复学习律用于更新ûr:



1352 控 制 理 论 与 应 用 第 37卷

ûr(t) = sat(ûr0(t)),{
ûr0(t) = sat(ûr0(t−T ))−ϕ(t)µ0α, t∈ [0,∞),

ûr0(t) = 0, t∈ [−T, 0),

(21)

其中: µ0为学习增益, sat(·)为饱和函数,对任一标
量a有

sat(a) =


a, |a| 6 ā,

ā, a > ā,

− ā, a < −ā,

(22)

其中 ā为 a的限幅值.由于 |ur| 6 ūr,因此式 (21)中
ûr0(t)的限幅值取为ūr. ϕ(t)为定义在[0,+∞)上的连

续函数,其表达式为

ϕ(t) =

{
ϕ0(t), t ∈ [0, T ),

1, t ∈ [T,+∞),
(23)

其中ϕ0(t)在t ∈ [0, T )上单调递增,且满足ϕ0(0) = 0.

此外,式(20)中l̂f , l̂g的自适应更新律设计为

˙̂
lf = µ1(

9

4λQ

α2 − ε1 l̂f),

˙̂
lg = µ2(

9

4λQ

û2
rα

2 − ε2 l̂g),

(24)

其中µ1, µ2, ε1, ε2为正常数. 选择l̂f(0) > 0, l̂g(0) >
0,由式(24)可以得出l̂f > 0, l̂g > 0.

将式(20)代入式(19)可得

V̇ 6 −1

6
λQ∥e∥2 +

9

4λQ

l̃fα
2 +

9

4λQ

l̃gû
2
rα

2 − αgrũr,

(25)
其中ũr, l̃f , l̃g分别表示ur, lf , lg的估计误差,定义为
ũr = ur − ûr, l̃f = lf − ĝ1, l̃g = lg − l̂g.

注注注 1 通过构造完全平方式 (18)消除式 (17)中的

lf0|α|∥e∥, lg0|α|∥e∥|ûr|以及|α|∥a∥∥e∥,控制器(20)避免了

使用符号函数,从而削弱控制器的抖振现象.

注注注 2 本文所设计的全限幅学习律(21)有别于常用的

部分限幅学习律,即ûr(t) = sat(ûr(t− T ))− ϕ(t)µ0α. 根据

α的表达式,只要ei, i = 1, 2, · · · , n有界,部分限幅学习律同

样可以保证ûr(t)有界. 然而与全限幅学习律相比,部分限幅

学习律由于含有未限幅项ϕ(t)µ0α,因此难以保证将ûr(t)限

制在指定的界内.

注注注 3 式(21)中,函数ϕ(t)用以保证ûr(t)在t = iT, i =

0, 1, 2, 3, · · ·处的连续性[14],其中ϕ0(t)可选为线性或非线性

形式. 为便于实现,本文ϕ0(t)简单取为线性函数
t

T
.

注注注 4 根据误差动态(9),可直接设计如下自适应鲁棒
控制器(adaptive robust control, ARC)

u = − 9

4λQgm
∥a∥2α− 1

gm
ρ̂sgnα, (26)

其中: sgn(·)表示符号函数, ρ̂表示不确定性fx + ẋnr的上界

估计值.然而,与本文所提控制器(20)相比,控制器(26)的设
计过程未能充分利用期望轨迹的周期特征,且控制信号存在
抖振问题.

注注注 5 本文所设计的全限幅学习律也可以用于定常参

数lf , lg的估计.然而在实际工程应用中,额外的重复学习律

需要使用更多的内存空间,导致硬件成本的上升. 为此,本文

设计自适应更新律来估计未知参数lf , lg,在不影响控制性能

的前提下,更利于实际应用.

4 收收收敛敛敛性性性分分分析析析

引引引理理理1[13] 给定标量a, b,假设|a| 6 b̄,其中b̄为b

的限幅值,有如下不等式成立:

[a− sat(b)][b− sat(b)] 6 0. (27)

定定定理理理 1 给定周期性期望轨迹xr,设计重复学习
控制器(20),全限幅重复学习律(21)以及自适应更新
律(24),则系统(1)的跟踪误差2−范数收敛至原点附近
的邻域内.

证证证 构造如下类Lyapunov函数:

L = V +
1

2µ0

w t

t−T
grũ

2
rdt+

1

2µ1

l̃2f +
1

2µ2

l̃2g.

(28)

对式(28)求导,可得

L̇ = V̇ +
g(xr(t))

2µ0

(ur−ûr)
2 − g(xr(t−T ))

2µ0

×

[ur(t−T )− ûr(t−T )]2 − 1

µ1

l̃f
˙̂
lf −

1

µ2

l̃g
˙̂
lg.

(29)

考虑xr和ur的周期特性,即xr(t) = xr(t− T ),
ur(t) = ur(t− T ),式(29)可写为

L̇ = V̇ +
gr
2µ0

(ur−ûr)
2 − gr

2µ0

[ur−ûr(t−T )]2 −

1

µ1

l̃f
˙̂
lf −

1

µ2

l̃g
˙̂
lg. (30)

由于(a−b)2 − (a−c)2 = (2a− b− c)(b− c),因
此式(30)可改写为

L̇ = V̇ +
gr
2µ0

[2ur − ûr − ûr(t− T )]×

[ûr(t− T )− ûr]−
1

µ1

l̃f
˙̂
lf −

1

µ2

l̃g
˙̂
lg =

V̇ − gr
2µ0

[2ũr + ûr − ûr(t− T )]×

[ûr − ûr(t− T )]− 1

µ1

l̃f
˙̂
lf −

1

µ2

l̃g
˙̂
lg 6

V̇ − gr
µ0

ũr[ûr − ûr(t− T )]− l̃f
˙̂
lf

µ1

− l̃g
˙̂
lg

µ2

.

(31)

由重复学习律(21)可知, ûr(t− T ) = sat(ûr0(t−
T )) = ûr0 + ϕµ0α,其中ϕ = ϕ(t),代入式(31)有
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L̇ 6 V̇ − gr
µ0

ũr[ûr − ûr0 − ϕµ0α]−

1

µ1

l̃f
˙̂
lf −

1

µ2

l̃g
˙̂
lg =

V̇ +
gr
µ0

[ur − sat(ûr0)][ûr0 − sat(ûr0)] +

grϕũrα− 1

µ1

l̃f
˙̂
lf −

1

µ2

l̃g
˙̂
lg. (32)

根据引理1,有不等式[ur−sat(ûr0)][ûr0−sat(ûr0)]

6 0成立,从而式(32)可化简为

L̇ 6 V̇ + grϕũrα− 1

µ1

l̃f
˙̂
lf −

1

µ2

l̃g
˙̂
lg. (33)

将式(25)代入式(33)可得

L̇ 6 −1

6
λQ∥e∥2 + (ϕ− 1)grũrα+

9

4λQ

l̃fα
2 −

1

µ1

l̃f
˙̂
lf +

9

4λQ

l̃gû
2
rα

2 − 1

µ2

l̃g
˙̂
lg. (34)

将自适应更新律(24)代入式(34)可得

L̇ 6 −1

6
λQ∥e∥2 + (ϕ−1)grũrα+ ε1 l̃f l̂f + ε2 l̃g l̂g =

−1

6
λQ∥e∥2 + (ϕ−1)grũrα+ ε1(−l̃2f + l̃f lf −

1

4
l2f ) +

ε1
4
l2f + ε2(−l̃2g + l̃glg −

1

4
l2g) +

ε2
4
l2g 6

−1

6
λQ∥e∥2 + (ϕ− 1)grũrα+ δ1, (35)

其中δ1 =
ε1
4
l2f +

ε2
4
l2g为正常数.

根据函数ϕ(t)的定义(23),分别在t ∈ [0, T )以及

t ∈ [T,+∞)两个区间上分析∥e∥的收敛性.
当t ∈ [0, T )时,有

L̇ 6

−λQ

6
∥e∥2 + δ1 + |(ϕ− 1)||gr||ũr|∥bTP∥∥e∥ =

−λQ

12
∥e∥2 + δ1 +

12

4λQ

(ϕ− 1)2g2r ũ
2
r∥bTP∥2 −

(

√
λQ

12
∥e∥ −

√
12

4λQ

|(ϕ− 1)||gr||ũr|∥bTP∥)2 6

−λQ

12
∥e∥2 + δ1 +

12

4λQ

(ϕ− 1)2g2r ũ
2
r∥bTP∥2 6

−λQ

12
∥e∥2 + δ2, (36)

其中δ2 = δ1 +
12

λQ

g2mū
2
r∥bTP∥2为正常数. 由式(36)

可得,当∥e∥ >

√
12δ2
λQ

时,有L̇ < 0成立,从而∥e∥在

区间t ∈ [0, T )上有界.

当t ∈ [T,∞)时,由于ϕ ≡ 1,由式(35)可得

L̇ 6 −1

6
λQ∥e∥2 + δ1. (37)

根据式(37),当∥e∥ >

√
6δ1
λQ

时,有L̇ < 0成立,从

而∥e∥最终收敛至区间

lim
t→∞

∥e∥ 6
√

6δ1
λQ

. (38)

由式(38)可知,选择较小的δ1或具有较大λQ的矩

阵Q,可保证∥e∥最终收敛到原点附近的邻域内,且该
邻域随着δ1的减小或λQ增加而减小. 证毕.

注注注 6 根据δ1的表达式可以看出,减小参数ε1和ε2可

保证较小的δ1. 然而由式(24)可知,过小的ε1和ε2会降低l̂f和

l̂g的收敛速度.此外,由控制器(20)可以看出,过小的λQ会使

得控制器增益过低,从而影响跟踪误差的收敛速度.

5 仿仿仿真真真结结结果果果及及及分分分析析析

本节通过永磁步进电机系统与三阶非线性系统两

个仿真实例验证所提自适应重复学习控制(adaptive
repetitive learning control, ARLC)方法的有效性.

例例例 1 在d− q坐标系下,电流反馈永磁步进电机
模型表达式为[20]

ẋ1 = x2,

ẋ2=−D

J
x2 −

Nri
2
f

2J

j∑
i=4

iLfisin(iNrx1)−

TL(x1)

J
+
ifNr

J

j∑
i=1

iLmicos[(1−i)Nrx1]u,

(39)

其中: x1, x2分别表示转子位置、速度, J表示转动惯
量, Nr表示极对数, D表示粘滞摩擦系数, TL(·)表示
负载转矩, if表示永磁体等效电流, u为q轴输入电流,
Nri

2
f

2J

j∑
i=4

iLfisin[iNrx1] 表示齿槽转矩,
j∑

i=1

iLmi ·

cos[(1− i)Nrx1]表示非正弦气隙磁链分布,仿真中取
j = 4. 电机模型具体参数如表1所示.

表 1 永磁步进电机模型参数
Table 1 Model parameters of the permanent magnet

stepper motor

参数 值 参数 值

J /(kg ·m2) 7.33× 10−2 Lf4/H 1.766× 10−3

D 2× 10−3 Lm1/H 5× 10−3

Nr 50 Lm2/H 5× 10−4

TL/(N ·m) 1.72sinx1 Lm3/H 1.66× 10−4

if /A 1 Lm4/H 6.25× 10−5

对比式(1)与式(39),可得控制增益gx表达式为

gx =
ifNr

J

4∑
i=1

iLmicos[(1− i)Nrx1] =

ifNr

J
(Lm1 +

4∑
i=2

iLmicos[(1− i)Nrx1]).

(40)
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由表1可知,系统中Lmi, i=2, 3, 4远小于Lm1,因
此存在正常数gm,满足gx > gm.

周期性期望轨迹设为x1r = sin(0.5πt),其中周期
T = 4 s. 矩阵A, Q分别取为

A =

[
0 1

−1 − 15

]
, Q =

[
12 0

0 3

]
.

通过求解Lyapunov方程(11)得

P =

[
181 12

12 1

]
.

其他控制参数设置为gm = 2.8, µ0 = 240, µ1 = 0.2,

µ2 = 80, ε1 = 1× 10−4, ε2 = 1× 10−5. 系统初值
设置为x1(0) = 0.4, x2(0) = 0.

仿真结果如图1−5所示,其中图1和图2分别描述
了系统状态跟踪轨迹与跟踪误差的2−范数收敛轨迹.
由图1和图2可以看出,本文所提的自适应重复学习控
制方法对周期期望轨迹具有良好的跟踪效果,且随着
系统的周期运行,跟踪误差2−范数收敛至原点附近.
图3给出了期望控制输入ur的估计值及其估计误差.
由图3可知,本文所设计的全限幅学习律(21)可以较准
确地估计期望控制输入ur. 图4给出了系统的控制输
入信号,对比图3和图4可见,系统控制输入u的波形基

本与期望控制输入ur波形保持一致.需要说明的是,
所用的永磁步进电机系统(39)包含了大量的齿槽转矩
与非正弦气隙磁链分布,因此期望控制输入ur本身含

有大量的谐波成分,由于所提ARLC方法可以较准确
地估计ur,因此u的曲线并不光滑,这与理论分析中保
证控制信号连续的结论并不矛盾. 图5给出了未知常
数lf , lg的估计.由图1−5可以看出,本文所提的自适
应重复学习控制方法能够实现对期望控制输入的准

确估计以及对周期期望轨迹的高精度跟踪.

图 1 状态跟踪轨迹

Fig. 1 States tracking trajectories

图 2 跟踪误差2−范数
Fig. 2 2−norm of the tracking error

图 3 期望控制输入的估计ûr及其估计误差ũr

Fig. 3 Estimate of the desired control input ûr and the

estimation error ũr

图 4 控制输入

Fig. 4 Control input
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图 5 未知参数lf , lg的估计

Fig. 5 Estimates of the unknown parameters lf and lg

例例例 2 考虑如下三阶非线性系统:
ẋ1 = x2,

ẋ2 = x3,

ẋ3 = fx + gxu,

(41)

其中: 不确定性fx = x2
1 + x2 + sinx3;控制增益gx =

1 + 0.5sin(x1 + 0.25 sinx2),存在正常数gm,使得gx
> gm.
期望轨迹设为x1r = sin(0.5πt),周期为T = 4 s,

矩阵A, Q分别设为

A =

 0 1 0

0 0 1

−1 − 13 − 7

 , Q =

50 0 0

0 50 0

0 0 50

 . (42)

通过求解Lyapunov方程(11)得

P =

340.8 180.8 25

180.8 161.7 15.8

25 15.8 5.8

 . (43)

其他控制参数设置为gm = 0.6, µ0 = 240, µ1 = 0.2,
µ2 = 80, ε1 = 1× 10−4, ε2 = 1× 10−5.
为显示本文所提ARLC方法的优越性,进一步给

出与自适应鲁棒控制(adaptive robust control, ARC)方
法以及自适应神经网络控制(adaptive neural-network
control, ANNC)方法的对比[23]. 其中ARC控制器形式
由式(26)给出,且ρ̂的自适应更新律设计为

˙̂ρ = µρ(|α| − ερρ̂), (44)

其中参数设置为µρ = 2, ερ = 7× 10−2. ARC控制器
(26)中gm同样设置为 0.6,矩阵A, Q, P 的取值同式

(42)−(43),即与ARLC控制器相同.
ANNC控制器由文献[23]给出,具体形式如下:
虚拟控制器α1, α2和控制器u定义为{

α1 = −c1z1 − x2r,

α2 = −c2z2 − z1 − α̇1

(45)

和

u = −z2 − c3z3 − ŴTS(Z), (46)

其中: c1, c2, c3为正常数; z1, z2和z3为误差变量,表
达式为 

z1 = x1 − x1r,

z2 = x2 − α1,

z3 = x3 − α2;

(47)

S(Z) = [s1(Z) s2(Z) · · · sl(Z)]T, Z ∈ Rq为q维输

入向量, l表示神经网络节点个数. si(Z), i = 1, 2,

· · · , l取为高斯函数,表达式为

si(Z) = exp[
−(Z − µi)

T(Z − µi)

η2
i

], (48)

其中: µi = [µi1 µi2 · · · µiq]为聚类中心, ηi为高斯函
数宽度.此外,式(46)中Ŵ = [w1 w2 · · · wl]

T为神经

网络权值向量的估计值,其更新律为
˙̂
W = Γ [S(Z)z3 − σŴ ], (49)

其中: σ为正参数, Γ为增益矩阵.

本仿真实例中, c1, c2和c3的取值根据式(43)的最
后一行在一定范围内进行调节,选取跟踪效果较好的
一组取值为c1=20, c2=25, c3=30. 输入向量Z =

[x1 x2 x3 x2r x3r ẋ3r]
T;神经网络节点数l = 100;

聚类中心µi(i=1, 2, · · · , l)分布于[−3, 3]× [−3, 3]×
[−3, 3]× [−3, 3]× [−3, 3]× [−3, 3]× [−3, 3];高斯
函数宽度取为ηi = 10, i = 1, 2, · · · , l;增益矩阵Γ =

2× I6,其中I6为单位矩阵;正参数σ = 0.5.

仿真对比结果如图6−10所示. 图6和图7给出了
ARLC与ARC以及ANNC的跟踪性能对比. 由图6和
图7可见,在ARC或ANNC控制下系统稳态时仍存在
一定的周期性跟踪误差;而在ARLC控制下,系统周期
性跟踪误差随着系统运行被逐渐消除.因此,本文所
提ARLC方法具有更高的周期轨迹跟踪精度.图8给出
了ARLC与ARC以及ANNC的控制输入对比,由图8
可以看出, ARC方法存在明显的抖振现象,而ARLC
方法和ANNC方法由于在控制设计时避免了使用符
号函数,有效抑制了控制器抖振问题.图9给出了期望
控制输入的估计ûr及其估计误差ũr,可以看出本文所
设计的学习律(21)可实现对期望控制输入的准确估
计.图10给出了未知常数lf , lg的估计.
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图 6 ARLC与ARC以及ANNC的跟踪轨迹对比
Fig. 6 Comparison of tracking trajectories among ARLC,

ARC and ANNC

图 7 ARLC与ARC以及ANNC跟踪误差2−范数对比
Fig. 7 Comparison of 2−norm of tracking error among

ARLC, ARC and ANNC

图 8 ARLC与ARC以及ANNC控制输入对比
Fig. 8 Comparison of control inputs among

ARLC, ARC and ANNC

图 9 期望控制输入的估计ûr及其估计误差ũr

Fig. 9 Estimate of the desired control input ûr and

the estimation error ũr

图 10 未知参数lf , lg的估计

Fig. 10 Estimates of the unknown parameters lf and lg

由图6−10可以看出,本文所提ARLC方法能够实
现对周期轨迹的高精度跟踪以及对期望控制输入的

准确估计.在消除系统周期性跟踪误差和提高系统跟
踪精度的同时,能够有效抑制控制器抖振问题.

6 结结结论论论

本文针对一类非参数不确定系统,基于Lyapunov
方法设计自适应重复学习控制器,实现系统对周期性
期望轨迹的高精度跟踪. 利用期望轨迹的周期特性,
构造周期性期望控制输入,并设计全限幅学习律对其
估计,保证估计值被限制在指定的界内.通过构造完
全平方式消除部分误差相关项,控制器设计中可避免
使用符号函数,从而保证控制信号连续.此外,对非参
数不确定性界的平方设计自适应估计律,减少控制器
对系统模型信息的依赖. 仿真对比验证了本文所提方
法的有效性.
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