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摘要:本文提出了一种李雅普诺夫函数的非线性控制方法. 用于完成欠驱动刚体航天器(UCRS)姿态系统的稳定
控制,确保UCRS全程稳定飞行. 首先,根据已知的UCRS系统的动力学模型和利用(w, z)参数表述的运动学模型,变
换得到动力学和运动学的一体化模型;其次,对于有驱动轴输出力矩作用的姿态控制通道,通过分别构造合适的李
雅普诺夫函数,推导得到驱动轴控制力矩的耦合等式;再次,通过解算两个驱动轴控制力矩的耦合等式,推导得到驱
动轴控制力矩的函数表达式,完成李雅普诺夫函数的非线性控制器(LFNC)设计,确保姿态系统参数的一致收敛;最
终,为了检验本文提出的LFNC的性能,进行了数值仿真实验,另外选取了奇异避免的反步控制器(SABSC)进行比
较,实验结果表明本文提出的控制器LFNC具有更好的控制性能.
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The Lyapunov function nonlinear attitude control of
under-actuated spacecraft
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Abstract: This paper proposes a Lyapunov function nonlinear control algorithm, which is used to finish the stability
control of the under-actuated rigid spacecraft (UCRS) attitude system and make the UCRS fly steadily throughout the
flight. Firstly, according to the known dynamics model and the kinetic model described by using the (w, z) parameters
of the UCRS system, the integrated model of dynamic and kinematic is transformed and expressed. Secondly, for the
attitude control channel with driving shaft output torque, by constructing an appropriate Lyapunov function separately, the
coupling equation of driving shaft control torque is derived. Thirdly, by solving the coupling equations of two driving shaft
control torque, the function expressions of the driving shaft control torque are derived, and the Lyapunov function nonlinear
controller (LFNC) design is finished to ensure that the parameters of the attitude system are uniformly convergent. Finally,
in order to evaluate the performance of LFNC provided by this paper, the numerical simulation experiment is given, and by
comparing with the singularity avoidance back-stepping controller (SABSC), the experimental results confirm that LFNC
proposed in this paper has better control performance.
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1 引引引言言言

欠驱动机械系统是一类控制输入个数小于系统自

由度的控制系统,它广泛地存在于机器人、航空航天
等各个领域,由于控制输入个数的减小,较大地增加
了系统的控制难度,因此它成为控制系统的研究热点
之一.针对欠驱动机械系统,研究人员已经提出了较
多的控制方法,例如文献[1]提出了基于能量的控制方
法;文献[2–3]分别设计了基于神经网络补偿摩擦的奇

异避免能量控制器以及基于模糊神经网络补偿摩擦

的奇异避免能量控制器等.

欠驱动航天器是一类具有强非线性和强耦合性的

复杂机械系统.针对欠驱动航天器的执行机构出现故
障或者缺失的状况,已经出现了较多有价值的研究成
果.文献[4]设计了分段解耦的姿态控制器,每一步解
耦的前提是前面分段的控制误差要尽量地趋近于零;
文献[5]给出了零角动量逆最优的稳定控制器,对输入
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不确定性具有一定的鲁棒性;文献[6]提出了反步控制
器,只是所应用的运动学模型未考虑失控轴的角速度,
给出的反应控制器存在奇异性,需要证明在奇异点姿
态控制系统也是收敛的;文献[7]给出了一种复杂的连
续时变控制律,通过引入辅助变量和设计中间虚拟变
量使得系统的参数趋于稳定;文献[8]给出了零角动量
逆最优的稳定控制器,对输入不确定性具有一定的鲁
棒性;文献[9]采用路径规划获得开环最优控制输入和
非线性预测控制方法(nonlinear model predictive con-
trol, NMPC)实现系统的反馈控制,给出的NMPC方法
计算量较大,需要进一步提升系统的在线优化实时性;
文献[10]将鲁棒变增益PID控制转化为双线性矩阵不
等式可行解的问题,增大了计算量,增加了控制器求
解的复杂度;文献[11]根据Pontryagin极小值原理将
系统姿态运动跟踪问题转化为两点边界值问题,采用
Legendre-Gauss-Lobatto将两点边值问题转换为一个
线性方程组求解.

综上所述,研究结果表明欠驱动轴角速度快速收
敛是航天器姿态系统稳定收敛的重要前提;具有奇异
性的姿态系统控制器,需要证明在奇异点姿态控制系
统也是稳定收敛的;奇异避免的反步控制器,通过构
造结构复杂的理想姿态角速度避免控制器出现奇异

性. 由此本文提出了一种李雅普诺夫函数的非线性连
续控制器:

1) 基于欠驱动刚体航天器动力学和运动学的一
体化模型,考虑失控轴的角速度,设计了李雅普诺夫
函数的非线性控制器,利用三通道之间的强耦合性实
现了驱动轴角速度和欠驱动轴角速度在较短的时间

内快速地收敛到稳定状态.

2) 通过构造合适的李雅普诺夫函数及其一阶导
数的变化控制律,推导得到了李雅普诺夫函数的非线
性连续控制器.

3) 构造的李雅普诺夫函数及其一阶导数的变化
控制律结构简单,通过调节控制律的相关参数,确保
控制器具有较好的快速性和收敛性.

最终,为了检验本文提出的李雅普诺夫函数非线性
控制器(Lyapunov function nonlinear controller, LFNC)
的性能,进行了数值仿真实验,另外选取了奇异避免
的反步控制器进行比较,实验结果表明本文提出的控
制器 (singularity avoidance back-stepping controller,
SABSC)具有较好的控制性能.

2 数数数学学学模模模型型型

2.1 动动动力力力学学学模模模型型型

本文使用的航天器姿态动力学方程[7]如下所示:

J · ω̇ + ω̃ × (J · ω) = T, (1)

其中: ω = (ωx ωy ωz)
T表示航天器姿态角速度; ω̃表

示反对称方阵; T = (Tx Ty Tz)
T表示控制力矩; J

= diag{Jx, Jy, Jz}表示航天器转动惯量.

为了不失一般性,假定刚体航天器绕Y轴的控制

力矩Ty缺失,则航天器动力学方程转化为如下形式:
Jxω̇x + (Jz − Jy)ωyωz = Tx,

Jyω̇y + (Jx − Jz)ωxωz = 0,

Jzω̇z + (Jy − Jx)ωyωx = Tz,

(2)

其中Tx, Tz表示航天器姿态系统的控制输入.

2.2 运运运动动动学学学模模模型型型

本文以(w, z)参数[7]描述的航天器姿态运动学方

程如下所示:
ẇ1 = w2ωz +

1

2
(1 + w2

1 − w2
2)ωx + w1w2ωy,

ẇ2 = −w1ωz +
1

2
(1− w2

1 + w2
2)ωy + w1w2ωx,

ż = ωz + w1ωy − w2ωx,

(3)

其中w1, w2, z表示航天器姿态.

2.3 一一一体体体化化化模模模型型型

由动力学模型式(2)和运动学模型式(3)联合推导
可得

2Jx(ẅ1 − ẇ2ż − w2z̈) + Λx = (1 + w2
1 + w2

2)Tx,

2Jy(ẅ2 − ẇ1ż − w1z̈) + Λy = 0,

2Jz(w2ẅ1 − w1ẅ2 +
z̈

2
(1− w2

1 − w2
2)) + Λz−

2Jzw1ẇ1ż − 2Jzw2ẇ2ż = (1 + w2
1 + w2

2)Tz,

(4)

其中:

Λx =

−Jx

4w1ẇ
2
1 − 4w1w2ẇ1ż + 4w2ẇ1ẇ2 − 4w2

2ẇ2ż

1 + w2
1 + w2

2

+

(Jz − Jy)(1 + w2
1 + w2

2)ωyωz,

Λy =

−Jy

4w1ẇ1ẇ2 + 4w2
1ẇ1ż + 4w2ẇ

2
2 + 4w1w2ẇ2ż

1 + w2
1 + w2

2

+

(Jx − Jz)(1 + w2
1 + w2

2)ωxωz,

Λz =

−Jz

2(w1ẇ1 + w2ẇ2)(2w2ẇ1 + (1− w2
1 − w2

2)ż)

1 + w2
1 + w2

2

+

(Jy − Jx)(1 + w2
1 + w2

2)ωxωy +

4Jzw1ẇ2(w1ẇ1 + w2ẇ2)

1 + w2
1 + w2

2

.

根据式(4)进一步变换可得
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ẅ1 = Γx +
w2

Jz

Tz +
1 + w2

1 − w2
2

2Jx

Tx,

ẅ2 = Γy −
w1

Jz

Tz +
w1w2

Jx

Tx,

z̈ = Γz +
1

Jz

Tz −
w2

Jx

Tx,

(5)

其中:

Γx =
w2(JyJzw2Λx − JxJzw1Λy)

JxJyJz(1 + w2
1 + w2

2)
+

ẇ2ż −
Λx

2Jx

− w2Λz

Jz(1 + w2
1 + w2

2)
,

Γy =
w1(JyJzw2Λx − JxJzw1Λy)

JxJyJz(1 + w2
1 + w2

2)
−

ẇ1ż −
Λy

2Jy

+
w1Λz

Jz(1 + w2
1 + w2

2)
,

Γz =
−Λz

Jz(1 + w2
1 + w2

2)
+

JyJzw2Λx − JxJzw1Λy

JxJyJz(1 + w2
1 + w2

2)
.

3 控控控制制制器器器设设设计计计

在给出的驱动轴控制力矩Tx和Tz耦合等式的基础

上,通过联合解算两个耦合等式,推导得到控制力矩Tx

和Tz的函数表达式,完成李雅普诺夫函数非线性控制
器的设计.

3.1 Tx, Tz耦耦耦合合合等等等式式式设设设计计计

为了便于得到驱动轴控制力矩Tx和Tz的耦合等

式,本文以w1为变量,构造的李雅普诺夫函数如下所
示:

V =
1

2
w̃2

1 +
1

2
JxJyJzẇ

2
1, (6)

其中w̃1=w1 − w1d, w1d为w1期望值,是一个常数. 由
于V>0为正定函数,对其求导可得

V̇ = w̃1ẇ1 + JxJyJzẇ1ẅ1. (7)

根据式(5)可得

V̇ = JxJyJzẇ1(Γx +
w2

Jz

Tz +
1 + w2

1 − w2
2

2Jx

Tx) +

w̃1ẇ1. (8)

本文给出如下控制律:

2JxJyJzΓx + 2JxJyw2T2 + JyJz(w
2
1 − w2

2)Tx =

−2k11ẇ1 − 2k12ẇ1ẇ
2
2 − 2k13ẇ1ẇ

4
2 −

2k14|w̃1|ẇ1 − 2k15|w̃2|ẇ1 − JyJzTx − 2w̃1, (9)

即

V̇ = −k11ẇ
2
1 − k12ẇ

2
1ẇ

2
2 − k13ẇ

2
1ẇ

4
2 −

k14|w̃1|ẇ2
1 − k15|w̃2|ẇ2

1. (10)

注注注 1 k11>0, k12>0, k13>0, k14>0, k15>0为正

数, k11确保姿态控制器具有较好的快速性, k12, k13, k14, k15
确保姿态控制器具有较好的控制精度.

为了简化表示,令

Υx = −2w̃1 − 2JxJyJzΓx − 2k11ẇ1 − 2k12ẇ1ẇ
2
2 −

2k13ẇ1ẇ
4
2 − 2k14|w̃1|ẇ1 − 2k15|w̃2|ẇ1, (11)

则式(9)表示为

2JxJyw2Tz + JyJz(1 + w2
1 − w2

2)Tx = Υx. (12)

另外以z为变量,本文构造的李雅普诺夫函数如下所
示:

L =
1

2
z̃2 +

1

2
JxJyJzż

2, (13)

其中z̃=z−zd, zd为z期望值,是一个常数. 由于L>0

为正定函数,对其求导可得

L̇ = z̃ż + JxJyJzżz̈. (14)

根据式(5)可得

L̇ = z̃ż + JxJyJzż(Γz +
1

Jz

Tz −
w2

Jx

Tx). (15)

本文给出如下控制律:

JxJyTz − JyJzw2Tx =

−2k24|w̃1|ż − 2k22żẇ
2
2 − z̃ −

2k23żẇ
4
2 − 2k25|w̃2|ż − 2k21ż − JxJyJzΓz, (16)

即

L̇ = −2k21ż
2 − 2k22ż

2ẇ2
2 − 2k23ż

2ẇ4
2 −

2k24|w̃1|ż2 − 2k25|w̃2|ż2. (17)

注注注 2 k21 > 0, k22 > 0, k23 > 0, k24 > 0, k25 > 0为

正数, k21确保姿态控制器具有较好的快速性, k22, k23, k24,

k25确保姿态控制器具有较好的控制精度.

为了简化表示,令

Υz = −2k21ż − 2k22żẇ
2
2 − 2k23żẇ

4
2 − 2k24|w̃1|ż −

z̃ − 2k25|w̃2|ż − JxJyJzΓz, (18)

则式(16)表示为

JxJyTz − JyJzw2Tx = Υz. (19)

3.2 Tx, Tz设设设计计计

根据式(12)(19),耦合等式方程组如下所示:{
2JxJyw2Tz + JyJz(1 + w2

1 − w2
2)Tx = Υx,

JxJyTz − JyJzw2Tx = Υz.
(20)

对式(20)进行解算可得
Tx =

Υx − 2w2Υz

JyJz(1 + w2
1 + w2

2)
,

Tz =
w2Υx + (1 + w2

1 − w2
2)Υz

JxJy(1 + w2
1 − w2

2)
.

(21)

注注注 3 由式(20)推导得到驱动轴控制力矩Tx和Tz的函

数表达式,即本文提出的李雅普诺夫函数非线性控制器,完成

欠驱动航天器姿态系统的稳定控制.
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此外,根据式(8)和式(21)可得

V̇ =JxJyJzẇ1(Γx+
w2

Jz

Tz+
1 + w2

1 − w2
2

2Jx

Tx)+

w̃1ẇ=JxJyJzẇ1(Γx+
Υx

2JxJyJz

)+w̃1ẇ1. (22)

将Υx代入式(22)可得

V̇ =−k11ẇ
2
1 − k12ẇ

2
1ẇ

2
2 − k13ẇ

2
1ẇ

4
2 − k14|w̃1|ẇ2

1 −
k15|w̃2|ẇ2

1 + w̃1ẇ1 − w̃1ẇ1, (23)

简化后可得

V̇ = −k11ẇ
2
1 − k12ẇ

2
1ẇ

2
2 − k13ẇ

2
1ẇ

4
2 −

k14|w̃1|ẇ2
1 − k15|w̃2|ẇ2

1 6 0. (24)

注注注 4 由式(24)中V̇60可知,在本文给出的李雅普诺

夫函数非线性控制器的作用下,欠驱动刚体航天器变量w1收

敛到稳定值w1d, ẇ1收敛到0.

同时由式(15)和式(21)推导得到

L̇ = z̃ż + JxJyJzż(Γz +
1

Jz

Tz −
w2

Jx

Tx) =

z̃ż + JxJyJzż(Γz +
Υz

JxJyJz

), (25)

将Υz代入式(25)可得

L̇ = −2k21ż
2 − 2k22ż

2ẇ2
2 − 2k23ż

2ẇ4
2 −

2k24|w̃1|ż2 − 2k25|w̃2|ż2 − z̃ż + z̃ż, (26)

变换后可得

L̇ = −2k21ż
2 − 2k22ż

2ẇ2
2 − 2k23ż

2ẇ4
2 −

2k24|w̃1|ż2 − 2k25|w̃2|ż2 6 0. (27)

注注注 5 由式(27)中L̇60可知,在本文给出的李雅普诺夫

函数非线性控制器的作用下,欠驱动刚体航天器变量z收敛到

稳定值zd, ż收敛到0.

注注注 6 在本文设计的控制器Tx, Tz的作用下, w̃1, z̃收

敛到0, w1和z收敛到期望常值, ωx, ωz收敛到0. Ty = 0时,

由ωx = ωz = 0和式(2)中ω̇y =
Jz − Jx

Jy
ωxωz可得ω̇y = 0, ωy

收敛到一个常值;由ẇ1 = ż = ωx = ωz = 0和式(3)可知ωz=
−2w1ẇ2

1 + w2
1 + w2

2

,可得w2也收敛到一个常值.

4 仿仿仿真真真研研研究究究

为了检验本文提出的李雅普诺夫函数非线性控制

器(LFNC)的性能,另外选取了奇异避免的反步控制器
(SABSC)进行比较,将LFNC, SABSC分别与欠驱动
航天控制器的运动学和动力学模型组成闭环系统进

行数值仿真分析.其中航天器硬件结构参数在表1中
给出. LFNC的主要控制参数在表2中列出.在LFNC
的作用下,假定航天器的初始姿态角速度均为零,初
始参数分别为(w1(0), w2(0), z(0))=(−0.8, 0.2, 0.8)

rad, w1d = zd = 0 rad,航天器姿态系统输出的角速度
曲线等在图1中给出.

表 1 航天器硬件结构参数值
Table 1 Hardware structure parameter values of

spacecraft

参数 绕x轴 绕y轴 绕z轴

Ii/(kg ·m2) 12.0 10.0 12.0

表 2 LFNC参数值
Table 1 Parameters of LFNC

参数
控制器

k11 k12 k13 k14 k15 k21 k22 k23 k24 k25

LFNC 3 5 0.3 0.2 0.5 8 7 1 0.8 0.6
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图 1 w1(0) = −0.8 rad时航天器姿态系统参数的变化曲线
Fig. 1 Curves of parameters of spacecraft attitude system

when w1(0) = −0.8 rad

由图1可知,与SABSC相比,在LFNC的作用下,欠
驱动航天器的参数w1, z, ωx, ωz在较短的时间内收敛

到稳定状态,表明本文提出的控制器具有较好的快速
性和收敛性,其中驱动轴的姿态参数w1, z, ωx, ωz收

敛到零,欠驱动轴的姿态参数w2, ωy在三通道之间耦

合控制力的作用下分别收敛到某个常值状态.

5 结结结论论论

本文主要研究了欠驱动航天器姿态系统的稳定控

制问题,根据航天器姿态系统的动力学模型和利用(w,

z)参数表述的运动学模型,变化得到一体化模型,本

文提出了李雅普诺夫函数非线性控制器LFNC,当Ty

失效时,用于完成航天器姿态系统的稳定控制.由数
值仿真的实验结果可知, w1, w2, z, ωx, ωy, ωz都在较

短的时间内收敛到稳定状态,表明本文给出的LFNC
具有较好的快速性和收敛性.
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