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摘要:传统的迭代学习控制机理中,积分补偿是典型的策略之一,但其跟踪效用并不明确. 本文针对连续线性时
不变系统,对传统的PD–型迭代学习控制律嵌入积分补偿,利用分部积分法和推广的卷积Young不等式,在Lebesgue-
p范数意义下,理论分析一阶和二阶PID–型迭代学习控制律的收敛性态. 结果表明,当比例、积分和导数学习增益满
足适当条件时,一阶PID–型迭代学习控制律是单调收敛的,二阶PID–型迭代学习控制律是双迭代单调收敛的. 数值
仿真验证了积分补偿可有效地提高系统的跟踪性能.
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Abstract: For conventional iterative learning control (ILC) mechanism, the integral compensation is one of typical
strategies but the effect on the tracking performance is ambiguous. This paper exploits the embedment of the integral com-
pensation into the conventional PD-type ILC rule for linear continuous-time-invariant systems. By taking advantages of
the generalized Young inequality of convolution integral, the convergence characteristics of the first-order and the second-
order PID-type ILCs are analyzed, while the tracking error is measured in the form of Lebesgue-p norm. The theoretical
analysis manifests that the first-order PID-type ILC is monotonously convergent whilst the second-order PID-type ILC is
bi-iteratively monotonously convergent under the assumption that the proportional, integral and derivative learning gains
appropriately chosen. Numerical simulations present that an appropriate integration action may enhance the tracking per-
formance.
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1 引引引言言言

20世纪80年代初,日本学者S. Arimoto等人针对
于机械手在某一有限时间区间内重复跟踪给定期望

轨迹问题,提出了迭代学习控制(iterative learning con
-trol, ILC)方法[1],该方法在机器人装配、机电一体
化、港口集装箱自动装卸、间歇工业过程系统等领域

引起了广泛的关注与应用[2–7]. 迭代学习控制的宗旨
是针对特定类型的系统,设计适当的迭代学习控制律,
并对其学习特性,如收敛性和鲁棒性进行评价.

迭代学习控制的基本学习机理是利用系统已有的

跟踪误差信息,修正或补偿系统当前运行次的控制输
入,得到系统下一运行次的控制输入,以使随着系统
运行次的不断增加,系统输出越来越逼近于期望轨线.
经典的迭代学习控制律类型包括D–型[1, 8]、P–型[9–11]、

PD–型、PID–型[12–14]、高阶PD–型[15–17],以及基于反
馈的PD–型、PID–型[18–19]和组合型[20]等. 传统的PID
–型迭代学习控制律的构造对系统动力学知识要求甚
少,但学习增益是根据经验选取的,不具有自适应性,
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因而学习机制是被动的. 当然,当系统动力学信息可
通过辨识或实验测试获取时,在某种性能指标最优意
义下,可得最优或自适应迭代学习策略,以期获得良
好的跟踪性能,此种学习机制是积极主动式的. 诸如
在离散系统中,已有的最优迭代学习控制策略包括H∞

型、最速下降型、Newton-Raphson型、Gauss-Newton
型、范数最优型、参数最优型迭代学习控制机制[21–27]

等.
纵观迭代学习控制的收敛性和鲁棒性研究,其研

究对象和研究方法多种多样. 对于离散时域迭代学习
控制系统而言,得益于数据采样的有限性,采用提升
向量技术,可将系统输入–输出关系表为代数形式,其
收敛性可转化为沿着迭代方向系统的稳定性[28–30].
相对于离散系统的输入–输出代数关系,连续系统的
输入–输出关系是卷积形式,其收敛性分析面临诸多
困难和挑战.如,很难将控制输入从卷积积分中提取
出来,即不易于用跟踪误差对学习性能进行合理的评
估. 如早期文献中[12, 31–32],主要方法是采用λ范数度

量跟踪误差,证明了D–型、PD–型、PID–型迭代学习
控制律的收敛性和鲁棒性,其中λ范数的负指数函数

形式巧妙地消减了对卷积积分进行估计的困难.但仔
细观察λ范数度量意义下的PD–型和PID–型迭代学习
控制律的收敛性和鲁棒性论证过程,不难发现收敛性
是在参数λ充分大的题设下得出的,而且只考量跟踪
误差当迭代次趋向于无穷大时的渐近行为,而没有考
量系统在初始迭代次的暂态学习性能.此外,如文献
[33]所述,理论上,当参数λ的取值充分大且当迭代次

充分大时,即使跟踪误差在λ范数形式下满足精度要

求,但在实际度量如能量意义下,跟踪误差在初始迭
代次会远远超出工程容许度,有时会导致系统崩溃.
尽管如此,根据学习机理,学者们不断积极探索,坚信
当比例、积分和导数补偿增益在适当条件下,可有效
提高迭代学习控制的跟踪性能.已有结果表明, P–型
迭代学习控制律对耗散系统是有效的[34];适当的积分
补偿可改善系统的跟踪性能,但尚无严格论证[35];此
外,文献[36]在sup–范数意义下,证明了PID–型迭代
学习控制算法的跟踪误差在某一子区间上是指数单

调收敛的,其子区间的上界依赖于系统的状态矩阵、
输入和输出矩阵以及比例和导数学习增益,这意味着
比例、积分和导数补偿均可影响系统的暂态和渐近学

习性能.由于sup–范数度量意义下的单调收敛性只囿
于某一子区间,不能保证在整个运行区间上成立,仍
会出现跟踪误差超出容许度的情形;进一步研究中,
文献[17]采用Lebesgue-p范数度量跟踪误差,得出线
性时不变系统的一阶PD–型迭代学习控制律是单调收
敛的,给出了收敛判据由系统动力学和学习增益表达
的显式表示. 特别地,跟踪误差Lebesgue-2范数即是
跟踪误差的能量,但该结果并未涉及积分补偿行为对

跟踪性能的影响.受上文所述的积分补偿积极作用的
启发,本文针对线性连续时不变系统,将积分补偿嵌
入PD–型迭代学习控制策略,在Lebesgue-p范数度量
意义下,研究一阶和二阶PID–型迭代学习控制律的单
调收敛形态.

2 预预预备备备知知知识识识和和和迭迭迭代代代学学学习习习控控控制制制策策策略略略

考虑如下重复性单输入单输出线性时不变系统:
ẋk+1(t) = Axk+1(t) +Buk+1(t),

yk+1(t) = Cxk+1(t),

xk+1(0) = 0, t ∈ [0, Tf ],

(1)

其中: [0, Tf ]为系统的运行区间; k表示系统重复指标,
即迭代次数; x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ R, y(t) ∈ R分别表示
n维状态向量、纯量控制输入和控制输出;矩阵A,
B和C表示状态、输入、输出矩阵. 在运行区间t ∈ [0,

Tf ]上,假设yd(t)为系统(1)的期望轨线,且满足yd(0)

= 0, u1(t)为任意初次运行时的控制输入. 利用初次
跟踪误差,即e1(t) = yd(t)− y1(t)的比例、积分和导

数值对当前运行的控制输入u1(t)进行补偿,产生系统
下一次运行的控制输入u2(t), t ∈ [0, Tf ]. 依次类推,
可迭代生成控制输入序列,即为传统的一阶PID–型迭
代学习控制律,其数学表达式如下:

LPID(1) :

uk+1(t) = uk(t) + Γp1ek(t) +

Γi1

w t

0
ek(s)ds+ Γd1ėk(t),

∀u1(t), t ∈ [0, Tf ], k ∈ Z+, (2)

其中Γp1, Γi1和Γd1分别为比例、积分和导数学习增益.
这里ek(t) = yd(t)− yk(t)表示期望轨线yd(t)与系统

第k次迭代运行时由控制输入uk(t)产生的控制输

出yk(t)之间的跟踪误差. 值得注意的是,在学习控制
律(2)中,下一次运行的控制输入uk+1(t)是由当前运

行时的控制输入和跟踪误差信息组成的,算法(2)被称
为一阶PID–型迭代学习控制更新律.
显然,当导数学习增益Γd1置为零时, PID–型迭代

学习控制律LPID(1)或(2)就退化为PI–型迭代学习控
制律LPI(1). 类似地,通过设置学习增益Γp1, Γd1和

(或)Γi1为零,可得到相应的D–型和P–型迭代学习控
制算法.
此外,利用最近相邻2次迭代跟踪误差联合补偿当

前次控制输入,可得二阶PID–型迭代学习控制律,其
数学表达式如下:

LPID(2) :

∀u1(t), t ∈ [0, Tf ], k = 2, 3, · · · ,

u2(t) = u1(t) + Γp1e1(t) + Γi1

w t

0
e1(s)ds+

Γd1ė1(t),
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uk+1(t) = uk(t) + ω1(Γp1ek(t) + Γi1

w t

0
ek(s)ds+

Γd1ėk(t)) + ω2(Γp2ek−1(t) +

Γi2

w t

0
ek−1(s)ds+ Γd2ėk−1(t)), (3)

其中: Γp2, Γi2和Γd2分别为二阶迭代学习控制律的比

例、积分、导数学习增益; ω1和ω2为权重系数,并满
足0 < ω1, ω2 < 1且ω1 + ω2 = 1.

本文采用Lebesgue-p范数度量跟踪误差,其定义
如下:

定定定义义义 1 对于时间为变量的向量值函数f : [0,

Tf ] → Rm, f(t) = [f1(t) · · · fm(t)]T其Lebesgue-

p范数为[17]

∥f(·)∥p = [
w Tf

0
( max
16i6m

|f i(t)|)pdt] 1p , 1 6 p 6 ∞.

由于

lim
p→∞

∥f(·)∥p = ∥f(·)∥∞ = ∥f(·)∥sup,

即上确界范数

∥f(·)∥sup = sup
06t6Tf

( max
16i6m

|f i(·)|)

是Lebesgue-p范数的特例. 若标量函数 g(t) ∈ R和
h(t) ∈ R, t ∈ [0, Tf ]是Lebesgue可积的,则推广的卷
积Young不等式为

∥g ∗ h(·)∥r 6 ∥g(·)∥q∥h(·)∥p,

其中参数p, q, r满足16p, q, r6+∞且1

r
=
1

p
+
1

q
− 1,

g ∗ h(t) =
w t

0
g(t− τ)h(τ)dτ表示函数g(t)和h(t)在

t ∈ [0, Tf ]上的卷积
[38]. 特别地,当r = p且q = 1时,

卷积不等式为

∥g ∗ h(·)∥p 6 ∥g(·)∥1∥h(·)∥p.

引引引理理理 1 设函数 h(t)在 t ∈ [0, Tf ]上是Lebes-

gue可积的,记用变上限积分H(t) =
w t

0
h(s)ds, t ∈

[0, Tf ],则∥H(·)∥p可估计为

∥H(·)∥p 6 Tf∥h(·)∥p. (4)

证证证 记g(t) = 1, t ∈ [0, Tf ],则∥g(·)∥1=
w Tf

0
1dt

= Tf . 由Lebesgue-p范数的定义及推广的卷积Young
不等式,可得

∥H(·)∥p = (
w Tf

0
|
w t

0
h(s)ds|pdt) 1

p =

(
w Tf

0
|
w t

0
g(t− s)h(s)ds|pdt) 1

p =

∥g ∗ h(·)∥p 6 ∥g(·)∥1∥h(·)∥p 6
Tf∥h(·)∥p.

证毕.

定定定义义义 2 若序列{ek}∞k=1满足

max{e2l+2, e2l+1} < max{e2l, e2l−1}, l ∈ N+,

lim
k→∞

ek = 0,

则称该序列是双迭代单调收敛的.

引引引理理理 2 若非负序列{ek}∞k=1满足

ek+2 6 λ1ek+1 + λ2ek, k ∈ N+ = {1, 2, · · · }, (5)

其中0 < λ1, λ2 < 1且λ = λ1 + λ2 < 1,则

max{e2l+2, e2l+1} 6 λmax{e2l, e2l−1}, l ∈ N+,

(6)

且

lim
k→∞

ek = 0. (7)

证证证 由式(5)可得

ek+2 6 λ1 max{ek+1, ek}+ λ2 max{ek+1, ek} =

λmax{ek+1, ek}, k ∈ N+, (8)

因此,

ek+3 6 λmax{ek+2, ek+1}, k ∈ N+. (9)

结合式(8)–(9),则有

max{ek+3, ek+2} 6 λmax{ek+1, ek}, k ∈ N+.
归纳整理得

max{e4, e3} 6 λmax{e2, e1} < max{e2, e1}.
综上可得

max{e2l+2, e2l+1} 6 λmax{e2l, e2l−1} <

max{e2l, e2l−1}, l ∈ N+. (10)

进一步,不等式(10)可化为

max{e2l+2, e2l+1} 6 λl max{e2, e1}, l ∈ N+.

由条件0 < λ = λ1 + λ2 < 1,得

lim
l→∞

e2l+2 = 0, lim
l→∞

e2l+1 = 0,

从而 lim
k→∞

ek = 0. 证毕.

3 收收收敛敛敛性性性分分分析析析

定定定理理理 1 假设系统(1)的控制输入uk+1(t)是由一

阶PID–型迭代学习控制律LPID(1)给定,如果系统矩
阵A, B和C和学习增益Γp1, Γi1和Γd1满足以下条件:

C1-1):

ρ1 =|1−CBΓd1|+
∥C exp(A · (·))(BΓp1 +ABΓd1)∥1+
Tf∥C exp(A · (·))BΓi1∥1 < 1,

则系统的跟踪误差在Lebesgue-p范数意义下是严格单
调收敛的,即∥ek+1(·)∥p < ∥ek(·)∥p, lim

k→∞
∥ek+1(·)∥p

= 0.
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证证证 由系统动力学模型(1)的初始状态可重置得

ek+1(t) =

yd(t)− yk+1(t) =

[yd(t)− yk(t)]− [yk+1(t)− yk(t)] =

ek(t)− [yk+1(t)− yk(t)] =

ek(t)−C exp(A · t)[xk+1(0)− xk(0)]−

C
w t

0
exp(A · (t− τ))B(uk+1(τ)− uk(τ))dτ =

ek(t)−C
w t

0
exp(A · (t− τ))B[Γp1ek(τ)+

Γi1

w τ

0
ek(s)ds+ Γd1ėk(τ)]dτ. (11)

对式(11)右侧的导数项采用分部积分法,可得

−C
w t

0
exp(A · (t− τ))BΓd1ėk(τ)dτ =

−C
w t

0
exp(A · (t− τ))BΓd1dek(τ) =

−C exp(A · (t− τ))BΓd1ek(τ)|τ=t
τ=0−

C
w t

0
exp(A · (t− τ))ABΓd1ek(τ)dτ =

−CBΓd1ek(t)−

C
w t

0
exp(A · (t− τ))ABΓd1ek(τ)dτ. (12)

将式(12)代入式(11),则有

ek+1(t) =

(1−CBΓd1)ek(t)−w t

0
C exp(A · (t− τ))(BΓp1 +ABΓd1)ek(τ)dτ−w t

0
(C exp(A · (t− τ))BΓi1)Ek(τ)dτ. (13)

对式(13)两边取Lebesgue-p范数,并应用推广的卷
积Young不等式,可得

∥ek+1(·)∥p 6
|1−CBΓd1|∥ek(·)∥p+
∥C exp(A · (·))(BΓp1 +ABΓd1)∥1∥ek(·)∥p+
Tf∥C exp(A · (·))BΓi1∥1∥ek(·)∥p =
ρ1∥ek(·)∥p. (14)

由条件C1-1)中的ρ1 < 1,可知

∥ek+1(·)∥p < ∥ek(·)∥p,

同时,由不等式(14)可得

∥ek+1(·)∥p 6 (ρ1)
k∥e1(·)∥p,

因此 lim
k→∞

∥ek+1(·)∥p = 0. 证毕.

定定定理理理 2 假设系统(1)的控制输入uk+1(t)由二阶

PID–型迭代学习控制律LPID(2)给定,如果系统矩阵
A, B和C和学习增益Γp1, Γi1, Γd1, Γp2, Γi2, Γd2以及

加权系数ω1满足以下条件:

C2-1):

σ1 =| 1
ω1

−CBΓd1|+

∥C exp(A · (·))(BΓp1 +ABΓd1)∥1+

Tf∥C exp(A · (·))BΓi1∥1 < 1;

C2-2):

σ2 =|CBΓd2|+

∥C exp(A · (·))(BΓp2 +ABΓd2)∥1+

Tf∥C exp(A · (·))BΓi2∥1 < 1,

则系统的跟踪误差在Lebesgue-p范数意义下是双迭代
单调收敛的,即

max{∥e2k+2(·)∥p, ∥e2k+1(·)∥p} <

max{∥e2k(·)∥p, ∥e2k−1(·)∥p}

且

lim
k→∞

∥ek+1(·)∥p = 0.

证证证 由系统动力学模型(1)得

ek+1(t) = yd(t)− yk+1(t) =

[yd(t)− yk(t)]− [yk+1(t)− yk(t)] =

ek(t)− [yk+1(t)− yk(t)] =

ek(t)−C exp(A · t)[xk+1(0)− xk(0)]−

C
w t

0
exp(A · (t− τ))B(uk+1(τ)− uk(τ))dτ =

ek(t)− ω1C
w t

0
exp(A · (t− τ))B[Γp1ek(τ)+

Γi1

w τ

0
ek(s)ds+ Γd1ėk(τ)]dτ−

ω2C
w t

0
exp(A · (t− τ))B[Γp2ek−1(τ)+

Γi2

w τ

0
ek−1(s)ds+ Γd2ėk−1(τ)]dτ. (15)

对式(15)右侧的导数项采用分部积分法,可得

−C
w t

0
exp(A · (t− τ))BΓd1ėk(τ)dτ =

−C
w t

0
exp(A · (t− τ))BΓd1dek(τ) =

−C exp(A · (t− τ))BΓd1ek(τ)|τ=t
τ=0−

C
w t

0
exp(A · (t− τ))ABΓd1ek(τ)dτ =

−CBΓd1ek(t)−

C
w t

0
exp(A · (t− τ))ABΓd1ek(τ)dτ. (16)

同理

−C
w t

0
exp(A · (t− τ))BΓd2ėk−1(τ)dτ =

−CBΓd2ek−1(t)−
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C
w t

0
exp(A · (t− τ))ABΓd2ek−1(τ)dτ. (17)

将式(16)–(17)代入式(15),则有

ek+1(t) =

ω1(
1

ω 1
−CBΓd1)ek(t)−

ω1

w t

0
C exp(A · (t− τ))BΓp1ek(τ)dτ−

ω1

w t

0
C exp(A · (t− τ))ABΓd1ek(τ)dτ−

ω1

w t

0
(C exp(A · (t− τ))BΓi1)Ek(τ)dτ−

ω2CBΓd2ek−1(t)−

ω2

w t

0
C exp(A · (t− τ))BΓp2ek−1(τ)dτ−

ω2

w t

0
C exp(A · (t− τ))ABΓd2ek−1(τ)dτ−

ω2

w t

0
(C exp(A · (t− τ))BΓi2)Ek−1(τ)dτ. (18)

对式(18)两边取Lebesgue-p范数,并应用推广的卷积
Young不等式,可得

∥ek+1(·)∥p 6 ω1σ1∥ek(·)∥p+ω2σ2∥ek−1(·)∥p, (19)

其中

σ1 =| 1
ω 1

−CBΓd1|+

∥C exp(A · (·))(BΓp1 +ABΓd1)∥1+
Tf∥C exp(A · (·))BΓi1∥1 < 1,

σ2 =|CBΓd2|+
∥C exp(A · (·))(BΓp2 +ABΓd2)∥1+
Tf∥C exp(A · (·))BΓi2∥1 < 1,

由条件C2-1)和C2-2),可得0 < ω1σ1 + ω2σ2 < 1,利
用引理2,不难得到

max{∥e2k+2(·)∥p, ∥e2k+1(·)∥p} <

max{∥e2k(·)∥p, ∥e2k−1(·)∥p},
lim
k→∞

∥ek+1(·)∥p = 0.

证毕.

注注注 1 类似于文献[17]中的讨论,通过适当选择学习增

益,当σ2 < σ2
1时,可使二阶PID–型迭代学习控制律LPID(2)

的收敛速度快于一阶PID–型迭代学习控制律LPID(1).

注注注 2 因为PID–型迭代学习控制器的物理含义类似于

传统的PID控制器,可借鉴PID控制器增益选取的经验,选取

比例、导数和积分学习增益.

4 数数数值值值仿仿仿真真真

在微电子制造中,快速热处理是半导体加工中不
可缺少的一道工序.在短时间内,硅片的温度必须加
热至较高温度.在通常情况下,单晶反应釜由常规PID

控制器调节,其暂态响应有时会出现响应速度慢、稳
态时间过长、存在稳态误差或暂态响应超调等现

象[39]. 从长远的生产过程来看,快速热加工可看作为
多次重复的间歇过程,因此,可采用迭代学习控制方
法改善其暂态性能.假设由PID控制器调整的反应釜
的动力学模型为

ẋ1(t)

ẋ2(t)

ẋ3(t)

=


0 1 0

0 0 1

−1

8
− 1 − 2


x1(t)

x2(t)

x3(t)

+

0

0
1

6

u(t),

y(t) =

[
1

8

7

8

10

8

]x1(t)

x2(t)

x3(t)

 .

(20)

系统的运行区间设定为[0, 20],初始状态为[x1(0)

x2(0) x3(0)]
T = 0,期望轨迹线为

yd(t) = 1− exp(−0.4t), t ∈ [0, 20].

仿真中,误差的Lebesgue-2范数为

∥ek∥2 = (
w Tf

0
e2k(t)dt)

1
2 .

比比比较较较 1 一阶PID–型和PD–型迭代学习控制律
的单调收敛性: 为了便于对照,一阶PID–型和相对应
的PD–型迭代学习控制律的比例和导数学习增益设置
相同,取Γp1 = 1.1, Γd1 = 1.2, Γi1 = 0.05. 可验证
PID–型控制律的收敛因子ρ1 = 0.75817 < 1, PD–型
控制律的收敛因子ρ̃1 = 0.75073 < 1,满足定理1的
收敛条件.

图1显示PID–型和PD–型迭代学习控制律在第15
次迭代时的跟踪行为,其中: 实线表示期望轨线、虚线
表示PID–型控制律的输出曲线、点划线表示PD–型控
制律的输出曲线.图2是两种控制律的跟踪误差的2范
数曲线,其中k表示系统迭代次数. 从图1和图2可以看
出,一阶PID–型控制律的跟踪误差的2范数小于相应
的PD–型控制律的跟踪误差的2范数,且能消除系统
的稳态误差.

图 1 第15次运行时的跟踪行为
Fig. 1 Tracking behavior of the 15th iteration
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图 2 跟踪误差的2范数的变化趋势
Fig. 2 Tracking error 2-norm tendency

比比比较较较 2 一阶和二阶PID–型迭代学习控制律
LPID(2)的单调收敛性: 在一阶和二阶PID–型迭代学
习控制律中,选取学习增益分别为Γp1 = 1.1, Γd1 =

1.2, Γi1 = 0.03, Γp2 = 1.1, Γd2 = 1.2和Γi2 = 0.1,
权重系数分别为ω1 = 0.9和ω2 = 0.1,通过计算可知
ρ̃1 = 0.7987 < 1, σ1 = 0.9098 < 1和σ2 = 0.3978

< 1,满足定理2的收敛条件.图3为一阶和二阶PID–
型迭代学习控制律在第10次迭代时的输出曲线.图4
为2种迭代学习控制律的跟踪误差的2范数趋势,从图
中可以看出一阶和二阶PID–型迭代学习控制律都具
有较好的跟踪性能.

图 3 第10次运行时的跟踪行为
Fig. 3 Tracking behavior of the 10th iteration

图 4 跟踪误差的2范数的变化趋势
Fig. 4 Tracking error 2-norm tendency

4.1 结结结论论论

本文研究了一类线性时不变系统的一阶和二阶

PID–型迭代学习控制律的收敛性态. 在Lebesgue-p范
数度量意义下,利用推广的卷积Young不等式,理论证
明了控制律的单调收敛性. 在证明过程中,采用范数
的三角不等式对误差的2范数进行估计,这可能导致
当积分补偿嵌入到PD–型迭代学习控制律中时,收敛
条件较为保守.尽管如此,数值仿真表明适当选取积
分学习增益,可进一步改善系统的跟踪性能;特别地,
对于存在稳态误差系统,积分补偿可消除跟踪的稳态
误差. 由于迭代学习控制策略沿迭代方向是误差补偿
方案的积累,也可看作是一种形式的积分,因此,积分
增益的选择需谨慎,或可采取灵活的切换算法或自适
应增益选取方法.
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