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摘要:本文将基于受控拉格朗日函数(CL)的控制器设计方法应用到高阶、强耦合、非线性的永磁同步电动机
(PMSM)的控制问题中. 利用期望的受控能量来构造受控拉格朗日函数,并在广义力中引入速度一次项的保守力,
得到原始方程与受控方程相匹配的条件.通过求解匹配条件中的偏微分方程,得到的非线性光滑反馈控制律可同时
实现位置与速度的全局渐近镇定. 最后,利用LaSalle不变定理对其进行证明. 仿真结果表明了控制律的有效性.
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Abstract: In this paper, the controller design method based on the controlled Lagrangians (CL) is applied to control a
high-order, strong coupled, nonlinear permanent magnet synchronous motor (PMSM). The CL is constructed by using the
desired controlled energy, and the conservative force of the velocity term is introduced into the generalized force to obtain
the matching condition of the original equations and the controlled equations. By solving the partial differential equations
in the matching condition, we develop a nonlinear smooth feedback control law which ensures the global asymptotic
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1 引引引言言言

永磁同步电动机 (permanent magnet synchronous
motor, PMSM)具有结构简单、高效率、高气隙磁通密
度和高功率因数等优点而被广泛地应用在国防、工业

以及社会生活的各个领域,如航空装备、火炮、数控机
床以及医疗等[1]. 因此,研究与改善交流PMSM伺服
系统的控制策略具有重要的理论意义和实用价值.

PMSM为高阶、强耦合及非线性系统,传统的线性
控制策略无法解决输入与输出的耦合以及输出的独

立性控制等问题,无法满足高性能调速系统的控制要

求. 因此,国内外学者对非线性控制理论进行了广泛
深入的研究,取得了一定的成果.应用到PMSM系统
中的非线性控制理论主要有: 滑模变结构控制[2–3]、

反馈线性化[4]、反步法[5]、自抗扰技术[6]、及无源控制

理论[7–8]等,这些非线性理论的应用极大的改进了系
统的动静态性能.文献[3]提出了一种实时改进的滑模
控制器,可实现整个伺服系统的稳态控制,但滑模控
制多次的开关切换可能激活系统未建模的高频成分,
从而导致系统失稳[9]. 文献[4]利用反馈线性化理论对
PMSM进行全局线性化与解耦,并将线性化与解耦的
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电机模型写成可观测的Brunovski标准形,从而可有效
地确定出系统的控制结构;缺点是所有的状态变量都
必须精确测量,才可抵消非线性因素[10]. 文献[5]提出
了一种改进的反步控制器,该控制器可提高速度的动
态响应,实现良好的速度跟踪;缺点是无法对转子磁
链进行有效的位置跟踪[10]. 文献[6]针对PMSM系统
内部参数摄动和外界干扰的问题,运用自抗扰控制来
对参数摄动和外界干扰进行观测和前馈补偿,实现了
系统的线性化,提高了系统的抗干扰能力;缺点是
参数的选取较多,与之对应的取值会影响系统控制
性能[9]. 文献[7–8]将端口受控的哈密顿理论应用到
PMSM系统中,利用互联和阻尼分配无源控制方法来
设计系统控制器,提高了系统的动态响应,实现了
全局的稳定;不足之处是没有实现位置控制.文献
[11–12]通过在受控哈密顿系统中引入积分作用的动
力学反馈、陀螺力和阻尼力,实现了一般哈密顿系统
的鲁棒控制.若选择合适的陀螺力和阻尼力注入,则
系统的动静态性能将会进一步提高. 文献[13]将互联
和阻尼配置的无源控制(interconnection and damping
assignment–-passivity based control, IDA−PBC)以 最

优控制的观点来研究如何调整IDA−PBC的参数,使
其控制性能达到最佳.
本文将利用基于系统的电磁能和机械能来构造控

制器设计技术−受控拉格朗日函数(controlled Lagran-
gians, CL)法[14]. 该方法已发展为与端口受控的耗散
哈密顿系统数学上等价的方法[15],两者相比, CL法的
数学形式更简单、物理意义更明确、易理解. CL法从
欠驱动力学系统角度来分析PMSM系统,使受控系统
从形式上保持拉格朗日力学结构,得到光滑非线性反
馈控制律,具有较大收敛范围,并且有助于实现CL法
鲁棒控制和最优控制.与文献[8]相比,本文得到的光
滑非线性反馈控制律可同时实现位置与速度的全局

渐近镇定,而文献[8]却没有实现.

2 符符符号号号介介介绍绍绍

本文为书写方便,将首次出现的函数和矩阵注明
自变量,下文再出现时将省略. Nn表示前n个自然数;
对于i ∈ Nn,定义集合Ni = {1, · · · , i};用x(q)表示
向量q = [q1 q2 q3]

T的函数, yi表示函数向量Y (q):

R3 → R3的第i个分量,其中: i ∈ N3; Zjk表示函数矩

阵Z(q)的第j行第k列的元素, Zjo和Zok表示其第j个

行向量和第k个列向量; I表示三阶单位矩阵,并定义
如下符号:

x,i =
∂x(q)

∂qi
, Z,i =

Z11,i Z12,i Z13,i

Z21,i Z22,i Z23,i

Z31,i Z32,i Z33,i

 ,

∂qx =

x,1

x,2

x,3

 , ∂qTY =

y1,1 y1,2 y1,3
y2,1 y2,2 y2,3
y3,1 y3,2 y3,3

 .

对于同时具有上下标的符号,实行上标优先原则.

3 PMSM数数数学学学模模模型型型
设PMSM系统的广义坐标为q = [q1 q2 q3]

T,其
中: q1, q2分别为d轴和q轴的电感电荷, q3为电动机机
械角位移;广义速度坐标为q̇ = [q̇1 q̇2 q̇3]

T,其中: q̇1,
q̇2分别为d轴和q轴的电感电流, q̇3表示机械角速度;
u=[u1 u2 0]T为d轴和q轴的原始控制输入,并且u=
O(q)v,其中输入耦合矩阵O = [Io1 Io2], v ∈ R2,

假设PMSM系统产生的磁动势沿气隙圆周按正弦
规律分布;磁路线性且不考虑磁路饱和;忽略系统的
涡流、磁滞损耗、则PMSM系统在两相旋转d–q坐标
系下的原始方程[10]为L1 0 0

0 L2 0

0 0 J


q̈1q̈2
q̈3

+

 0 0 −npL2q̇2
0 0 npL1q̇1

npL2q̇2 −npL1q̇1 0


q̇1q̇2
q̇3

+

R 0 0

0 R npψ0

0 −npψ0 0


q̇1q̇2
q̇3

+

 0

0

TL

 =

u1

u2

0

 , (1)

式中: L1, L2分别为定子在d轴及q轴上的电感分量;
J为系统的转动惯量; TL = T1 + T ′

L为负载转矩,其
中: T1表示空载转矩与电机外加负载转矩之和, T ′

L =

Hq3表示电机与机械负载之间用相对较长的轴连接

时产生的扭转矩,其中H为变形系数; np为极对数; ψ0

为永磁体.

式(1)可简写为

Mq̈ + C(q, q̇)q̇ + C0q̇ + ∂qEp = u, (2)

期望系统在平衡点(qT, q̇T) = (qTd , 0
T)处稳定. 系统

的控制输入必须满足 Ōu = 0,其中 Ō ∈ (O⊥)T,且
(O⊥)TO = 0,故Ō = [0 0 1].

4 基基基于于于受受受控控控拉拉拉格格格朗朗朗日日日函函函数数数的的的PMSM系系系统统统控控控
制制制器器器设设设计计计

4.1 构构构造造造受受受控控控能能能量量量和和和广广广义义义力力力

根据式(2),将线圈绕组和永磁体产生的电磁能与
转子产生的动能两者之和作为系统的受控动能:

Ēk(q, q̇) =
1

2
q̇TM̄(q)q̇,其中: M̄

△
=MK−1(q)M ,K

= KT且|K| ̸= 0. 将负载转矩产生的机械能作为系统
的受控势能: Ēp(q) : R3 → R. 广义力ū ∈ R3,则系
统的受控拉格朗日函数L̄(q, q̇)和受控能量Ē如下所

示: L̄ = Ēk − Ēp,

Ē = Ēk + Ēp,
(3)
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则根据L̄和ū确定的受控方程为

ū = M̄ q̈ + ∂qT(M̄ q̇)q̇ − 1

2
∂q(q̇

TM̄ q̇) + ∂qĒp.

(4)

由式(3)−(4)可得

˙̄E =
d

dt
[q̇T

∂L̄

∂q̇
− L̄] = q̇Tū. (5)

系统的广义力包括两部分,即保守力G(q, q̇)q̇和
耗散力−D(q)q̇,其中耗散矩阵D = DT > 0,保守力
矩阵G = −GT, G矩阵的各元素如下:

G12 = g1q̇1 + g2q̇2 + g3q̇3 + g10,

G13 = g4q̇1 + g5q̇2 + g6q̇3 + g11,

G23 = g7q̇1 + g8q̇2 + g9q̇3 + g12,

(6)

其中: g1, · · · , g9为关于q的函数, g10, g11, g12为常数.

注注注 1 由于原始系统中存在C0q̇项,为与之匹配,在保

守力矩阵G的各元素中引入常数项g10, g11和g12构成速度一

次项的保守力.

对于式(5),当广义力ū = (G−D)q̇时,则有
˙̄E = q̇T(G−D)q̇ 6 0, (7)

即PMSM系统的受控能量是衰减的.

给式(4)两端同时左乘MM̄−1 △
= N(q)可得

Nū = Mq̈ +N [∂qT(M̄ q̇)q̇ −
1

2
∂q(q̇

TM̄ q̇) + ∂qĒp]. (8)

由式(2)和式(8)可得原始控制输入u和广义力ū的如下
关系:

u = (C+C0)q̇ −N [∂qT(M̄ q̇)q̇− 1

2
∂q(q̇

TM̄ q̇)]−

N∂qĒp + ∂qEp +Nū. (9)

根据式(9)和文献[14]的式(9)−(14)可得

u = −1

2
N(Io1q̇

TT (1) + Io2q̇
TT (2) + Io3q̇

TT (3))q̇ +

(C + C0)q̇ +N(ū− Ḡq̇)−N∂qĒp + ∂qEp,

(10)

其中T (i) =MK−1
,i M, i ∈ N3.

4.2 确确确定定定匹匹匹配配配条条条件件件

如果受控方程式(4)与原始方程式(2)相匹配,则由
式(9)确定的控制输入是成立的,即u3 = 0对任意的

(q, q̇)都成立.

定义与G矩阵形式相同的矩阵Ĝ(q, q̇):

Ĝ(q, q̇)
△
= G(q, q̇)− Ḡ(q, q̇), (11)

其中Ĝ(q, q̇)定义了类似于g1, · · · , g12的函数ĝ1, · · · ,
ĝ12.

将ū = (G−D)q̇和式(11)代入到式(10)可得

u = −1

2
N(Io1q̇

TT (1) + Io2q̇
TT (2) + Io3q̇

TT (3))q̇ +

(C + C0)q̇ +N(Ĝ−D)q̇ −N∂qĒp + ∂qEp.

(12)

令N̄
△
= ŌN . 用行向量Ō左乘式(12)并恒取零,可

得系统的匹配条件如下:

0 = N̄1T
(1)
11 +N̄2T

(2)
11 +N̄3(T

(3)
11 +2ĝ4)+2N̄2ĝ1,

(13)

0 = N̄1T
(1)
22 +N̄2T

(2)
22 +N̄3(T

(3)
22 +2ĝ8)−2N̄1ĝ2,

(14)

0 = N̄1T
(1)
33 +N̄3T

(3)
33 +N̄2(T

(2)
33 −2ĝ9)−2N̄1ĝ6,

(15)

0 = N̄1T
(1)
12 +N̄2T

(2)
12 +N̄3T

(3)
12 −N̄1ĝ1+N̄2ĝ2+

N̄3(ĝ5+ĝ7)+np(L1−L2), (16)

0 = N̄1T
(1)
13 +N̄2T

(2)
13 +N̄3T

(3)
13 −N̄1ĝ4 +

N̄3ĝ6 + N̄2(ĝ3−ĝ7), (17)

0 = N̄1T
(1)
23 +N̄2T

(2)
23 +N̄3T

(3)
23 −N̄2ĝ8+N̄3ĝ9−

N̄1(ĝ5+ĝ3), (18)

0 = N̄1Ēp,1+N̄2Ēp,2+N̄3Ēp,3−Ep,3, (19)

0 = N̄1D11+N̄2D21+N̄3D31+N̄2ĝ10+N̄3ĝ11,

(20)

0 = N̄1(ĝ10−D12)−N̄2D22−
N̄3(D32+ĝ12)−npψ0, (21)

0 = N̄1(ĝ11−D13)+N̄2(ĝ12−D23)−N̄3D33. (22)

方程(13)−(18)因只和动能相关,故被称为动能方
程(K方程). 同理,式(19)被称为势能方程(P方程). 对

式 (13)−(18)分别乘以 N̄2
1 , N̄2

2 , N̄ 2
3 , 2N̄1N̄2, 2N̄1N̄3,

2N̄2N̄3后求和,可得一个与保守力项无关的K方程:

2N̄1N̄2np(L1 − L2) = Ō[
∑

i∈N3

N̄iK,i]Ō
T. (23)

受控动能矩阵K的正则条件为|K| ̸= 0. 若N̄1,
N̄2, N̄3都为零时,则根据N, M̄的定义可得|K| = 0.
因此N̄1, N̄2和N̄3不可同时为零. 后文为求解方便,选
取N̄3 ̸= 0.

对式(20)−(22)分别乘以−N̄1, N̄2, N̄3后求和,可
得

0 = N̄DN̄T + N̄2npψ0. (24)

综上所述,将式(13)−(22)以及|K| ̸= 0合起来即

为受控方程与原始方程匹配的条件.

注注注 2 式(19)(23)为偏微分方程,与保守力项有关的方

程(13)−(18)以及式(20)−(22)为线性代数方程组. 因此,先求

解难解的偏微分方程,后面求解代数方程.
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4.3 确确确定定定匹匹匹配配配控控控制制制器器器

令(OTO)−1OT △
= Ô, ÔN

△
= N̂ . 用Ô左乘式(12)

可得PMSM输入耦合的匹配控制器:

v = −1

2
q̇T(N̂a1T

(1) + N̂a2T
(2) + N̂a3T

(3))q̇ +

Ôa1C13q̇3 + npψ0(Ôa2q̇3 − Ôa3q̇2) +

Ôa2C23q̇3 + (Ôa1q̇1 + Ôa2q̇2)R−
(N̂a2Ĝ12 + N̂a3Ĝ13)q̇1 + N̂a1Ĝ13q̇3 +

(N̂a1Ĝ12 − N̂a3Ĝ23)q̇2 + N̂a2Ĝ23q̇3 −
(N̂a1D11 + N̂a2D21 + N̂a3D31)q̇1 − N̂∂qĒp −
(N̂a1D12 + N̂a2D22 + N̂a3D32)q̇2 + Ô∂qEp −
(N̂a1D13 + N̂a2D23 + N̂a3D33)q̇3. (25)

5 求求求解解解匹匹匹配配配条条条件件件

对于PMSM系统,第a个自由度有控制输入作用
(ua ̸= 0);第3个自由度无控制输入作用(u3 = 0),故
a ∈ N2. 相应地,并将前面文中出现的一些符号变为

Ô = OT, N̄ = N3o, OaoN̂ = Nao. (26)

引入函数向量ΓT = −N3o/N33. 由N, M̄的定义
可得K3o = −N33Φ

T(q),其中 ΦT = [Φ1 Φ2 Φ3] =

ΓTM ,相应地有K3a = K33Φa/Φ3. 为保证K > 0,通
常选取Kaa = K33[kaΦ

2
a+ka+nΦ

2
3]/Φ

2
3,其中ka, ka+n

为常数.

用Γ,K33以及Ēp表示的K方程和P方程以及与耗
散力相关的方程如下所示:∑

i∈N3

TiK33,i = 2K33Γ1Γ2(L2 − L1)L
−1
3 , (27)∑

i∈N3

TiĒp,i = K−1
33 Γ

TM03Ep,3, (28)

ΓTDΓ = N−1
33 Γ2npψ0. (29)

令Γ1= 0, Γ2= 0, Γ3= −1,则可得式(27)即K33

的一特解:

K33 = k3, (30)

其中k3为常数.

系统的K矩阵为

K = K33

k4 0 0

0 k5 0

0 0 1

 , (31)

则K矩阵的行列式为|K| = k33k4k5,因此K > 0的一

个充分条件为

k3 > 0, k4 > 0, k5 > 0. (32)

由式(28)可得Ēp正定的解以及满足的条件:

Ēp = (q1 − a1)
2 + (q2 − a2)

2 + (q3 − a3)
2,

(33)

k3 =
1

2
HL3, a3 = −T1L3

2k3
, (34)

其中a1, a2, a3为常数.

通过直接计算,可知Ēp的Hessian矩阵为

∂2Ēp

∂q∂qT
=

2 0 0

0 2 0

0 0 2

 .
观察可知, Hessian矩阵正定. 由Ēp,1(a1) = Ēp,2(a2)

= Ēp,3(a3) = 0可得点(a1 a2 a3)为受控势能的极小

值点.

由式(29)可得D11 = d1, D12 = 0, D13 = 0,

D22 = d2, D23 = 0, D33 = 0,
(35)

其中d1, d2为大于零的任意值.

6 确确确定定定匹匹匹配配配控控控制制制律律律及及及稳稳稳定定定性性性分分分析析析

由N和M̄的定义可得N = KM−1,故由式(31)以
及M−1可得

N = K33


k4
L1

0 0

0
k5
L2

0

0 0
1

L3

 . (36)

因为T (i) =MK−1
,i M ,其中i∈N3. 故由式(31)和

矩阵T (i)可得

T (1) = 0, T (2) = 0, T (3) = 0. (37)

由式(13)−(18), (20)−(22)(26)(36)得到系统匹配
条件中保守力分量函数的解为

ĝ1 = γ1, ĝ2 = γ2,

ĝ3 = γ3, ĝ4 = 0,

ĝ5 =
npL2

N̄3

, ĝ6 = 0,

ĝ7 = −npL1

N̄3

, ĝ8 = 0,

ĝ9 = 0, ĝ10 = γ4,

ĝ11 = 0, ĝ12 = − 1

N̄3

npψ0,

(38)

式中γ1, γ2, γ3, γ4为任意值.

注注注 3 通过观察可知,与保守力相关的方程为含有7个

独立方程的线性方程组. 方程组共有12个变量,其中7个独立

变量, 5个自由变量. 因此,式(38)只是其中的一个解.根据式

(38)可知,匹配条件有大量的解,故与之对应的匹配控制器也

有大量的解.

将式(26)(33)(35)−(38)代入式(25)可得系统的具
体匹配控制律:
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u1 = −npL2q̇2q̇3 +Rq̇1 +
k4L2L3np

L1

q̇2q̇3 +

k3k4
L1

(γ1q̇1 + γ2q̇2 + γ3q̇3 + γ4)q̇2 −

k3k4d1
L1

q̇1 −
2k3k4
L1

(q1 − a1), (39)

u2 = np(ψ0 + npL1q̇1)q̇3 +Rq̇2 −
k3k5
L2

(γ1q̇1 + γ2q̇2 + γ3q̇3 + γ4)q̇1 −

npk5L3

L2

(L1q̇1 + ψ0)q̇3 −
k3k5d2
L2

q̇2 −

−2k3k5
L2

(q2 − a2). (40)

根据以上分析给出以下稳定性结论:

命命命题题题 1 对于PMSM系统,其控制器参数按如下
选取: k3 > 0, k4 > 0, k5 > 0,

d1 > 0, d2 > 0,
(41)

则由式(39)−(40)确定的光滑反馈控制律可使PMSM
系统在(qTd , 0

T)实现全局渐近稳定,其中qTd为受控势
能的极小值点(a1, a2, a3).

证证证 选取受控能量Ē作为Lyapunov函数V . 若式
(41)成立,则V正定. 根据式 (7),则有 V̇ 6 0. 故由式
(39)−(40)所给的控制律可使PMSM系统在期望平衡
点实现全局稳定.

为讨论系统的渐近稳定性,可用反证法证明在
V̇ = 0的集合中不存在非孤立点的轨迹.

假设在该集合中存在这种轨迹,则由V̇ = 0可知

轨迹上存在以下等式:

q̇1 ≡ 0, q̇2 ≡ 0. (42)

在轨迹上应存在某点q0,进而在该点q0的某个领域δ0
内也成立,其中qd /∈ δ0. 沿轨迹对式(42)进行微分和
积分可得 q̈1 ≡ 0, q̈2 ≡ 0,

q1 ≡ α, q2 ≡ β,
(43)

其中α和β为常数.

将式(39)−(40)(42)−(43)代入式(1),可得
2k3k4L

−1
1 (α− a1) ≡ 0,

2k3k5(β − a2) + (k5L3 − L2)npψ0q̇3 ≡ 0,

J q̈3 +
2k3
L3

(q3 − a3) ≡ 0.

(44)

由式 (44)可得到,当

α ≡ a1 ≡ q1, β = a2 ≡ q2,

q3 ≡ a3, q̇3 ≡ 0, q̈3 ≡ 0

时,式(44)才成立,即在V̇ = 0的集合中只存在平衡

点,不存在非孤立点的轨迹,故假设不成立. 又因为
Ēp的Hessian矩阵正定,因此点(qTd , 0

T)为Ēp(q)唯一

极值点. 根据LaSalle不变原理,该匹配控制律在期望
点可实现全局渐近稳定. 证毕.

7 仿仿仿真真真结结结果果果分分分析析析

系统仿真参数按如下选取: d–q轴电感电荷分别为
L1 = 4.5mH, L2 = 3.2mH;负载转矩T1 = 8Nm;变
形系数H = 8;转动惯量J = 0.002 kg·m2;平衡点a1
= 1, a2 = 1, a3 = −1;极对数np = 8;永磁体磁通
ψ0 = 0.4Wb;定子电阻为R = 0.97Ω;控制器的系数
为

k3 = 0.008, k4 = 0.6, k5 = 0.6,

d1 = 3, d2 = 0.4.

仿真结果如图1−4所示.

图 1 d–q轴电感电荷和电流

Fig. 1 d–q axis inductance charge and current

图 2 转子角位移和角速度

Fig. 2 Rotor angular displacement and angular velocity
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图 3 原始能量和受控能量

Fig. 3 Original energy and controlled energy

图 4 电磁转矩和控制输入

Fig. 4 Electromagnetic torque and control input

系统给定的平衡点为(q, q̇) = (qd, 0),且每个状态
赋的初始值为分别为q = [−0.4 − 0.2 − 0.2]T, q̇ =

[1 − 1 40]T. 由图1和图2可知,当PMSM系统正常
工作时,系统在初始状态时,在图4的控制输入作用下,
系统的控制目标能尽快回到平衡点.

根据文献[16]可知, PMSM的电磁转矩的表达式
为Te = T1 + J /npq̈3 + F q̇3 +Hq3,其中F表示与转
速成正比的阻尼系数. 交流电机在一般的调速控制情
况下并最终到达稳态时,系统的加速度q̈3为零. 而负
载转矩T1,角位移q3以及角速度q̇3都不为零,从而根
据电磁转矩的表达式可知其亦不为零. 而在本文中,
当系统运行到达期望的位置平衡点时,广义速度的一
次项以及与之对应的加速度都为零,故电磁转矩为
Te = T1 +Hq3 = T1 +Hqd = 0.

由上文可知,系统所给的受控能量正定,即Ē > 0,
而由式(7)可知 ˙̄E 6 0,故系统的受控能量是衰减的,
直到衰减到受控势能的极小值点,而图3的仿真结果
和本文稳定性证明一致.

8 结结结论论论

本文将CL法应用到高阶、强耦合、非线性的
PMSM的控制问题中. 根据期望的受控能量及其时间
导数来构造CL和广义力,通过它们得到系统的受控方
程. 其中引入速度一次项的保守力,得到原始方程与
其相匹配的条件.通过求解匹配条件中的偏微分方程,
得到与之相匹配的具体控制律.该控制律可同时实现
位置与速度的全局渐近镇定;最后以正定的受控能量
作为Lyapunov函数给系统稳定性证明带来极大简便.

CL法从欠驱动力学系统角度来分析PMSM系统,
使受控系统从形式上保持拉格朗日力学结构,可得到
非线性光滑反馈控制律,具有较大收敛范围,并且有
助于实现鲁棒控制和最优控制.因此,笔者下一步还
可通过借鉴一般哈密顿系统的鲁棒控制来研究鲁棒

CL法.
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