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摘要:本文针对一类具有模型不确定性的上三角非线性系统,利用嵌套饱和函数方法研究其全局镇定问题.首先,
对系统中存在的未知幂指数、未知控制参数和不确定性非线性函数施加适当假设,并基于Lyapunov稳定性定理利
用已知的参数设计局部镇定控制器. 然后,将设计的控制器与饱和函数结合得到饱和控制器. 通过适当选取饱和度,
可以证明只要不确定参数在限定的范围内,该控制器都能够使得闭环系统全局渐近稳定. 最后,选取不同的系统幂
指数搭建数值仿真算例. 在相同的控制器作用下,系统状态和控制轨迹渐近收敛至原点,从而验证了所提控制算法
的有效性和鲁棒性.
关键词: 非线性系统;模型不确定性;嵌套饱和方法;鲁棒性;全局镇定
引用格式: 查雯婷,翟军勇,梁营玉.含模型不确定性的上三角非线性系统的全局镇定. 控制理论与应用, 2020,

37(8): 1790 – 1798
DOI: 10.7641/CTA.2020.90811

Global stabilization of upper-triangular nonlinear systems with
model uncertainties

ZHA Wen-ting1†, ZHAI Jun-yong2, LIANG Ying-yu1

(1. School of Mechanical Electronic & Information Engineering,
China University of Mining & Technology (Beijing), Beijing 100083, China;

2. School of Automation, Southeast University, Nanjing Jiangsu 210096, China)

Abstract: Based on the nested-saturation method, this paper considers the global stabilization problem for a class of
upper-triangular nonlinear systems with model uncertainties. First, with respect to the unknown power integrators, control
coefficients and uncertain nonlinear functions, certain assumptions are imposed. According to the Lyapunov stability
theory, a state-feedback controller, only involving the known parameters, is iteratively designed to locally stabilize the
nonlinear system. Then, a saturated controller is constructed by combining the nested function and the local stabilizer.
With appropriately chosen saturation level, it can be proved that the saturated controller is able to make the closed-loop
system globally asymptotically stable as long as the uncertain terms stay within the specified limits. Finally, a simulation
example is conducted by selecting different sets of power integrators. With the same controller, system state and control
trajectories converge to the origin asymptotically, which indicates the effectiveness and robustness of the proposed control
scheme.
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1 引引引言言言

在实际中,由于外部干扰的存在,往往不能建立准
确的系统模型,如控制参数未知、非线性函数未知、状
态测量函数未知以及系统幂指数未知等. 随着控制理
论的发展,自适应控制被验证为处理不确定系统强有
力的工具. 针对系统控制参数未知的情况,文献[1]将

反步法与自适应技术相结合,给出了全局状态反馈镇

定控制律的设计方法. 在某些物理系统中控制方向难

以确定,如无标定视觉伺服系统[2]. 文献[3]利用Nuss-
baum-type增益方法[4]提出了一种针对三角型不确定

非线性系统的重复学习控制策略,然而系统中的非线
性函数要求已知. 关于未知的非线性函数,通常假设
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其满足线性增长条件或局部Lipschitz条件.当线性增
长率未知时,文献[5]构造了一个通用的自适应输出反
馈控制器,使得系统状态调节至原点,该结果被进一
步推广至更一般的非线性时滞系统[6–7]和随机系统[8]

中. 由于传感器测量噪声的存在或者传感器本身的结
构特性,系统状态不能被准确测量,从而对控制器的
设计带来很大困难.文献[9]基于依次递减齐次度的概
念和增加幂积分方法,解决了高阶不确定非线性系统
的量测反馈鲁棒控制问题.文献[10]中指出由于外部
环境的影响,实际系统模型中的幂指数往往无法确定.
通过将未知幂指数漂移量限定在适当范围内,利用区
域齐次度的概念构造出一个全局状态反馈镇定控制

器. 针对幂指数是时变函数的情况,文献[11]利用系
统幂指数的上下界设计出一个光滑的状态反馈控制

器.

然而,针对模型不确定性的全局控制结果大多集
中于下三角系统或严格反馈系统.实际中的物理系统,
如球–棍系统和倒立摆系统等,常常被描述成上三角
系统或前馈系统.系统结构的特殊性决定了反步法和
增加幂积分等方法不再适用于控制器的设计,因此上
三角非线性系统的全局控制问题吸引了越来越多控

制学者的关注,尤其是高阶上三角非线性系统,即至
少一个系统幂指数大于1. 嵌套饱和函数方法[12]和

forwarding方法[13]是常用的两种控制器设计方法. 通
过对非线性函数施加适当假设,文献[14]给出了高阶
上三角非线性系统的全局镇定饱和控制器设计方法.
为了放宽对系统非线性项的约束,文献[15]将嵌套饱
和函数和增加幂积分方法相结合,解决了控制参数未
知的高阶上三角系统的全局镇定问题.在此基础上,
该结果被进一步推广至一类不确定大规模高阶上三

角非线性系统中[16]. 上述嵌套饱和函数方法是基
于“由上至下”的原则设计控制器,然后将饱和函数
作用于所设计的控制,基于“由下至上”的步骤恰当
选取饱和度,使得系统全局镇定. 与之不同,基于Lya-
punov直接方法的forwarding方法采用的是从下至上
的设计思路. 文献[17]将扰动观测器与forwarding方
法结合,解决了不确定非线性系统的跟踪控制问题.
文献[18–19]将forwarding方法与广义齐次度的概念
相结合,给出了高阶上三角非线性系统的光滑和非光
滑控制器设计方法. 在上述已有的结果中,控制器的
设计都用到了系统的幂指数. 若幂指数未知,该设计
方法将不再适用.

为了研究更一般的上三角系统,本文综合考虑系
统幂指数、控制参数和非线性函数均不确定的情况,
通过将不确定Lyapunov函数与嵌套饱和函数相结合,
解决了一类上三角不确定系统的全局镇定问题.本文
的难点体现在: 1)由于系统幂指数未知,不能利用文
献[15]中传统的嵌套饱和函数方法来设计全局镇定控

制器; 2)文献[10]中针对简单非线性系统的控制器设
计方法不适用于本文考虑的上三角结构的系统; 3)系
统综合考虑各种模型不确定性,给控制器的设计过程
带来更多的困难.

2 问问问题题题描描描述述述及及及假假假设设设

本文研究如下非线性系统的全局镇定问题:
ẋ1 = d1(x)x

p1

2 + ϕ1(x2, · · · , xn, u),
...

ẋn−1 = dn−1(x)x
pn−1
n + ϕn−1(xn, u),

ẋn = dn(x)u+ ϕn(u),

(1)

其中: x = (x1 · · · xn)
T ∈ Rn, u ∈ R分别为系统状

态和控制输入. 对于i = 1, · · · , n− 1,未知幂指数pi
∈ R>1

odd = {q ∈ R : q > 1 , q是两个奇数之比},并且
满足1 6 ai 6 pi 6 bi,其中ai和bi均已知. 不确定非
线性函数di(·)′s和ϕi(·)′s是C1的,且满足ϕi(0) = 0和

di(·) > 0. 为了设计一个全局状态反馈控制器,系
统(1)需满足如下假设条件:

假假假设设设 1 对于i = 1, · · · , n− 2, ai > bi+1成立.

假假假设设设 2 存在正常数di < 1和d̄i满足

0 < di 6 di(·) 6 d̄i, (2)

其中: i = 1, · · · , n, xi+1 = u.

假假假设设设 3 对于i = 1, · · · , n,存在正常数ρ和qi满

足

|ϕi(·)| 6 ρ(|xi+1|qi + · · ·+ |xn|qi + |u|qi), (3)

其中qi > bi.

注注注 1 文献[15]中的假设2.1给出了系统非线性函数所

满足的条件,在此基础上设计了齐次饱和控制器来镇定一类

更广泛的上三角非线性系统.本文所设计的线性结构控制器

是齐次控制器的一种特殊情况,在系统幂指数已知时,上述假

设与文献[15]中假设2.1相一致,从而说明了假设的合理性.

下面给出控制器设计过程中会用到两个的引理.

引引引理理理 1[20] 对于任意的p ∈ R>1
odd, x∈R和y∈R,

以下不等式成立:

|x+ y|p 6 2p−1|xp + yp|,

(|x|+ |y|) 1
p 6 |x| 1p + |y| 1p 6 2

p−1
p (|x|+ |y|) 1

p .

如果满足p > 1和p ∈ R+
odd,则

|x− y|p 6 2p−1|xp − yp|,

|x 1
p − y

1
p | 6 2

p−1
p |x− y| 1p ,

|xp − yp| 6 c|x− y||(x− y)p−1 + yp−1|,

(4)

其中c是一个正常数.

引引引理理理 2[20] 对于任意的正实数 c, d和实函数
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γ(x, y) > 0,如下不等式成立:

|x|c|y|d6 c

c+ d
γ(x, y)|x|c+d+

d

c+ d
γ− c

d (x, y)|y|c+d.

3 局局局部部部镇镇镇定定定控控控制制制器器器设设设计计计

本节针对系统(1)设计状态反馈控制器,使得闭环
系统达到局部稳定. 首先,考虑如下标称系统:

ẋi = di(x)x
pi

i+1, i=1, · · · , n− 1, ẋn = dn(x)u,

(5)

并基于Lyapunov理论[21]迭代地设计局部状态反馈控

制器.

步步步骤骤骤 1 选取Lyapunov函数V1 =
1

2
x2
1,可得V1关

于时间的导数为

V̇1 = d1(x)ξ1(x
p1

2 − x∗p1

2 ) + d1(x)ξ1x
∗p1

2 ,

其中: x∗
2是虚拟控制器, ξ1 = x1.

针对Lyapunov函数V1,定义集合

Ω1 = {x ∈ Rn|V1(x1) 6 N},

其中N是一个正常数. 通过设计线性虚拟控制器

x∗
2 = −β̄1ξ1, β̄1 > (

n

d1
)

1
a1 > (

n

d1
)

1
p1 ,

可得

V̇1|Ω1
6− nξp1+1

1 + d1(x)ξ1(x
p1

2 − x∗p1

2 ). (6)

步步步骤骤骤 k 假设在第k−1步,存在一个关于x1, · · · ,
xk−1正定且径向无界的Lyapunov函数Vk−1 : Rk−1→
R和一系列虚拟控制器x∗

1, · · · , x∗
k,

x∗
1 = 0, ξ1 = x1, x

∗
i = −β̄i−1ξi−1,

ξi =
xi − x∗

i

β̄i−1

, β̄i > 0, i = 2, · · · , k,
(7)

使得

V̇k−1|Ωk−1
6− (n− k + 2)

k−1∑
i=1

ξp1+1
i +

dk−1(·)
β̄k−2

ξ
p1−pk−1+1
k−1 (x

pk−1

k −x
∗pk−1

k ), (8)

其中定义集合Ωj , {x ∈ Rn|Vj(x1, · · · , xj) 6 N},
j = 2, · · · , k − 1满足Ωk−1 ⊂ · · · ⊂ Ω1.

接下来证明式(8)在第k步仍然成立. 为了简便,利
用一个通用的常数c来表示任意有限的正常数,且具
体的数值随着位置的不同而改变.选取如下Lyapunov
函数:

Vk = Vk−1 +
ξp1−pk+2
k

p1 − pk + 2
(9)

和相应的集合Ωk = {x ∈ Rn|Vk(x1, · · · , xk) 6 N}.
由定义可知, Ωk ⊂ Ωk−1成立.

由于ξk =
xk

β̄k−1

+ · · ·+ x2

β̄1

+ x1,结合系统(5),对

Vk求导可得

V̇k|Ωk
6− (n− k + 2)

k−1∑
i=1

ξp1+1
i +

dk(·)
β̄k−1

ξp1−pk+1
k xpk

k+1+

dk−1(·)
β̄k−2

ξ
p1−pk−1+1
k−1 (x

pk−1

k − x
∗pk−1

k )+

ξp1−pk+1
k (

dk−1(·)xpk−1

k

β̄k−2

+ · · ·+

d2(·)xp2

3

β̄1

+ d1(·)xp1

2 ). (10)

根据ξk的定义,由引理1–2可得
dk−1(·)
β̄k−2

ξ
p1−pk−1+1
k−1 (x

pk−1

k − x
∗pk−1

k ) 6

cd̄k−1β̄
pk−1

k−1

β̄k−2

|ξk−1|p1−pk−1+1|ξk|×

(|ξk|pk−1−1 + |ξk−1|pk−1−1) 6
1

2
ξp1+1
k−1 + κkξ

p1+1
k , (11)

其中κk是与ai和bi有关的正常数, i = 1, · · · , k − 1.

由假设1可知, p1> · · ·> pk成立. 因此,根据引理
1–2可得

ξp1−pk+1
k (

dk−1(·)xpk−1

k

β̄k−2

+ · · ·+ d1(·)xp1

2 ) 6

|ξk|p1−pk+1
k−1∑
i=1

2bi−1d̄iβ̄
bi
i

β̄i−1

(|ξi|pi + |ξi+1|pi) 6

1

2

k−1∑
i=1

ξp1+1
i + hk,1(x1, · · · , xk)ξ

p1+1
k , (12)

其中hk,1(·) > 0是一个只和p′is上下界有关的连续函

数, β̄0 = 1.

将式(11)–(12)代入式(10)中,可得

V̇k|Ωk
6− (n− k + 1)

k−1∑
i=1

ξp1+1
i +

dk(·)
β̄k−1

ξp1−pk+1
k x∗pk

k+1+(κk + hk,1(·))ξp1+1
k +

dk(·)
β̄k−1

ξp1−pk+1
k (xpk

k+1 − x∗pk

k+1). (13)

由p1 > · · · > pk知, Vk是一个关于x1, · · · , xk正定且

径向无界的函数,从而x1, · · · , xk在Ωk上有界. 由于
hk,1(·)关于x1, · · · , xk连续,则hk,1(·)在Ωk上有界,即
hk,1(·) 6 h̄k,1, h̄k,1 > 0是一个常数.

通过选取第k + 1个虚拟控制器x∗
k+1 = −β̄kξk,

β̄k > (h̄k,1 + κk + n− k+ 1)
1
ak β̄

1
ak

k−1/d
1
ak

k ,使得如下

不等式成立:

V̇k|Ωk
6− (n− k + 1)

k∑
i=1

ξp1+1
i +
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dk(·)
β̄k−1

ξp1−pk+1
k (xpk

k+1 − x∗pk

k+1). (14)

归纳部分证明完毕.

步步步骤骤骤 n 根据数学归纳法可知,式(14)在k = n时

仍然成立. 故存在一个线性控制器

u = − β̄n

β̄n−1

(
xn + · · ·+ β̄2

β̄1

(x2 + β̄1x1)
)
, (15)

使得

V̇n|Ωn
6 −

n∑
i=1

ξp1+1
i , (16)

其中: Lyapunov函数

Vn =
n∑

i=1

1

p1 − pi + 2
ξp1−pi+2
i ,

集合Ωn,{x ∈ Rn|Vn(x1, · · · , xn)6N}满足Ωn ⊂
· · · ⊂ Ω1. 因此,由Lyapunov稳定性定理可知闭环系
统(5)–(15)在集合Ωn上是局部渐近稳定的.

综合考虑系统(1)和标称系统(5)的关系,可得在控
制器(15)作用下, Lyapunov函数Vn关于系统(1)的导数
为

V̇n|Ωn
6 −

n∑
i=1

ξp1+1
i +

n∑
i=1

∂Vn

∂xi

ϕi. (17)

由假设1–3可知qi > pi > pi+1 > · · · > pn,则不
等式(17)中的非线性项可估计为

n∑
i=1

∂Vn

∂xi

ϕi 6

n∑
i=1

ρ

β̄i−1

(|ξi|p1−pi+1 + · · ·+ |ξn|p1−pn+1)×

(β̄qi
i |ξi+1 − ξi|qi + · · ·+ β̄qi

n |ξn|qi) 6

c
n∑

i=1

(
n∑

j=i

|ξj|p1−pj+1)× (
n∑

j=i

|ξj|qi) 6

R(x1, · · · , xn)(ξ
p1+1
1 + · · ·+ ξp1+1

n ), (18)

其中R(·) > 0是关于x1, · · · , xn的连续函数.

由于Lyapunov函数Vn关于x1, · · · , xn是正定且径

向无界的,因此通过恰当选取N ,使得∀x ∈ Ωn, R(·)

<
1

2
成立. 结合式(17)可知

V̇n|Ωn
6 −1

2

n∑
i=1

ξp1+1
i , (19)

进而可得闭环系统(1)–(15)在集合Ωn上是局部渐近稳

定的.

4 全全全局局局饱饱饱和和和控控控制制制器器器设设设计计计

本节将进一步考虑非线性系统(1)的全局渐近镇定
问题.将设计的控制器(15)与饱和函数

σ(s) =

{
ϵ sgn s, |s| > ϵ,

s, |s| 6 ϵ

相结合,得到如下饱和控制器:

u = − βn

βn−1

σ
(
xn + · · ·+ β2

β1

σ(x2 + β1σ(x1))
)
,

(20)

0 < ϵ < 1是一个待定的参数,同时增益βi > β̄i满足

(
β1

2
)a1d1−1−d̄1b1(2

b1−2 + 1)(1 + βb1−1
1 ) > 0,

(
βi

βi−1

)ai−1((
1

2
)ai

diβi

βi−1

− bi(2
bi−2 + 1)),

−1− αi−1(·)− bi(2
bi−2 + 1) > 0,

∀i = 2, · · · , n− 1,

βn >
2(αn−1(·) + 1)βn−1

dn
,

(21)

其中:

αi(·) =
βi

βi−1

(d̄i(1 +
βi

βi−1

)bi + 1 + αi−1(·)),

i = 2, · · · , n− 1, α1(·) = β1(d̄1(1 + β1)
b1 + 1).

首先引入下列引理,该引理的证明将在附录中给
出.

引引引理理理 3 对于闭环系统(1)–(20),若系统状态满

足|xj| 6 ϵ(1 +
βj−1

βj−2

), j= i+1, · · · , n,则存在式(21)

中定义的αi(β1, · · · , βi)和0 < ϵ1 < 1 ,使得对于任
意的0 < ϵ 6 ϵ1,如下不等式成立: ∀i = 1, · · · , n,{

|ϕi(·)| 6 ϵpi ,

|ui(t̄)− ui(t)| 6 ϵpiαi(·)(t̄− t), ∀t̄ > t,
(22)

其中: ui = − βi

βi−1

σ(xi − ui−1), β0 = 1.

在引理3的基础上,如下定理给出了本文的主要结
论.

定定定理理理 1 在假设1–3的条件下,存在充分小的ϵ ∈
(0, ϵ1],使得饱和控制器(20)能够全局镇定非线性系
统(1).

证证证 上一节给出了系统(1)在集合Ωn中局部镇定

的结论.如果能够证明在饱和控制器(20)作用下,系统
状态经过一段时间后能够进入并永远停留在集合

Ωn中,则系统(1)全局稳定的结论自然成立. 因此,该
定理的证明分为如下两步:

首先,利用归纳法证明当βi满足式(21)时,饱和控
制器(20)能够使得系统状态依次收敛到一个由ϵ决定

的小区域内.

步步步骤骤骤 1 证明存在时刻t1 > 0,使得∀t > t1,

|xn(t)− un−1(t)| < ϵ

成立. 为了得到这个结论,首先利用反证法证明存在
时刻t1 > 0,使得
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|xn(t1)− un−1(t1)| 6
ϵ

2
. (23)

若上式不成立,则∀t > 0, |xn(t)− un−1(t)| >
ϵ

2
. 此

时包括正负两种情形,即xn(t)−un−1(t)>
ϵ

2
, ∀t > 0

和xn(t)− un−1(t) < − ϵ

2
, ∀t > 0. 针对正的情形,可

得

ẋn(t)=dn(·)un(t)+ϕn(·)<− βndn
2βn−1

ϵ+ϵ=−µnϵ,

(24)

其中µn =
βndn
2βn−1

− 1 > 0. 因此, ∀t > 0,

xn(t) < xn(0)− µnϵt. (25)

由un−1的定义可知|un−1(t)| 6
βn−1

βn−2

ϵ,从而∀t > 0,

ϵ

2
− βn−1

βn−2

ϵ < xn(t) < xn(0)− µnϵt. (26)

当时间趋近于无穷大时,上式中的xn(0)− µnϵt将会

趋近于负无穷大,式(26)导致矛盾. 从而,

xn(t)− un−1(t) >
ϵ

2
, ∀t > 0

不成立. 类似可得负的情形也不成立,因此∃t1 > 0,
使得式(23)成立.

接下来同样利用反证法证明∀t > t1,

|xn(t)− un−1(t)| < ϵ

成立. 假设上式不成立,则存在时刻t′1 ∈ [t1,+∞)和

t′′1 ∈ [t1,+∞),使得
|xn(t

′
1)− un−1(t

′
1)| =

ϵ

2
,

|xn(t
′′
1)− un−1(t

′′
1)| = ϵ,

ϵ

2
6 |xn(t)− un−1(t)| 6 ϵ, ∀t ∈ [t′1, t

′′
1 ].

(27)

考虑式(27)中正的情形,则∀t ∈ [t′1, t
′′
1 ],

ẋn(t)=− dn(·)βn

βn−1

σ(xn(t)−un−1(t))+ϕn(·) 6

− dnβnϵ

2βn−1

+ ϵ = −µnϵ. (28)

对式(28)两边在[t′1, t
′′
1 ]上同时积分可得

xn(t
′′
1)− xn(t

′
1) 6 −µnϵ(t

′′
1 − t′1). (29)

另一方面,结合式(27)和|un−1(t)| 6
βn−1

βn−2

ϵ,可得

∀t ∈ [t′1, t
′′
1 ]

|xn(t)| 6 (1 +
βn−1

βn−2

)ϵ. (30)

从而由引理3可知

|un−1(t
′′
1)− un−1(t

′
1)| 6 ϵpn−1αn−1(·)(t′′1 − t′1).

(31)

结合式(29)–(31)可知

ϵ =xn(t
′′
1)− un−1(t

′′
1) =

xn(t
′′
1)− xn(t

′
1) + xn(t

′
1)− un−1(t

′
1)+

un−1(t
′
1)− un−1(t

′′
1) 6

ϵ

2
− µnϵ(t

′′
1 − t′1) + ϵpn−1αn−1(·)(t′′1 − t′1) =

ϵ

2
− ϵ(t′′1 − t′1)(µn − ϵpn−1−1αn−1(·)).

根据式(21)中βn可得µn − ϵpn−1−1αn−1(·) > 0,从而

ϵ = xn(t
′′
1)− un−1(t

′′
1)<

ϵ

2
矛盾. 因此,式(27)中正的

情形不成立. 利用类似的方法可以证明,式(27)中负的
情形也不成立. 故存在一个时刻t1 > 0,对于任意的
t > t1,有|xn(t)− un−1(t)| < ϵ,即

Xn(t) ∈ Qn = {Xn(t) : |xn(t)− un−1(t)| < ϵ}.

步步步骤骤骤 i 假设存在时刻0 6 t1 6 · · · 6 ti−1,使得
∀t > ti−1,有

|xj(t)− uj−1(t)| < ϵ, j = n− i+ 2, · · · , n. (32)

现要证明上式在j = n− i+ 1时仍成立. 按照步
骤1中的证明过程,首先证明∃ti > ti−1,使得

|xn−i+1(ti)− un−i(ti)| 6
ϵ

2
. (33)

利用反证法,假设上式不成立,则∀t > ti−1有

|xn−i+1(t)− un−i(t)| >
ϵ

2
. (34)

为了证明的完整性,这里考虑式(33)中负的情况,
即

xn−i+1(t)− un−i(t) < − ϵ

2
, ∀t > ti−1. (35)

由un−i+1 = −βn−i+1

βn−i

σ(xn−i+1 − un−i)知un−i+1 >

βn−i+1ϵ

2βn−i

. 同时,对于任意的Xj ∈ Qj ,不等式|xj| 6

ϵ(1 +
βj−1

βj−2

), j = n− i+ 2, · · · , n成立. 因此,由引

理3可知

ẋn−i+1 =dn−i+1(·)(xpn−i+1

n−i+2 − u
pn−i+1

n−i+1 )+

dn−i+1(·)upn−i+1

n−i+1 +ϕn−i+1(·) >
dn−i+1(·)(xpn−i+1

n−i+2 − u
pn−i+1

n−i+1 )+

dn−i+1

(βn−i+1ϵ

2βn−i

)pn−i+1−ϵpn−i+1 . (36)

根据引理1,给出如下估计:

|xpn−i+1

n−i+2 − u
pn−i+1

n−i+1 | 6
cn−i+1|xn−i+2 − un−i+1|×
(|xn−i+2−un−i+1|pn−i+1−1+|un−i+1|pn−i+1−1)6

cn−i+1ϵ
pn−i+1

(
1 + (

βn−i+1

βn−i

)pn−i+1−1
)
, (37)
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其中cn−i+1 = bn−i+1(2
bn−i+1−2 + 1).

将式(37)代入式(36)中,可知∀t > ti−1,

ẋn−i+1(t)>(
dn−i+1β

pn−i+1

n−i+1

(2βn−i)pn−i+1
−
cn−i+1β

pn−i+1−1
n−i+1

(βn−i)pn−i+1−1
−

cn−i+1 − 1)ϵpn−i+1 ,
µn−i+1ϵ

pn−i+1 . (38)

根据式(21)中βi’s的取值可知µn−i+1 > 0. 因此,
由式(38)可得∀t > ti−1,

xn−i+1(t)>xn−i+1(ti−1)+µn−i+1ϵ
pn−i+1(t− ti−1).

(39)

又由于|un−i(t)| <
βn−i

βn−i−1

ϵ,结合式(35)(39)可知

xn−i+1(ti−1)+µn−i+1ϵ
pn−i+1(t−ti−1)−

βn−i

βn−i−1

ϵ <

xn−i+1(t)− un−i(t) <

− ϵ

2
,

其中∀t > ti−1. 类似于式(26),当时间t趋近于无穷大

时,上述不等式变成∞ < − ϵ

2
,矛盾. 因此,式(35)不

成立. 对于正的情形,可参照第1步的证明过程. 故必
然存在时刻ti使得式(33)成立.

接下来,同样利用反证法证明∀t > ti,有

|xn−i+1(t)− un−i(t)| < ϵ. (40)

若上式不成立,则存在t′i ∈ [ti,+∞)和t′′i ∈ [ti,+∞),
使得

|xn−i+1(t
′
i)− un−i(t

′
i)| =

ϵ

2
,

|xn−i+1(t
′′
i )− un−i(t

′′
i )| = ϵ,

ϵ

2
6 |xn−i+1(t)− un−i(t)| 6 ϵ, ∀t ∈ [t′i, t

′′
i ].

(41)

考虑到式(41)中负的情形. 由式(38)可知∀t ∈ [t′i, t
′′
i ],

ẋn−i+1(t) > µn−i+1ϵ
pn−i+1 . 两边同时积分可得

xn−i+1(t
′′
i )− xn−i+1(t

′
i) > µn−i+1ϵ

pn−i+1(t′′i − t′i).

(42)

此外,由式(32)(41)以及u′
js的定义可知,对于任意

的t ∈ [t′i, t
′′
i ],有

|xj(t)| 6 (1 +
βj−1

βj−2

)ϵ, j = n− i+ 1, · · · , n. (43)

因此,根据引理3得

|un−i(t
′′
i )−un−i(t

′
i)|6ϵpn−iαn−i(·)(t′′i − t′i). (44)

结合式(41)–(42)以及式(44),可知

− ϵ =

xn−i+1(t
′′
i )− un−i(t

′′
i ) =

xn−i+1(t
′′
i )−xn−i+1(t

′
i)+xn−i+1(t

′
i)− un−i(t

′
i)+

un−i(t
′
i)− un−i(t

′′
i ) >

− ϵ

2
+ ϵpn−i+1(t′′i − t′i)(µn−i+1 − αn−i(·)).

由式(21)中βi’s的取值可得µn−i+1 − αn−i(·) > 0,从

而−ϵ > − ϵ

2
矛盾. 故式(41)中负的情形不成立,同理

可证明正的情形不成立.

综上可知,存在一个时刻ti > ti−1,使得∀t > ti,
|xj(t)− uj−1(t)| 6 ϵ成立, j = n− i+ 1, · · · , n.
步步步骤骤骤 n 根据上述证明过程,由数学归纳法可知,

存在时刻tn−1 > · · · > t1 > 0,使得∀t > tn−1,

|xj(t)− uj−1(t)| < ϵ, j = 2, · · · , n, (45)

从而可得|xj(t)| < (1 +
βj−1

βj−2

)ϵ,其中β0 = 1. 故x1的

导数可以表示成

ẋ1 = d1(x)(x
p1

2 − up1

1 ) + d1(x)u
p1

1 + ϕ1.

由引理3可知|ϕ1(·)|6ϵp1 , ∀t> tn−1. 此外,由引理1–2
可得

|xp1

2 − up1

1 | 6
c1|x2 − u1|(|x2 − u1|p1−1 + |u1|p1−1) 6
c1ϵ

p1(1 + βp1−1
1 ),

其中c1 = b1(2
b1−2 + 1).

结合式(21)中β′
is的取值可知,如果有∀t > tn−1,

x1(t) >
ϵ

2
成立,则

ẋ1(t)<−(d1(
β1

2
)p1−1−d̄1c1(1 + βp1−1

1 ))ϵp1 < 0,

即系统状态x1 >
ϵ

2
对于∀t > tn−1并不成立. 如果∀t

> tn−1, x1(t) < − ϵ

2
,有

ẋ1(t) >
(
d1(

β1

2
)p1−1−d̄1c1(1 + βp1−1

1 )
)
ϵp1 > 0,

则对于任意的t > tn−1,系统状态x1不可能恒小于

− ϵ

2
.

综合上述两种情况可知,存在一个时刻tn > tn−1

使得当∀t > tn时, |x1(t)|6
ϵ

2
< ϵ. 因此,在时刻tn之

后,系统状态Xn(t)将会进入并一直停留在区域Q中,

Q ={Xn : |x1(t) < ϵ|, |x2(t)− u1(t)| < ϵ, · · · ,
|xn(t)− un−1(t)| < ϵ}.

从Q的定义可知,区域Q的大小由饱和度ϵ决定.
此外,由第2节可知闭环系统(5)–(15)在区域Ωn上局

部渐近稳定. 故通过恰当选取参数ϵ满足集合Q⊂Ωn,
可得在tn时间之后,系统状态停留在集合Q中,并且饱
和控制器(20)将退变成非饱和控制器(15). 同时,在控
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制器(15)作用下,系统状态渐近收敛到原点. 因此,闭
环系统(5)–(20)是全局渐近稳定的. 证毕.

5 数数数值值值仿仿仿真真真

本节将利用一个数值仿真例子来验证定理1中所
设计控制算法的有效性.

例例例 1 考虑如下非线性系统:{
ẋ1 = (0.5 + sin2 x1)x

p1

2 + 0.1x2
2,

ẋ2 = u+ 0.2u2,
(46)

其中p1是未知的幂指数并且满足p1 ∈ [1, 2]. 通过计
算可知, 0 < 0.5 6 0.5 + sin2 x1 6 1.5,从而满足假
设2. 同理可验证假设1和假设3均成立. 因此根据定
理1,利用未知幂指数p1的上下界可以设计出如下线

性饱和控制器

u = −β2

β1

σ
(
x2 + β1σ(x1)

)
. (47)

取β1 = 2, β2 = 12, p1 =
5

3
∈ [1, 2],饱和函数的饱和

度ϵ = 0.2. 初始状态为(x1(0), x2(0)) = (0.5,−0.5).
状态响应曲线和控制曲线仿真结果如图1–2所示.

图 1 p1 =
5

3
时闭环系统(46)–(47)的状态响应曲线

Fig. 1 State trajectories of the closed-loop systems (46)–(47)

with p1 =
5

3

图 2 p1 =
5

3
时闭环系统(46)–(47)的控制曲线

Fig. 2 Control trajectory of the closed-loop systems (46)–(47)

with p1 =
5

3

此外,从控制器设计过程中可知,只要幂指数p1在

[1, 2]中取值,所设计的控制器u均可全局镇定系统(46).

为了验证控制器的鲁棒性,选取p1 =
7

5
∈ [1, 2]得

到如图3–4所示的仿真结果.在同样的控制器(47)作用
下,系统状态渐近收敛至原点,这与理论分析的结果
相一致.

图 3 p1 =
7

5
时闭环系统(46)–(47)的状态响应曲线

Fig. 3 State trajectories of the closed-loop systems (46)–(47)

with p1 =
7

5

图 4 p1 =
7

5
时闭环系统(46)–(47)的控制曲线

Fig. 4 Control trajectory of the closed-loop systems (46)–(47)

with p1 =
7

5

6 结结结论论论

本文基于Lyapunov稳定性理论,给出了一种嵌套
饱和控制器的设计方法. 只要系统不确定性能够限定
在指定范围内,该控制器能够全局镇定一类上三角非
线性系统.与现有结果对比,本文的创新点体现在:
1)考虑由于建模不确定性引发的系统幂指数未知的
情况,只利用已知的上下界设计出全局镇定控制器,
同时具有一定的鲁棒性; 2)除此之外,系统中含有更
多的不确定非线性函数,从而能够涵盖一类更广的非
线性系统; 3)与已有的齐次控制器[15]相比,设计的线
性控制器具有更简单的结构,便于在实际工程中的应
用.
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附附附录录录引引引理理理3的的的证证证明明明
证证证 1) 首先证明第 1个不等式成立. 由假设 3可知,当

|xj | 6 ϵ(1 +
βj−1

βj−2
), j = i+ 1, · · · , n,有i = 1, · · · , n− 1,

|ϕi(·)| 6ρϵqi(|1 + βi
βi−1

|qi + · · ·+ | βn
βn−1

|qi). (A1)

此外,由式(20)可知|u| 6 βn
βn−1

ϵ,从而

|ϕn(·)| 6 ρϵqn | βn
βn−1

|qn . (A2)

由于qi > pi,则存在充分小的ϵ1,使得当0 < ϵ 6 ϵ1 < 1时,

dϵqi−pi(|1 + βi
βi−1

|qi + · · ·+ | βn
βn−1

|qi) 6 1

以及dϵqn−1| βn

βn−1
|qn 6 1成立,因此可得|ϕi(·)| 6 ϵpi , i = 1,

· · · , n.
2) 利用数学归纳法迭代地证明第2个不等式.
步步步骤骤骤 1 对于i = 1,由解的连续性可知在[t, t̄]这一时间

段内,存在时间序列tk(k = 1, · · · , N ),使得|x1(tk)| = ϵ. 令

t0 := t, tN+1 := t̄,可得

|u1(t̄)− u1(t)| 6
N∑

k=0

|u1(tk+1)− u1(tk)|. (A3)

若∀t ∈ [tk, tk+1], |x1(t)| > ϵ,则x1(tk)和x1(tk+1)同号,
即x1(tk) > ϵ, x1(tk+1) > ϵ或x1(tk) 6 −ϵ, x1(tk+1) 6 −ϵ.
因此由u1(·)的定义知|u1(tk+1)− u1(tk)| = 0.

若∀t ∈ [tk, tk+1], |x1(t)|6ϵ,则当|xj | 6 ϵ(1 +
βj−1

βj−2
), j

= 2, · · · , n时,有

|u1(tk+1)− u1(tk)| =
β1|x1(tk+1)− x1(tk)| 6

β1
w tk+1

tk
|d1(·)xp1

2 (s) + ϕ1(·)|ds 6

β1
w tk+1

tk
|d̄1ϵp1(1 + β1)

p1 + ϵp1 |ds 6

β1ϵ
p1(d̄1(1 + β1)

p1 + 1)(tk+1 − tk). (A4)

综合两种情况可知,当|xj | 6 ϵ(1 +
βj−1

βj−2
), j = 2, · · · , n时,

|u1(t̄)− u1(t)| 6 ϵp1α1(·)(t̄− t), (A5)

其中α1(·) = β1(d̄1(1 + β1)
b1 + 1).

步步步骤骤骤 i 假设在|xj | 6 ϵ(1 +
βj−1

βj−2
), j = i, · · · , n的条件

下, |ui−1(t̄)− ui−1(t)|6ϵpi−1αi−1(·)(t̄− t), ∀t̄ > t成立. 接

下来证明该结论对第i步也成立.
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类似于步骤1可知,对于任意的时间段[t, t̄],存在时刻tk,
k = 1, · · · , N ,使得|xi(tk)− ui−1(tk)| = ϵ. 则

|ui(t̄)− ui(t)| 6
N∑

k=0

|ui(tk+1)− ui(tk)|, (A6)

其中: t0 := t, tN+1 := t̄. 同样地,只需要考虑∀t ∈ [tk, tk+1],
|xi(t)− ui−1(t)| 6 ϵ这种情况. 类似于式(A4),可得

|ui(tk+1)− ui(tk)| =
βi

βi−1
|xi(tk+1)− ui−1(tk+1)− xi(tk) + ui−1(tk)| 6

βi
βi−1

|xi(tk+1)− xi(tk)|+
βi

βi−1
|ui−1(tk+1)− ui−1(tk)|.

(A7)

当|xj | 6 ϵ(1 +
βj−1

βj−2
), j = i+ 1, · · · , n时,有

|xi(tk+1)− xi(tk)| 6w tk+1

tk
|di(·)xpi

i+1(s) + ϕi(·)|ds 6

ϵpi
(
d̄i(1 +

βi
βi−1

)pi + 1
)
(tk+1 − tk). (A8)

根据条件|xi(t)− ui−1(t)|6ϵ, t ∈ [tk, tk+1]和ui−1的定

义可知|xi| 6 (1 +
βi−1

βi−2
)ϵ,从而可得

|ui−1(tk+1)− ui−1(tk)| 6 ϵpiαi−1(·)(tk+1 − tk). (A9)

结合式(A6)–(A9),可得

|ui(t̄)− ui(t)| 6 ϵpiαi(·)
N∑

k=0

(tk+1 − tk) 6 ϵpiαi(·)(t̄− t),

(A10)

其中

αi(·) =
βi

βi−1
(d̄i(1 +

βi
βi−1

)bi + 1 + αi−1(·)).

因此,根据数学归纳法可证明第2个不等式成立. 证毕.
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