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摘要:针对带有加性扰动的双积分器,本文结合嵌套饱和控制与积分滑模控制原理,设计一种带分数指数项的积
分滑模面. 运用Haimo有限时间稳定原理,证明了所设计的积分滑模不会产生奇异性. 相应的控制设计由两部分组
成: 理想控制和不连续控制,可实现滑模面上动态的有限时间稳定,并消除加性扰动的影响.用直流电机角速度控
制系统作为例子,说明了算法的有效性.
关键词: 滑模控制;饱和控制;有限时间控制;镇定;直流电机
引用格式: 吴金尘,刘俊,叶华文. 双积分器的有限时间积分滑模设计及应用. 控制理论与应用, 2020, 37(7): 1578

– 1582
DOI: 10.7641/CTA.2020.90863

Design and application of finite time integral sliding mode of
double integrator

WU Jin-chen, LIU Jun†, YE Hua-wen
(School of Automation, Central South University, Changsha Hunan 410083, China)

Abstract: For the double integrator with an additive disturbance, an integral sliding surface with fractional exponential
term is designed motivated by the nested saturation control approach and integral sliding mode control principle. By using
the Haimo’s finite-time stability theory, it is proved that there is no singularity in the assignment of the integral sliding mode.
The suggested control design consists of two parts: An ideal control and a discontinuous control being to guarantee that the
dynamics on the sliding mode surface is finite-time stable, and the influence of the additive disturbance is eliminated. The
effectiveness of the algorithm is illustrated by dealing with the angular velocity control system of DC motor.
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1 引引引言言言

滑模控制处理不确定系统时具有鲁棒性强的特点,
已经被广泛应用于实际工程中[1–3]. 相较于传统滑模
控制,积分滑模控制由于增加了积分项,可消除加性
扰动的影响.

最初, Utkin提出积分滑模设计的基本方法[4],随
后,国内外很多学者开展了多方面的研究[1, 5–6]. Cao
等人在文献[4]的基础上给出了具有匹配和非匹配扰
动的非线性系统的积分滑模控制方案[7–8]. 积分滑模
控制系统的动态性能主要取决于滑模面与积分项的

选取. 李鹏等人设计了一类具有“小误差放大,大误
差饱和”功能的光滑非线性饱和函数来重设积分滑模

面[9].

近年来,已经有学者将有限时间稳定与积分滑模
结合着展开研究.比如Nair等人提出了基于积分滑模
的鲁棒有限时间事件触发控制策略,利用快速到达定
律来提高收敛速度,并适用于具有模型不确定性干扰
的系统[10]. Laghrouche等人针对不确定非线性系统,
基于积分滑模提出了一种高阶滑模控制方案,解决了
有界不确定性的高阶输入输出系统的有限时间镇定

问题[11]. 上述两个工作均研究模型不确定干扰的情
形.

本文在文献[4]的基础上,针对一类具有加性扰动
的双积分器,受嵌套饱和控制的启发,设计一种新的
积分滑模面,实现受扰双积分器的有限时间镇定. 相
对文献[4]而言,本文的积分滑模面表达式中有分数指
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数,在参数选择上可能出现奇异性. 有趣的是,利用
Haimo[12]有限时间稳定原理,可证明,虽然积分滑模
面含有分数指数,但因为滑模面的合理设置,不会产
生奇异性.

本文余下部分的内容安排如下: 第2节给出几个重
要引理,为后面滑模面与控制器的设计提供理论基础;
第3节针对带加性扰动的双积分器,给出新滑模面及
控制器的设计;第4节将本文算法应用于直流电机角
速度控制系统.

2 准准准备备备工工工作作作

本节给出几个重要引理.

引引引理理理 1 [12] 假设ẋ = g(x)是有限时间稳定的Li-
pschitz连续系统, x ∈ Rn, g(0)=0. 若x(t)在t=T <

∞到达原点,那么lim
t→T

xi(t)

∥x(t)∥
= 0.

引引引理理理 2 [13] 为双积分器系统 ẋ1 = x2, ẋ2 = u0

选取嵌套饱和控制器

u0 = −b2sat
I3
ε (x

I−1
2

2 − x
I−1
2

2∗ ),

x2∗ = −b1sat
I2
ε (x1),

其中Ik(k = 1, 2, 3)为

I1 = 1, I2 = 1 + a > 0, I3 = 1 + 2a,

a=− 2k1
(2k2 + 1)

, k1, k2∈N, 1 6 k1 < k2.

若b1, b2满足

b1 > 2−a, b2 > I2b
I−1
2

1 (1 + b
I−1
2

1 )I3 ,

则控制器u0有限时间镇定上述双积分器系统.

3 有有有限限限时时时间间间积积积分分分滑滑滑模模模控控控制制制设设设计计计

本文考察如下带加性扰动的双积分器

ẋ1 = x2, ẋ2 = u+ h(x, t), (1)

其中加性扰动满足|h(x, t)| 6 H,H > 0. 为了完全消
除加性扰动的影响,受嵌套饱和控制的启发,本文设
计含有分数指数的积分滑模面. 这样可保证滑模面上
的动态有限时间稳定,同时可能导致积分滑模设计的
奇异性. 有趣的是,通过运用Haimo有限时间稳定原
理(引理1),发现所设计的积分滑模面不会出现奇异
性.

3.1 基基基本本本设设设计计计过过过程程程

根据文献[4]的积分滑模设计思想,为系统(1)设计
控制输入

u = u0 + u1, (2)

其中: u0代表理想控制, u1为抵消不确定加性扰动

h(x, t)的不连续控制.积分滑模面s设计为

s = s0(x) + z, s0(x), z ∈ R. (3)

传统滑模面只设置s0,现在增加变量z是为了消除加

性扰动的影响.

假设u1 = u1eq = −h(x, t),且使变量z的动态方

程满足

ż = −∂s0
∂x

(
x2

u0

)
, z(0) = −s0(0), (4)

则有ṡ = 0. 此时ueq为所谓的等效控制.

当u1 ̸= −h(x, t),应设置合适的u1趋使系统状态

到达滑模面. 具体过程如下:

设置候选Lyapunov函数V =
1

2
ssT,有

V̇ = sṡ = s(ż + ṡ0) = s
∂s0
∂x

B(u1 + h(x, t)),

其中B =

(
0

1

)
.

为了得到V̇ < 0,需要满足如下条件:

1)
∂s0
∂x

B正定;

2) s(u1 + h(x, t)) < 0;

3) 方程(4)的非奇异.

3.2 积积积分分分滑滑滑模模模面面面设设设计计计

受引理2中嵌套饱和控制的启发,本文将积分滑模
面s = s0(x) + z中的s0(x)设置为

s0 = x2 − x2∗ = x2 + b1sat
I2
ε (x1). (5)

与传统积分滑模中用状态的线性组合不同,现在

的滑模面表达式中出现了分数指数. 特别是,
∂s0
∂x
将

出现负的分数指数.

直接计算有

∂s0
∂x

=

{
(b1I2x

I2−1
1 , 1), |x1| 6 ε,

(0, 1), |x1| > ε.

此时很容易保证
∂s0
∂x

B正定,因为
∂s0
∂x

B = 1.

下面说明方程(4)不会因为负分数指数而导致奇异
性.

当|x1| > ε时,有

ż = −[
∂s0
∂x1

∂s0
∂x2

]

[
x2

u0

]
= −u0.

当|x1| 6 ε时,有

ż = −[
∂s0
∂x1

∂s0
∂x2

]

[
x2

u0

]
= −b1I2x

I2−1
1 x2 − u0.

此时I2 − 1是负分数指数,必须审慎讨论是否出现奇
异性,也即是否会出现“除零”的现象.对此,本文利
用Haimo的有限时间稳定原理给出相关解释.

首先,根据引理2,下面的控制器有
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u0 = −b2sat

I3
ε (x

I−1
2

2 − x
I−1
2

2∗ ),

x2∗ = −b1sat
I2
ε (x1),

(6)

使得ẋ1 = x2, ẋ2 = u0有限时间稳定. 不妨设驻留时
间为T . 根据引理1,有

lim
t→T

x2(t)√
x2
1(t) + x2

2(t)
= 0,

即x2(t)比x1(t)更快地收敛到零. 注意到

0 < −a =
2k1

2k2 + 1
< 1,

又知道x1(t)比x−a
1 (t)更快地收敛到零. 因此, xa

1x2=
x2

x−a
1

是非奇异的,所以变量z的动态方程(4)是合理的.

3.3 控控控制制制器器器设设设计计计

当u1 ̸= −h(x, t)时,设置不连续控制器u1保证条

件2成立. 具体地,令

u1 = −(M(x) + δ)sgn s, (7)

其中: M(x) > H > |h(x, t)|, δ > 0,则

s(u1 + h(x, t)) < 0.

至此,本文给出了整个积分滑模设计,由式(2)–(7)
描述.

结合理想控制器,最终的控制器为

u= u0 + u1 =

−b2sat
I3
ε (x

I−1
2

2 − x
I−1
2

2∗ )− (M(x) + δ)sgn s.

3.4 有有有限限限时时时间间间稳稳稳定定定分分分析析析

下面证明整个积分滑模设计保证状态x1, x2有限

时间收敛到原点. 以下是简单的分析过程.

首先,对于系统(1),若设置积分滑模控制(2)–(7),
则系统状态在有限时间达到积分滑模面. 事实上,选

取Lyapunov函数V =
1

2
ssT,直接计算有

V̇ = sṡ = s(s0 + ż) =

s(ż +
∂s0
∂x

[
x2

u0 + u1 + h

]
) =

s(u1 + h) =

s(−(M(x) + δ)sgn s+ h) 6 −δ|s|.

这也意味着该积分滑模面是有限时间可达的[14].

其次,满足s = 0, ṡ = 0的积分滑模面上的动态即

为未受扰系统ẋ1 = x2, ẋ2 = u0. 由引理2已知其为有
限时间稳定.

至此,证明了系统状态于有限时间到达滑模面,而
滑模面上的动态系统又有限时间收敛到原点. 总结起
来,得到本文的主要结论.

定定定理理理 1 为系统(1)设计积分滑模控制(2)–(7),则
系统状态x1, x2有限时间收敛到原点.

4 在在在电电电机机机系系系统统统上上上的的的应应应用用用

就实际工程控制系统而言,电机控制是一个相当
活跃的研究课题[15–21]. 下面处理一类带减速机的直
流电机角速度控制系统[16],作为本文所建议的算法的
应用.

4.1 直直直流流流电电电机机机角角角速速速度度度控控控制制制系系系统统统的的的模模模型型型

所考察系统的模型图如图1所示. 图中: i代表电感
电流也就是电枢回路电流, u是施加在电枢电路输入
端子上的电压,可以作为整个电路的控制输入, w1表

示减速机输出轴的角速度, L和R分别表示电枢电阻

和电感, ke和km分别表示电动势常数和电机转矩常

数, n是减速机速降, J0和J1分别表示电机转子转动惯

量和减速机转子转动惯量. 另外, τL表示有界负载转
矩, p0和p1分别表示电机粘性阻尼系数和减速机自身

粘性阻尼系数.

图 1 带减速机的直流永磁电机模型

Fig. 1 DC permanent magnet motor model with reducer

由电路方程与力学方程可得如下数学模型:L
d

dt
i = −Ri− kenω1 + u,

(J1+n2J0)ω̇1=−(p1 + n2p0)+nkmi−τL,
(8)

以减速机输出轴的角速度ω1和角加速度ω̇1作为状态

变量,令Jeq = J1 + n2J0, peq=p1 + n2p0,记系统输
出为y = ω1,直接计算得到

ÿ=−peq
Jeq

ω̇1 −
nkmR

JeqL
i− n2kekmR

JeqL
ω1 +

nkm
Jeq

u− 1

Jeq

τ̇L. (9)

注意到

i =
Jeq

nkm
ẏ +

peq
nkm

y +
1

nkm
τL, (10)

式(9)可以重写为

ÿ + a1ẏ + a0y = pu− R

JeqL
τL − 1

Jeq

τ̇L,

其中:

a0=
n2kmke +Rpeq

JeqL
, a1=

peq
Jeq

+
R

L
, p=

nkm
JeqL

.

令x1 = y, x2 = ẏ, ū = −a0x1 − a1x2 + pu,最终
直流电机的系统方程为{

ẋ1 = x2,

ẋ2 = ū+ ξ.
(11)
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这里ξ作为时变转矩干扰,满足

ξ = − R

JeqL
τL − 1

Jeq

τ̇L.

当有界负载转矩τL满足利普希茨连续条件时,时变转
矩干扰ξ有界.

4.2 积积积分分分滑滑滑模模模控控控制制制器器器的的的设设设计计计

根据本文积分滑模设计思想,令ū = ū0 + ū1,其
中ū0和ū1分别表示理想控制和用于抵消扰动的不连

续控制.根据引理2设置{
ū0 = −b2sat

I3
ε (x

I−1
2

2 − x
I−1
2

2∗ ),

x2∗ = −b1sat
I2
ε (x1).

不连续控制ū1设置为

ū1=−(M(x) + δ)sgn s, M(x)>sup ∥ξ∥, δ>0,

其中积分滑模面为
s = s0 + z,

ż = −[
∂s0
∂x1

∂s0
∂x2

]

[
x2

ū0

]
,

s0 = x2 − x2∗.

根据定理1,整个闭环系统是有限时间稳定的.

4.3 仿仿仿真真真分分分析析析

该电机控制系统的参数如下[16]:

R = 2.5 Ω, ke = 82.3215 mV/(rad · s−1),

L = 0.612 H, Jeq = 2.4 kg ·m2,

km = 82.2 mN ·m/A, n = 81.

不妨令负载转矩τL = 2(1− e−5t) N ·m,则

ξ = − R

JeqL
τL − 1

Jeq

τ̇L = −3.404− 0.763e−5t.

既然sup∥ξ∥ = 3.404,取M(x) + δ = 3.6.

为了减弱抖振,用饱和函数sat 1
300

(s)来替代符号

函数,即u1 = 3.6sat 1
300

(s). 这里

sat 1
300

(s) =


300s, |s| 6 1

300
,

sgn s, |s| > 1

300
.

选取初始状态和控制参数为

(x1(0), x2(0))=(0.2,−0.3), a=− 2

15
, ε=0.5,

b1=1.2, b2=2.5, z(0)=−s0(x(0))=0.0026.

仿真结果如图2–3所示.

直流电机稳态运行时,减速机角速度与角加速度
应为0,电动机能以稳定的角速度运转,这是本文最终
需要的结果.仿真结果表明,积分滑模控制能在有限
时间使直流电机角速度控制系统状态快速收敛到平

衡点.

图 2 系统(11)的角速度与角加速度状态轨迹

Fig. 2 Angle velocity and angular acceleration state trajectory
of system (11)

图 3 系统(11)的控制输入轨迹

Fig. 3 Control input trajectory of system (11)

5 结结结论论论

本文针对一类具有加性扰动的双积分器,在文献
[4]的研究基础上设计了一类新的含有分数指数的积
分滑模面,不仅消除了加性扰动的影响而且保证滑模
上的动态有限时间稳定. 而利用Haimo的有限时间稳
定原理,本文证明了: 虽然积分滑模面设计中出现分
数指数,但滑模动态不会出现奇异性. 通过直流电机
控制系统实现了角速度的快速控制,验证了该种方法
的有效性.
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