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摘要:科学地预测新型冠状病毒肺炎疫情发展趋势对疫情防控至关重要.本文对中国疾病预防控制中心
(CCDC)发布[1]的数据进行了分析,给出了关于新型冠状病毒肺炎的一些可能的统计模型: 传播链中连续病例的发
病时间间隔分布、感染至发病的时间间隔分布和发病至住院的间隔时间3个分布,并形成了感染至确诊的时间间隔
分布表达.结合CCDC统计数据和程晋团队的时滞动力学模型(TDD–NCP模型),本文发展了新的随机时滞动力学模
型(Fudan–CCDC模型),并给出了参数反演结果与疫情分析.
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Abstract: Scientific prediction of the development trend of the novel coronavirus pneumonia epidemic is very impor-
tant for epidemic prevention and control. This paper analyzes the data released by the Centers for Disease Control and
Prevention (CCDC) and provides several statistical models of novel coronavirus pneumonia including the explicit prob-
ability distributions on: the time interval between infection and illness onset; the interval between two illness onsets in
successive cases in a transmission chain; the time from illness onset to hospitalization. As a result, the distribution of time
delay from infection to hospitalization can be formulated. Combining the time-delay model (TDD–NCP) proposed by Jin
Cheng’s group with the statistical data from CCDC, we propose a statistical time-delay model (Fudan–CCDC) and present
some numerical results on parameter identification and outbreak predictions.
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1 背背背景景景介介介绍绍绍

2019年武汉发生的新型冠状病毒肺炎 (novel
coronavirus pneumonia, NCP)疫情牵动了亿万中华儿
女的心, 1月 30日一篇发表在著名医学期刊《新英格
兰医学期刊》(The New England Journal of Medicine)

上的论文《新型冠状病毒感染的肺炎在中国武汉的早

期传播动力学》[1]引发了强烈的反响和争议,也引起
了人们的关注. 现在回顾一下医学界几篇重要的研究
报告:

· 1月24日《柳叶刀》刊登的《武汉市2019年新型
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冠状病毒感染患者的临床特征》[2],是本次新冠肺炎
疫情期间最早披露的临床特征数据. 研究将疫情早
期(截至1月2日)首批患病的 41名患者作为研究对象,
将发病症状与死亡率量化并与其它传染病对比.《科
学》(Science)杂志随后(1月26日)刊文认为,华南海鲜
市场或许并非新冠病毒的唯一发源地.

· 1月29日同样在《柳叶刀》上发表的论文《武汉
市2019例新型冠状病毒性肺炎99例流行病学和临床
特征》[3]将临床病例拓展至99例(截至1月20日,样本
选自武汉金银潭医院).

· 1月30日由《新英格兰医学期刊》刊登的《新型
冠状病毒感染的肺炎在中国武汉的早期传播动力

学》[1],披露了迄今为止最完整的临床诊治数据,共计
425份确诊病例(确诊时间截至1月22日).相比此前两
份研究,这篇论文最重要的结论在于: 2019年12月中
旬以来,新冠病毒已开始人际传播.同时他们测算认
为,现有患者平均将病毒传给了另外2.2人,估计平均
潜伏期为5.2天.

钟南山先生的团队2月6日在Medrxiv公开共享平
台上传了一篇论文《中国2019年新型冠状病毒感染的
临床特征》(Clinical characteristics of 2019 novel cor-
onavirus infection in China)[4],论文通过对截至 1月
29日的1099例确诊患者数据的进行回顾性研究,发现
新冠病毒潜伏期中位数缩短为3天,但最长可达24天,
致死率相对较低.

复旦大学和上海财经大学程晋团队在分析传染病

传播的数学模型如SIR模型[5–7]、SEIR模型[6]和SEI-
JR模型[8]等模型的基础上,考虑了潜伏期对于传播的
时间滞后效应和数据滞后效应,建立了一种新的时滞
动力学模型(time delay dynamic model for novel coro-
navirus pneumonia, TDD–NCP)[9–12]. 西安交通大学
马知恩等[6]的著作《传染病动力学的数学建模与研

究》第2章中提出了对淋病和肺结核等疾病的带有时
滞的数学建模. 但是在研究SARS时,参考CCDC中心
曾光等专家的工作(中国疾病预防控制中心流行病学
首席科学家曾光在他主持的“传染性非典型肺炎传播

链分析”科研项目中给出了SARS传播五大特点,指
出“未发现潜伏期非典病人具有传染性”),认为潜伏
期是否有传染性难以确定(见文献[6]第97页),所以不
考虑潜伏期的传染. 而程晋团队提出的TDD–NCP模
型明确地考虑了潜伏期的传染,通过应用公开数据进
行拟合计算与反演,发现新的模型对实际数据的预测
是比较理想.

中国疾控中心等单位对新型冠状病毒肺炎的研究

成果[1]中已经有了一些统计数据,特别是给出了传播
链中连续病例的发病时间间隔、感染至发病的时间间

隔、发病至住院的间隔时间等图像. CCDC的这些数
据对于传染病的动力学研究是很有价值的,可以看作

是一种新型冠状病毒肺炎的随机动力学模型(类似
于 SARS研究中的工作[13]). 而在 TDD–NCP模型中,
核函数的选择是不确定的. 本文尝试把中国疾控中心
得到的一些经验分布和随机动力行为数据[1]融入到

TDD–NCP模型中,建立有医学数据支持的TDD–NCP
模型,本文把这一类模型称为Fudan–CCDC模型. 下
面在第2节介绍了TDD–NCP模型和其缩减表示形式
TDD–NCP–r模型. 在第3节本文对文献[1]的数据进
行了处理,得到了关于新型冠状病毒肺炎(NCP)的一
些模型: 传播链中连续病例的发病时间间隔分布、感
染至发病的时间间隔分布和发病至住院的间隔时间3
个分布的具体表达式和可能的候选,并形成了感染至
确诊的时间间隔分布.在第4节结合CCDC统计数据和
TDD–NCP模型,本文发展了一系列的随机时滞动力
学模型(Fudan–CCDC模型),然后再第5节给出了参数
反演与疫情分析,最后在结论部分做了一些讨论.

2 武武武汉汉汉新新新型型型冠冠冠状状状病病病毒毒毒时时时滞滞滞动动动力力力学学学模模模型型型

在通常的传染病模型中,通常将人群分为易感染
者S、潜伏者E、传染者I、确诊者J与康复者R,通过
人员之间的转换关系,从而可以建立起所谓的仓室模
型(SIR和SEIR模型等)[6],虽然现在已经有丰富的传
染病模型,并且有许多的深入的数学分析,但是在实
际操作与应用中,模型的建立和变量的选择仍然是一
个有挑战性的问题.在文献[9–10]中,在复旦大学丁光
宏团队关于SARS传播机制研究[8]的基础上,程晋团
队对武汉新型冠状病毒(2019–nCoV,现统称为NCP)
引入了一类新的时滞动力学模型(TDD–NCP),这个模
型研究感染者、确诊者和隔离者之间的关系.下面先
简单介绍一下这个模型,这里约定记号如下:

· I(t): t时刻感染者的累计总数;
· J(t): t时刻确诊者的累计总数;
· G(t): t时刻已感染且未确诊,但已经隔离的人

群的实时总数.
考虑到潜伏期的影响,在TDD–NCP模型中做了如

下假设:
1) 感染者在出现明显症状前会经历τ1天的潜伏

期,一旦出现症状,感染者将寻求治疗,从而转为确诊
病例;

2) 由于政府干预控制措施,某些感染者在潜伏期
内尚未出现症状时已被隔离,在被隔离了平均τ ′

1天后

出现症状成为确诊病例,隔离不影响发病时间.
由此,可以得到如下时滞动力学模型 (TDD–

NCP model)[11]:
dI

dt
= β(I(t)− J(t)−G(t)), (1)

dJ

dt
= γ

w t

0
h1(t−τ1, t

′)β(I(t′)−J(t′)−G(t′))dt′,

(2)
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dG

dt
=ℓ(I(t)−J(t)−G(t))−ℓ

w t

0
h2(t−τ ′

1, t
′)·

(I(t′)− J(t′)−G(t′))dt′. (3)

如果进一步考虑R(t): t时刻康复者的累计总数,假设
确诊者在τ2天后结束治疗,有κ的比例被治愈, 1− κ

的比例死亡. 可以考虑如下的关系:
dR

dt
= κ

w t

0
h3(t−τ1−τ2, t′)β(I(t′)−J(t′)−G(t′))dt′.

(4)
下面对这个模型的动机稍做解释:

1) β定义为传染率,代表每个传染者在单位时间
内平均传染人数. 本文假设确诊者与隔离者均无传染
性,因此,在时刻t能引起进一步传染的人数是I(t)−
J(t)−G(t);

2) 系数γ是致病率参数. 累计确诊人数J(t)均来

自于潜伏期τ1天内的感染人数;

3) 隔离者人数G(t)的变化由以下两个因素决定:
·具有传染性的人群因政府防控措施而被隔离,

其中隔离率为ℓ.
·隔离者在隔离了τ ′

1天后被确诊入院. 时滞项表
示隔离人群受到的历史数据影响.

在政府每日公布的疫情数据中,可以得到累计确
诊人数J(t)和累计治愈人数R(t)的信息.

4) hi(t̂, t
′)(i = 1, 2, 3)是延迟天数的概率分布,

满足归一化条件:w t

0
hi(t̂, t

′)dt′ = 1, t′ ∈ (0, t), i = 1, 2, 3,

这个模型在实际的反演过程中,产生了不同的版
本[9–11],这里本文主要参考文献[11]的版本.

2.1 TDD–NCP–r模模模型型型
如果进一步对TDD–NCP模型进行分析,发现实际

上这个模型可以进一步简化: 引入变量

I0(t) = I(t)− J(t)−G(t). (5)

那么可以用1个方程来描述I0:
dI0(t)

dt
=

βI0(t)− γβ
w t

0
h1(t− τ1, t

′)I0(t
′)dt′ − ℓ(I0(t)−w t

0
h2(t− τ ′

1, t
′)I0(t

′)dt′), (6)

这里γβ = γ ∗ β. 一旦I0确定,可以进一步求解J , G
和R. 这个模型本文称为 TDD–NCP–r模型. 特别地,
如果这里的延迟核函数取为某种δ函数,可以得到如
下的离散d–TDD–NCP–r模型:

I0(t+ 1) = (1 + β − ℓ)I0(t)−
γβI0(t− τ1) + ℓI0(t− τ ′

1), (7)

J(t+ 1) = J(t) + γI0(t− τ1), (8)

G(t+ 1) = G(t) + ℓ(I0(t)− I0(t− τ ′
1)), (9)

这里的τ1和τ ′
1可以与TDD–NCP–r模型不同,通常可

考虑传染病随机模型的最大似然估计得到的时刻.这
个模型可以以天为单位,利用公布的数据来反演参数.

3 CCDC的的的随随随机机机动动动力力力学学学模模模型型型
在中国疾病预防控制中心(以下简称CCDC)的论

文[1]中,研究人员对数据进行了一些统计分析,得到
了一种随机动力学模型[13]. 他们的论文中提到,检查
了10例确诊病例的暴露数据,估计平均潜伏期为5.2
天(95%置信区间, [4.1∼7.0]),绝大部分在12.5天以下,
截至2020年1月4日的流行曲线,流行增长率为每天
0.10,病例倍增时间为7.4天,估计基本传染数R0为2.2
(95%置信区间, [1.4∼3.9]),平均一个病人能传染2.2
个人. 据估计, 1月1日前发病的45名患者从发病到首
次就诊时间按平均为5.8天, 1月1日至11日发病的207
名患者平均为4.6天. 44例在1月1日前发病的患者,发
病到入院的平均时间为12.5天, 1月1日到11日发病的
189例患者的平均时间为9.1天. CCDC在文献 [1]的图
2中给出了这些数据的图形. 研究人员认为从2019年
12月中旬以来,人与人之间的传播主要在密切接触者
中发生,并在随后的一个月逐步向外传播.

由于笔者没有一手的数据资料,从这个图的图像
中抽取数据,并进行了分析和拟合,通过MATLAB
的拟合工具得到有关新型冠状病毒的从感染至发病

的时间间隔、传播链中连续病例的发病时间间隔和发

病至住院的间隔时间的分布信息如下:
·传播链中连续病例的发病时间间隔:传播链中

连续病例的发病时间间隔分布f1(t)为参数为(n, b)

= (5,
2

3
)的Gamma分布,见图1(a).

·感染至发病的时间间隔:感染至发病的时间间
隔分布f2(t)为参数为(µ, σ2) = (1.417, 0.4525)的对
数正态分布,见图1(b).

·发病至住院的间隔时间: 发病至住院的间隔时
间分布 f3(t)为参数为 (λ, k) = (179.9, 2.641)的Wei-
bull分布,见图1(c).

事实上,如果把从感染到确诊分成感染到发病和
发病到确诊,则可得到如下感染到确诊时间分布.

·感染至确诊的时间间隔:感染至确诊(或住院)
的时间间隔分布由两个参数为 (µ, σ2) = {(10.87,
14.46), (15.97, 23.42)}的正态分布组合而成,也可以
用一个正态分布去拟合.

笔者也注意到钟南山团队[4]通过对截至1月29日
的1099例确诊患者数据的回顾性研究,发现新冠病毒
中位数潜伏期缩短为3天,但最长可达24天.由于本文
可以采样得到CCDC的数据,所以基本上以CCDC的
数据为参考模型. 因此本文建议用如下的随机动力学
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模型建模.

(a) 传播链中连续病例的发病时间间隔

(采样自文献[1]图2中子图B)

(b) 感染至发病的时间间隔(采样自文献[1]

图2中子图A)

(c) 发病至住院的间隔时间(采样自文献[1]

图2中子图D)
图 1 时间间隔拟合图

Fig. 1 Fitting curve of interval

·传播链中连续病例的发病时间间隔:待定形状
参数和逆尺度参数的Gamma分布;

·感染至发病的时间间隔:待定期望和方差的对
数正态分布;

·发病至住院的间隔时间: 待定比例和形状参数
的Weibull分布;

·感染至确诊的时间间隔:待定期望和方差的正
态分布或多个正态分布的线性组合.

这些参数的估计可以通过一些实际病例得到. 在
实际模拟中本文采用CCDC的数据得到的表达式.

4 Fudan–CCDC模模模型型型的的的建建建立立立
在本节中,笔者结合TDD–NCP模型和中国疾控中

心的随机动力学模型,提出了下面两种随机动力学模
型:

·假设治病率参数γ = 1,也就是这里不引入治病
率参数.

·将从感染到确诊分成两个过程: 从感染到发
病、从发病到确诊.

在下述模型中,仍然定义I0(t) = I(t)− J(t)−
G(t).

假设在t时刻,被感染的人数是βI0(t),考虑感染
到发病的时间间隔分布f2(t),那么在t时刻发病的人

数是f2(t)与βI0(t)的卷积(没有隔离),然后再考虑发
病到住院的时间间隔分布f3(t),那么从感染到住院的
人数为

βf2(t) ∗ f3(t) ∗ I0(t) =

β
w t

−∞
f3(t− s)

w s

−∞
f2(s− u)I0(u)duds, (10)

这里“∗”表示卷积.也可以直接用感染到住院的时间
间隔分布f4(t)来表示:

βf4(t) ∗ I0(t) = β
w t

−∞
f4(t− s)I0(s)ds. (11)

对于隔离人数的分析可以类似进行. 同时对隔离发生
的时刻做假设得到了如下两个模型: Fudan–CCDC–1
模型和Fudan–CCDC–2模型.

4.1 Fudan–CCDC–1模模模型型型(隔隔隔离离离发发发生生生在在在患患患者者者被被被感感感
染染染的的的时时时刻刻刻)
将感染至住院的间隔时间分布f4代入TDD–NCP

模型,并假设
·所有感染者具有相同的传染能力;
·隔离发生在患者被感染的时刻.

有如下Fudan–CCDC–1模型(隔离发生在患者被
感染的时刻):

dI

dt
= βI0(t), (12)

dJ

dt
= β

w t

−∞
f4(t− s)I0(s)ds, (13)

dG

dt
= ℓI0(t)− ℓ

w t

−∞
f4(t− s)I0(s)ds. (14)

类似地,可以引入如下的离散模型:

I(t+ 1) = I(t) + βI0(t), (15)

J(t+ 1) = J(t) + β
∑
s6t

f4(t− s)I0(s), (16)
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G(t+ 1) = G(t) + ℓI0(t)− ℓ
∑
s6t

f4(t− s)I0(s).

(17)

下面对这个模型做简单的解释:
·第2个方程表示s时刻感染的人在t时刻被隔离.
·第3个方程表示隔离者会因为不断有人被隔离

而增多,而隔离者被确诊也会导致隔离者减少.

4.2 Fudan–CCDC–2模模模型型型(隔隔隔离离离发发发生生生在在在患患患者者者发发发病病病
时时时)
与模型1类似,模型2仍然假设所有感染者具有相

同的传染能力,但此时假设隔离发生在患者发病时,
有如下Fudan–CCDC–2模型:

dI

dt
= βI0(t), (18)

dJ

dt
= β

w t

−∞
f4(t− s)I0(s)ds, (19)

dG

dt
= ℓ

w t

−∞
f2(t− s)I0(s)ds−

ℓ
w t

−∞
f4(t− s)I0(s)ds. (20)

类似地,可以引入如下的离散模型:

I(t+ 1) = I(t) + βI0(t), (21)

J(t+ 1) = J(t) + β
∑
s6t

f4(t− s)I0(s), (22)

G(t+ 1) = G(t) + ℓ
∑
s6t

f2(t− s)I0(s)−

ℓ
∑
s6t

f4(t− s)I0(s). (23)

最后一个方程通过f2描述了患者从被感染到发病的

过程. 需要注意的是,在实际推演过程中,由于变量的
实际含义,往往还要加上非负性等限制条件,这些条
件在此处忽略.

5 参参参数数数反反反演演演与与与数数数值值值模模模拟拟拟

在本节中,本文对Fudan–CCDC–1模型和Fudan–
CCDC–2模型进行参数反演和数值求解,首先增加如

下假设条件:

1) 设置初始感染人数I0 = 4(在文献[1]中最早发
现的新型病原体数目是4),隔离与确诊人数均为0,时
间为t0.

2) 在初始阶段隔离率ℓ1,在td日起,政府开始采取
隔离措施,从此日起隔离率为ℓ2.

3) 人口不发生迁移,即没有人口的流入流出.

参照万得宏观经济数据库上每日公开的累计确诊

数据(在仿真图中用圆圈表示),数值求解如下优化问
题:

min ∥J(β, ℓ1, ℓ2, t0, td)− J实际∥,

可得参数反演结果,然后反演的参数可以用来做后期
的预测和估计.这个参数的反演结果在实际应用中还
要进行非常仔细的前期数据清洗和后期的敏感性分

析,才能使得使得最终的反演结果尽可能合理的. 特
别是在笔者递交第1版本的第2天,在2月12日湖北尤
其是武汉更改了确诊病例核算方法,因此前后公布的
数据有较大差异.这里对前后两组数据进行反演和分
析.

在下面报告的结果中, 本文选择了两组数据: 一组
是1月16日至2月10日,另外一组是1月16日至2月16
日(跨过数据跳跃点2月12日),公布的累计确诊数据在
仿真图中用圆圈表示.

下面对计算结果做一些初步的分析,模拟的结果
见图2和图3.

1) 从对数据的拟合与预测来看,两个模型基本接
近;

2) 从图2–3可以发现,累计感染人数的变化,模
型2相对比较平滑;

3) 从图2–3可以发现,对于数据发生大幅跳动的
武汉情况,模型2偏离原来公布的不准确的数据更远.

下面再对反演参数结果做些说明,数据见表1.

(a) Fudan–CCDC1模型: 全国(除湖北地区) (b) Fudan–CCDC1模型: 全国(除湖北地区)
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(c) Fudan–CCDC1模型: 湖北(除武汉地区) (d) Fudan–CCDC1模型: 湖北(除武汉地区)

(e) Fudan–CCDC1模型: 武汉地区 (f) Fudan–CCDC1模型: 武汉地区

图 2 Fudan–CCDC1模型预测图

Fig. 2 Fudan–CCDC1 model forecast

(a) Fudan–CCDC2模型: 全国(除湖北地区) (b) Fudan–CCDC2模型: 全国(除湖北地区)
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(c) Fudan–CCDC2模型: 湖北(除武汉地区) (d) Fudan–CCDC2模型: 湖北(除武汉地区)

(e) Fudan–CCDC2模型: 武汉地区 (f) Fudan–CCDC2模型: 武汉地区

图 3 Fudan–CCDC2模型预测图

Fig. 3 Fudan-CCDC2 model forecast

表 1 Fudan–CCDC模型参数反演结果
Table 1 Values of the parameters of the Fudan–CCDC model

β ℓ1 ℓ2 t0 tℓ tℓ − t0 I(t0)

模型1
全国(除湖北) 0.3111 0.0149 1.9208 Dec.22 Jan.22 31 4
湖北(除武汉) 0.3230 0.0063 1.7387 Dec.24 Jan.23 30 4
武汉 0.3158 0 1.8291 Dec.25 Jan.26 32 4

模型2
全国(除湖北) 0.3297 0.0265 0.6208 Dec.25 Jan.16 24 4
湖北(除武汉) 0.3379 0 0.7778 Dec.27 Jan.19 25 4
武汉 0.3662 0.1173 0.5961 Dec.28 Jan.19 25 4

β ℓ1 ℓ2 t0 tℓ tℓ − t0 I(t0)

模型1
全国(除湖北) 0.3497 0.0845 2 Dec.20 Jan.23 34 4
湖北(除武汉) 0.3282 0.0647 2.0002 Dec.20 Jan.25 36 4
武汉 0.3181 0.0566 1.9290 Dec.19 Jan.29 41 4

模型2
全国(除湖北) 0.3022 0.1021 0.6124 Dec.19 Jan.18 30 4
湖北(除武汉) 0.3013 0.1023 0.5065 Dec.19 Jan.18 30 4
武汉 0.3275 0.1649 0.4923 Dec.18 Jan.18 31 4

* 上半部分基于1月16日至2月10日的累计确诊数据,下半部分基于1月16日至2月16日的累计确诊数据.
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1) 对感染的增长率β来看,模型1反演得到的武
汉的数据比湖北和全国要小或者接近,这个结果与实
际情况不相符,现在普遍的观点是武汉的增长率应该
大于湖北和全国的增长率;而模型2正好体现了这一
点;

2) 从隔离率ℓ1和ℓ2来看,模型2也更合理,特别是
武汉的ℓ2小于湖北的,湖北的ℓ2小于全国的,这个次序
关系在表中非常清晰;这说明一旦数据比较准确,模
型2就能非常准确地来反应真实情况,并给出可靠预
测,这一点在亚洲其他各国数据拟合和预测中也体现
的非常明显.
基于上述的一些观察和其他大量实例的分析,最

终本文把模型2称为Fudan–CCDC模型,并用于其他
国家的预测. 这里也要指出的是,这个模型还在发展
之中,而且有关的数学的分析和算法的研究也会陆续
进行.

6 结结结论论论

在本文,笔者利用CCDC公布的一些统计信息和
分布,发展了一套随机时滞动力学模型,这个想法可
能对于促进中国传染病模型的研究是有一定意义的:
如何充分利用现有的数据来发展模型,进而有意识地
去采集一些特定的数据来进行模型预测,这对于实际
操作和政府决策是非常重要的. 在研究过程中,上网
和资料的查询也非常不方便,许多的文献都没有涉及
到,这里需要抱歉. 新型冠状病毒肺炎有关的模型和
仿真研究还在继续发展和研究中,即使是如何来命名
新型冠状病毒肺炎,也没有统一,早期模型本文采用
中国自己的命名NCP(在论文成文时, 2020年1月12日
世界卫生组织命名为COVID–19),现在把这个新的模
型统称为Fudan–CCDC模型. 这次新型冠状病毒肺炎
对于数学界也提出了一些新问题和新的思路,也有不
少的工作.在本文成文过程中,通过1月10日数学会的
公众号知道: 陕西师范大学唐三一教授联合陕西师范
大学生物数学团队、西安交通大学生物数学团队以及

加拿大吴建宏教授团队、北京建筑大学崔景安教授团

队、北师范大学范猛教授团队、北京大学公共卫生学

院生物统计系主任周晓华教授都对新型冠状病毒肺

炎有了一些成果,笔者感觉由衷得高兴,希望传染病
模型不只是数学建模中的一个常规问题,而是成为对
付传染病的一个有力的工具.
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