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基基基于于于混混混沌沌沌多多多项项项式式式的的的指指指令令令鲁鲁鲁棒棒棒优优优化化化及及及在在在飞飞飞行行行控控控制制制中中中的的的应应应用用用
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摘要:本文提出一种新的方法对随机系统进行运动预测和控制指令设计,该方法可以充分利用已知信息设计控
制指令以提高闭环随机系统的鲁棒性. 首先采用混沌多项式对随机信息进行数学表述,并利用Galerkin投影法将随
机变量的混沌多项式引入常微分方程中. 然后,将随机变量的均值和方差考虑至优化问题的成本函数中,并利用伪
谱法对控制指令进行鲁棒优化. 最后,将该方法应用于飞行器的动力学预测以及控制指令设计.仿真结果表明,该
方法能够预测飞行器飞行过程中不确定性的演化,其精度与蒙特卡罗方法相当,并且计算效率更高. 此外,获得的
控制指令对存在不确定参数或初始条件的随机系统具有强鲁棒性.
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Abstract: In this paper, a novel method is proposed for a stochastic system to motion prediction and control com-
mand design. The proposed method can make full use of known information to design control commands to improve the
robustness of the closed-loop stochastic system. First, the stochastic information is represented mathematically via polyno-
mial chaos, and the polynomial chaos of stochastic variables are introduced into the ordinary differential equations via the
Galerkin projection method. Then, the mean and variance of stochastic variables are considered into the cost function of the
optimization problem, and the control command is optimized robustly via the pseudospectral method. Finally, the method
is applied to dynamic prediction and control command design of aircraft. The simulation results show that the method can
predict the evolution of uncertainty, in aircraft flight, with the same order of accuracy as the Monte-Carlo methods and with
higher computational efficiency. Furthermore, the resultant control command has strong robustness to the stochastic system
with uncertain parameters or initial conditions.
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1 引引引言言言

在实践中,通常会存在由于测量误差、缺乏相关的
操纵知识、或者无法达到某些参数的测量条件使得参

数无法测量的情况. 特别是对于行星着陆器和高超声
速飞行器,由于环境未知以及系统间耦合无法完全表
述等原因,导致系统不完全可知. 如果不考虑系统存
在的不确定性进行轨迹和控制设计可能对任务产生

不利后果.因此,必须在计算过程中对不确定性进行
适当的处理,以便能够充分了解参数、初始条件或边
界条件中误差或不确定带来的影响.针对随机系统,
为了获得可靠的预测结果或使预测误差最小,人们付
出大量的努力研究不确定系统分析和预测算法. 对于
非线性动力系统,蒙特卡罗(Monte-Carlo, MC)[1]、马

尔科夫链[2]、局部线性化、无迹卡尔曼滤波[3]、Fokker-
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Planck-Kolmogorov框架[4]、混沌多项式和细胞间映

射[5]等方法可以用于量化由随机变量引起的状态不确

定性.

其中,混沌多项式(polynomial chaos, PC)是最有
前途的不确定量化方法之一.与MC方法相比, PC方
法具有计算量小、精度高等优点. MC方法因其相对简
单而广受欢迎,通常是分析此类随机问题优先考虑的
方法. 但是MC方法为获得高精度计算结果,所需要的
重复过程会带来非常大的计算负担. 此外, MC方法在
计算上是不可伸缩的,并且可能出现统计上的不一致.
PC方法提供的从随机问题到确定性问题的转换方案,
由于其准确性和计算效率,在随机系统轨迹优化的背
景下十分具有吸引力. Norbert Wiener[6]提出了Her-
mite齐次混沌理论,其基于随机变量的概率分布特性,
结合正交多项式将不确定方程转化为一组增广的确

定方程. 之后, Ghanem和Spanos[7]对该理论进行改进,
克服了应用于非高斯随机系统时先验的收敛性问题,
并将其应用于许多实际系统的不确定性量化. 研究表
明,只有根据随机变量的概率分布选择适当的正交多
项式,才能实现完全收敛[8]. 选择合适的正交基之后,
需要使用Galerkin投影[9]或随机配置[10]进一步解决原

随机系统的不确定量化问题. Galerkin投影法可以采
用比随机配置方法更少的方程数目,实现对随机模型
的准确预测[11],因此被广泛使用. Galerkin投影法利
用投影原理,最小化基于混沌多项式的估计系统和原
随机系统之间的误差,从而产生了一组增广的确定方
程. 之后,可以使用欧拉方程或龙格–库塔方程对增广
系统进行求解,进而预测不确定系统的运动学特性.
然而,不确定量化的实现过程并不像Galerkin投影那
样简单明了. 这对于复杂的非线性应用来说仍是一个
具有挑战性的过程[12]. 混沌多项式方法最早由Wie-
ner[6]引入,他使用Hermite多项式对具有高斯分布变
量的随机过程进行模拟. 根据Cameron和Martin[13]研

究得知,基于混沌多项式的扩展在L2意义下可以收敛

于任何具有有限方差的随机过程,这适用于大多数的
物理系统. Liu和Zhang[14]使用来自Askey方案[15]的正

交多项式将Martin的结果推广到各种连续和离散的分
布中,并证明L2在相应的Hilbert泛函空间中收敛. 通
常将其称为广义PC(generalized PC, gPC)方法. gPC方
法已经应用于各个学科之中,包括飞行器轨迹优化、
翼型设计[16–17]、代理模型[18]和参数敏感性研究[19]

等.

虽然gPC方法广泛应用于系统分析和轨迹优化之
中,但很少将其应用于飞行器控制指令优化设计.在
控制环境下, gPC应用的发展主要归功于Nagy和
Braatz,他们在工业应用中证明了参数不确定对非线
性系统的影响[20]. 但是,工业中的应用是一个验证技
术,并没有对稳定性进行分析.文献[21]将gPC应用于

简单的悬停和飞行双线性系统中,主要用于分析系统
在不确定下的稳定性. 2010年, Prabhakar等人[22]首

次使用gPC演示了一种用于高超声速飞行器的新型不
确定性传播框架. 之后, Dutta和Bhattacharya[23]对随

机过程的先验概率密度函数 (probability density func-
tion, PDF)进行贝叶斯估计,从而对这项工作进行了扩
展.与线性估计器相比,贝叶斯估计器和gPC的组合在
非线性高超声速飞行器不确定性分析问题上取得了

很好的表现. 在gPC随机框架中,目标函数如何设计
十分重要,通常采用随机参数的期望或方差作为目标
函数. Bhattacharya和Fisher[24]在2011年对此进行了
研究,他们证明了gPC随机框架中的目标函数等价于
标准的二次目标函数. Xiong等人[25]也证明了这一点,
并且他们将这些优化原则应用于超敏问题和范德波

尔问题.上述例子均是对单变量随机系统(参数或初始
条件不确定)的分析或设计,虽然Xiong等人[26]对系统

存在多元、混合分布随机变量的问题进行了讨论,但
不在优化的范围内.

因此,本文基于gPC方法对多维、混合分布随机系
统分析和飞行器控制指令优化设计应用方面进行研

究.通过gPC方法将随机系统转换为增广的确定系统,
并设计合适的目标函数,生成一个增广的最优控制问
题(augmented optimal control problem, AOCP).通过
求解该最优控制问题,从而获得具有鲁棒特性的优化
控制指令. 优化求解方法通常包括直接和间接两种方
法. 间接方法利用庞特里亚金原理,从最小化哈密顿
能量的角度来阐述问题.直接方法将最优控制问题转
化为有限维非线性规划问题[27]. 与间接法相比,直接
法易于使用,因此被广泛采用. 本文利用gPC方法将
多维、混合分布随机系统分析,不确定性预测分析与
优化控制相结合,在考虑结构不确定性的情况下获得
鲁棒性更强的优化控制方案,扩展了前人在该领域的
工作.

本文首先介绍混沌多项式扩展方法,描述如何通
过混沌多项式对随机信息进行数学表述;并利用
Galerkin投影法将随机变量的混沌多项式引入常微分
方程中. 然后,将随机变量的均值和方差考虑至优化
问题的成本函数中,并利用伪谱方法对控制指令进行
鲁棒优化. 最后,通过仿真验证了本文所提方法在控
制指令设计上的有效性,并对存在一维随机变量和多
维、混合分布随机变量的系统进行分析.仿真结果表
明该方法计算效率高、精度高,并且生成的控制指令
对存在参数或初始条件不确定的系统具有很好的鲁

棒性.

2 基基基于于于混混混沌沌沌多多多项项项式式式的的的控控控制制制指指指令令令优优优化化化方方方法法法

在本节中,基于混沌多项式扩展法和Galerkin投影
法,对随机动力学系统转换为高维空间中的等效确定
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动力学系统的过程进行介绍. 并将上述方法应用于最
优控制,生成考虑系统不确定性的鲁棒优化控制方案.

2.1 随随随机机机系系系统统统的的的混混混沌沌沌多多多项项项式式式扩扩扩展展展方方方法法法

2.1.1 混混混沌沌沌多多多项项项式式式

定义(Ω,F , P̄ )为一个概率空间,其中: Ω是采样
空间, F代表Ω的波莱尔子集代数, P̄ 代表概率.令
[∆1(ω) · · · ∆d(ω)] : (Ω,F) → (Rd,Bd)为维数为d

的随机向量,其中d ∈ N, Rd为d维采样空间, Bd是Rd

的波莱尔子集代数. 记L2(Ω,F , P̄ )表示概率空间(Ω,

F , P̄ )上平方可积的可测函数所组成的空间,则一般
的随机系统X(ω) ∈ L2(Ω,F , P̄ )可以用混沌多项式

表示为式(1)所示的形式:

X(ω) =
∞∑
i=0

xiφi[∆(ω)], (1)

其中: ω为随机事件, φi[∆(ω)]表示随机变量∆(ω)的

第i个gPC基函数. 函数φ是L2(Ω,F , P̄ )上的正交基,
满足式(2)所示的关系式:

E[φi, φj] = E[φ2
i ]δij, (2)

其中: δij=0, i ̸=j; δij=1, i=j; E[·]表示概率测度
dP̄ (ω) = ρ[∆(ω)]dω的期望,其中ρ[∆(ω)]为概率密

度函数. 之后,采用∆代表∆(ω). 对于随机变量∆,可
以根据其概率分布选择合适的正交基函数φ,使其权
函数的形式与概率密度函数ρ(∆)相同.这些正交多项
式属于Askey多项式[15];在希尔伯特空间中,由它们
构成了完备基.表1总结了∆概率分布函数与相对应

多项式之间的关系[28].

表 1 基于随机变量PDF的正交多项式选取
Table 1 Orthogonal polynomial selection based on

PDF of stochastic variable

分布类型 混沌多项式 区间 权值

高斯分布 Hermite-chaos (−∞,∞)
e

−x2

2

√
2π

均匀分布 Legendre-chaos [−1, 1] 1

2.1.2 基基基于于于Galerkin投投投影影影引引引入入入随随随机机机信信信息息息
本节描述了一个形式为ẋ = f(x,∆)的随机系统

采用PC框架转换为高维空间中等效确定系统的过程,
其中: x ∈ Rn, ∆ ∈ Rd, n为系统维数, d为随机变量
数目. 假设随机微分方程的解为x(t,∆),则对于n阶

系统, x ∈ Rn中每个分量可近似表达为式(3)所示形
式:

x̂l(t,∆) =
P∑

j=0

xlj(t)φj(∆), l = 1, · · · , n, (3)

其中: x̂代表状态x的近似值; xl代表第l个状态量;
xlj代表xl对应的第j个正交基的系数; P代表正交基
的最高阶数; φj代表第j阶正交基函数. 将近似解代入

动力系统,误差为

el = ˙̂xl − f(x̂l,∆), l = 1, · · · , n. (4)

通过执行Galerkin投影,将误差el设置为零,可以
获得最优的动力学系统近似方程

⟨el(t,∆), φj(∆)⟩ =w
D∆

el(t,∆)φj(∆)ρ(∆)d∆ = 0,

j = 0, · · · , P, l = 1, · · · , n,

(5)

其中: D∆为∆的定义域; ρ为随机变量∆的概率密度

分布函数. 结合式(4)–(5)获得 ˙̂xl和x̂l的n(P + 1)维确

定性常微分方程,然后通过数值求解得到随机系统的
近似响应.

基于上述流程实现了将Rn中的随机动力学方程

转化为Rn(P+1)中的确定动力学方程. 式(5)中正交多
项式φ的阶数P由随机变量∆的维数d和运动方程阶

数r决定,满足如下条件:

P + 1 = [(d+ r)!]/(d!r!).

该表达式给出了具有d个随机变量,最高阶为r的

随机系统进行不确定量化所需的混沌正交多项式项

数. 下面以一阶线性系统(6)为例,对这一理论的应用
进行展示:

ẋ = ax, (6)

其中a为均匀分布于[0, 1]的随机变量.

根据表1可以看出,随机变量a概率分布所对应的

混沌正交基函数是勒让德(Legendre)多项式. 由于勒
让德多项式的定义域为[−1, 1],因此,需要将随机变
量a转换为a = −0.5 + 0.5∆的形式,且∆ ∈ [−1, 1];
则随机变量a的混沌多项展开式如式(7)所示:

a(∆) =
P∑
i=0

aiφi(∆), (7)

其中: φi为随机变量a对应的第i阶正交基函数; ai为

第i阶正交基函数对应的系数.

在一阶线性系统中,式(3)和式(4)的具体表达形式
分别如式(8)和式(9)所示:

x̂(t,∆) =
P∑

j=0

xjφj(∆), (8)

e(t,∆) = ˙̂x(t,∆)− a(∆)x̂(t,∆) =
P∑

k=0

ẋk(t)φk(∆)−

P∑
i=0

P∑
j=0

aixj(t)⟨φi(∆), φj(∆)⟩, (9)

其中: φj为x̂的第j阶正交基函数; xj为第j阶正交基

函数对应的系数; φk为 ˙̂x的第k阶正交基函数; ẋk为

第k阶正交基函数对应的系数.

将e(t,∆)投影到φk上并将其设为0,可以得到式
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(10):

⟨e(t,∆), φk⟩ =
w 1

−1
e(t,∆)φkρ(∆)d∆ = 0,

k = 0, 1, · · · , P. (10)

根据式(10)可以得到

⟨ ˙̂x(t,∆), φk⟩ = ⟨a(∆) x̂(t,∆), φk⟩. (11)

对式(11)进一步展开可以获得
P∑

k=0

ẋk(t)⟨φk(∆), φk(∆)⟩ =

P∑
i=0

P∑
j=0

xiaj(t)⟨φi(∆), φj(∆), φk(∆)⟩. (12)

由于φ是正交函数,所以式(12)可以进一步简化为如
下形式:

ẋk(t) =

1

⟨φ2
k(∆)⟩

P∑
i=0

P∑
j=0

xiaj⟨φi(∆), φj(∆), φk(∆)⟩. (13)

对式(13)进行改写,将其转换为如下表达式:

Ẋpc = ApcXpc, (14)

矩阵Apc ∈ R(P+1)×(P+1)由式 (13)确定,并且Xpc =

[x0 x1 · · · xP ]
T为不确定量化后增广矩阵多对应的

状态量.

上述过程完成了随机方程x(t,∆) ∈ R向确定方
程Xpc(t) ∈ R(P+1)的转化,进而可以采用常微分方
程的标准数值算法进行求解. 文献[29]推导了线性动
力学x(t,∆) ∈ R的广义表达式,并证明了这种变换
在动力学中也保持线性关系.

2.1.3 多多多维维维不不不确确确定定定性性性描描描述述述

考虑系统存在多维、混合分布随机变量的情况,如
果它们是相互独立的,则PDF为每个随机变量概率密
度分布函数的乘积.因此,即使在混合分布情况下,也
可以很好地捕捉系统特性. 下面对多维、混合分布随
机系统的混沌多项展开式(polynomial chaos expan-
sion, PCE)建立过程进行简单介绍. 假设随机变量初
始的PCE系数a由均值µa和方差δa组成. 对于仅包含
参数不确定性的问题,随机参数的均值和标准差分别
置于第1项和第2项,其他值均为零. 并且,其PCE系数
的维数为P + 1,则a = [µa δa 0 · · · 0]P+1. 但是,在
多维的情况下,情况略有不同(下面将详细描述). 若采
用符号eijk表示式(12)中的三重变量积分,采用γk表

示归一化因子φ2
k(∆),则不确定量化后的增广系统可

以采用式(15)进行表示:

ẋk(t) =
1

γk

P∑
i=0

P∑
j=0

aixj(t)eijk, (15)

其中:

eijk = ⟨φi(∆), φj(∆), φk(∆)⟩, (16)

γk = ⟨φk(∆), φk(∆)⟩, k ∈ [0, 1, · · · , P ]. (17)

下面以具有两个不确定量的三阶线性系统为例,
介绍多维、混合分布随机系统的不确定量化过程. 假
设两个随机变量∆1和∆2的概率密度函数分别为高斯

分布和均匀分布.然后,针对变量∆1和∆2分别应用埃

尔米特(Hermite)和勒让德正交多项式,计算对应的三
重积分eijk和归一化因子γk,其具体表达形式如下所
示:
埃尔米特多项式

eijk=


i!j!k!

(s− i)!(s− j)!(s− k)!
, γk = k!,

0, 其他.
(18)

勒让德多项式

eijk =
(−1)s

√
(2s− 2i)!(2s− 2j)!(2s− 2k)!

(2s+ 1)!
·√

s!

(s− i)!(s− j)!(s− k)!
,

0,

γk =
1

2k + 1
, (19)

其中: s表示正交条件,满足式(20)所示形式; N+表示

整数集.{
s > i, j, k,

2s = (i+ j + k) ∈ 2L, L ∈ N+.
(20)

除了采用式(18)和式(19)所示的表达式求解eijk,
也可以采用积分方法进行求解. 若仅考虑一个随机变
量,则多项式的阶数由下标i, j, k给出.若考虑多维随
机变量,多项式基函数可以通过分级顺序索引方法[4]

进行建立. 该方法将生成维数为[(P + 1)× d]的索引

数组,例如:考虑一个具有两个不确定量(d = 2)的三

阶系统(n = 3)混沌多项式扩展问题.表2展示了使用
上述方法所建立的多维、混合分布随机系统的多项式

正交基,其中: φ的下标对应基函数的阶数; ∆的下标
与随机变量相对应.

表2中多级引索因子α决定了随机变量∆1和∆2均

值µ(∆)和方差δ(∆)在初始PCE系数中的位置.根据
表2可得随机变量∆1和∆2初始PCE系数分别为

a1 = [µ(∆1) 0 δ(∆1) 0 0 0 0 0 0 0],

a2 = [µ(∆2) δ(∆2) 0 0 0 0 0 0 0 0].

对于随机变量采用埃尔米特多项式或勒让德多项

式进行展开. 随机系统归一化因子γk的表达式分别如

式(21)和式(22)所示:

γk =
d∏

i=0

γi!, (21)
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γk =
d∏

i=0

1

2γi + 1
, (22)

其中γi为第i个随机变量的归一化因子.

表 2 n = 3, d = 2的多级引索方法

Table 2 Multi-index method for n = 3, d = 2

i α 单级引索 多项式基

0 0 0 0 φ0(∆1)φ0(∆2)

1 0 1 φ1(∆1)φ0(∆2)1
0 1 2 φ0(∆1)φ1(∆2)

2 0 3 φ2(∆1)φ0(∆2)
2 1 1 4 φ1(∆1)φ1(∆2)

0 2 5 φ0(∆1)φ2(∆2)

3 0 6 φ3(∆1)φ0(∆2)
2 1 7 φ2(∆1)φ1(∆2)3
1 2 8 φ1(∆1)φ2(∆2)
0 3 9 φ0(∆1)φ3(∆2)

根据式(21)–(22)可知,若随机系统中多维不确定
变量相互独立,则该系统的归一化因子γk为各不确定

变量对应归一化因子的乘积.然后结合方程(13),可以
获得不确定量化后的增广矩阵A. 考虑式(23)所示的
连续时间线性系统,其存在一个受参数b影响的控制

输入u.

LTI: {
ẋ = ax(t) + bu(t),

x(0) = x0.
(23)

假设变量x为随机变量(上述线性系统中的参数a和初

始条件x0均为不确定参数),控制变量是确定值,即b

是常数. 则对随机系统(23)进行不确定量化,获得的增
广线性系统可由式(24)给出:

Ẋ(t) = AX(t) +Bu(t), (24)

其中: 状态向量定义为X = [x0 x1 · · · xp1]
T,控制

向量定义为u = [u0 u1 · · · up2]
T; p1 = ns(P + 1),

ns为随机系统维数; p2 = nc(P + 1), nc为控制输入

维数. 状态转换矩阵A ∈ Rns(P+1)×ns(P+1)第k行,第
j列元素的表达式如式(25)所示:

Ak,j =
1

γk

P∑
i=0

P∑
j=0

aieijk, k ∈ [0, · · · , P ], (25)

其中ai定义同式(7)一致.假设参数b = 1,即系统中控
制参数确定,则相应增广系统的控制矩阵为B=[1 0

· · · 0]T,其维数为B ∈ Rns(p+1)×nc ;其中PCE系数由
式(24)中状态向量X的各分量表示. 若系统初始条件
不确定,则式(24)中的状态初始向量为X0 = [µx δx
0 · · · 0]T;若仅参数a存在不确定性,初始条件确定,
则X0中仅存在µx这一非零项.下面将介绍如何将获
得的增广矩阵用于控制优化设计,以充分利用已知的
不确定性信息.

2.2 随随随机机机系系系统统统最最最优优优控控控制制制指指指令令令设设设计计计

对于一个随机系统,为获得考虑系统不确定性的

最优控制指令u∗,必须对原成本函数进行修正. 对于
不确定系统控制优化,需要将不确定参数的信息(均值
和方差)考虑到成本函数中. 不确定参数的信息可以
使用混沌多项式和Galerkin投影法产生增广系统的状
态进行描述. 在PC框架中,均值和标准差定义为

µ(x) = x0(t),

σ(x) =

√
P∑
i=1

γix
2
i .

(26)

根据上述定义可知,不确定参数的均值总是对应
于增广系统的第1个状态x0,而方差是归一化因子与
增广系统其他状态平方乘积的和.因此,考虑不确定
性的增广最优控制问题可以通过下式进行描述:

min J = k1J0 + k2(Φ[µ(x), σ(x)]+w tf

t0
Ψ [µ(x), σ(x)]),

s.t.

ẋk(t) =

1

⟨φ2
k(∆)⟩

P∑
i=0

P∑
j=0

xiaj⟨φi(∆), φj(∆), φk(∆)⟩,

x0(t0) = [x0(t0) xp(t0)]
T,

xf(tf) = [x0(tf) xp(tf)]
T, k ∈ [0, · · · , P ],

(27)
其中: J0表示与随机变量无关的性能指标; Φ[µ(x),
σ(x)]表示终端优化形式,目的是使随机变量在轨迹末

端的变化最小;
w tf

t0
Ψ [µ(x), σ(x)]表示积分优化形式,

目的是最小化整个任务段随机变量的均值或方差. k1
和k2分别为J0和随机变量统计信息的权重值.

例如,若希望最小化最终期望值,则可以将式(28)
所表示的随机系统期望项写入成本函数中.

E[X2] =
P∑
i=0

P∑
j=0

aixj

w
φi(∆)φj(∆)ρ(∆)d∆ =

XT(t)WX(t), (28)

W = diag


⟨φ0(∆), φ0(∆)⟩

...
⟨φk(∆), φk(∆)⟩

 , (29)

其中: W表示由归一化因子组成的权重矩阵; X表示
增广矩阵的状态量.

若期望最小化最终方差,则可以将式(30)所表示
的随机系统方差项写入成本函数中.

δ2(X) =E[X − E[X]]2 =

E[X2]− E2[X] =

XT(t)WX(t)− E2[X]. (30)

由于不确定参数的均值总是对应于增广系统的
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第1个状态,因此

E[X] = XT(t)F , F = [1 0 · · · 0]T, (31)

故,可以将式(30)进一步简化为

δ2(X) = XT(t)(W − FF T)X(t). (32)

因此,可以对式(28)(32)进行积分,以积分形式考虑在
成本函数中或直接设置为终端条件.然后求解式
(27)所示的优化问题获得随机系统的鲁棒优化控制指
令信号.下面将概述随机系统控制指令鲁棒优化设计
过程. 最后通过仿真,介绍增广系统的设计过程,并验
证基于混沌多项式的控制指令鲁棒优化设计的有效

性.

提出的随机系统控制指令鲁棒优化方案可归纳为

以下步骤,其实现流程如图1所示,其中各随机变量相
应的混沌正交基的初始阶数由P0 = (d+ r)!/(d!r!)
−1确定.

k 2

JAOCP

XAOCP

δ ?

Js =Φ[ μ (x),σ (x)]+

∫ t f Ψ [ μ (x),σ (x)]
t 0 

XAOCP = | Xsto|boundary?

SAOCP = | Ssto|boundary?

SAOCP

Jsto

Xsto

Ssto

Galerkin

图 1 基于混沌多项式的控制指令鲁棒优化方案
Fig. 1 Control command robust optimization strategy based

on polynomial chaos

步步步骤骤骤 1 为系统中各随机变量设置相应的混沌

多项展开式,并根据第2.1.3节所示内容建立多级引索,
进而获取多维、混合分布随机系统的多项式正交基;

步步步骤骤骤 2 根据Galerkin投影法将随机动力学方程
Xsto转换为等价的增广确定性模型XAOCP;

步步步骤骤骤 3 根据Galerkin投影法将随机约束条件
Ssto转换为增广的确定性等价约束SAOCP;

步步步骤骤骤 4 根据最小期望/协方差对随机成本函数
进行量化,根据式(27)所示成本函数形式将随机系统
成本函数Jsto转为增广确定系统的成本函数JAOCP;

步步步骤骤骤 5 判断增广系统的运动学模型XAOCP以

及约束条件SAOCP是否满足可以近似描述随机系统

动力学方程不确定边界|Xsto|boundary和约束条件不确
定边界|Ssto|boundary的要求. 若满足,则进入步骤6;若
不满足,则增加混沌正交基的阶数并返回步骤1;

步步步骤骤骤 6 通过伪谱法对增广系统的优化问题

(27)进行求解;

步步步骤骤骤 7 判断成本函数中随机量的统计信息Js

是否小于设定值δ(人为设定). 若满足,则获得具有鲁
棒性的最优控制指令;否则对成本函数JAOCP中随机

信息统计量对应的权重值k2进行调整,并返回步骤6.

3 随随随机机机系系系统统统鲁鲁鲁棒棒棒优优优化化化方方方法法法仿仿仿真真真示示示例例例

在此考虑一个简单非线性系统,不考虑系统存在
不确定时,其标称系统的优化控制问题描述如下所示:

min J = −x(tf),

s.t.

ẋ(t) = a(−x(t) + x(t)u(t)− 2u(t)2),

x(0) = 1, t = [0, 2] s.

(33)

考虑系统存在两个随机变量: 参数a概率分布满足

正态分布a ∼ N(2.5, 0.1);初始状态量x0的概率分布

满足均匀分布x0 ∼ U(0.9, 1.1). 根据式(33)可以看
出,此非线性系统的控制输入也受到随机变量的影响.

首先考虑仅存在参数a不确定的情况,参数a的初

始PCE系数为ai = [2.5 0.1 0],增广系统的初始条件
为X0 = [1 0 0]T,则增广系统如式(34)所示. 该增广
系统最优控制问题的目标函数设置为式(35)所示结
构.

Ẋ(t) = −AX(t) + u(t)AX(t)−Bu2(t),

A =

2.5 0.1 0

0.1 2.5 0.2

0 0.1 2.5

 , B =

 5

0.2

0

 ,
(34)


JAOCP=γ0x

2
0+γ1x

2
1+γ2x

2
2︸ ︷︷ ︸

E[x2]

+
√
γ1x2

1+γ2x2
2︸ ︷︷ ︸

E2[x]

,

γk = [1 1 2]T.

(35)

在标称系统下求解优化控制问题(33)所得的控制
指令记为CJ ;在随机系统下基于混沌多项式鲁棒优化
方法生成的控制指令记为CJAOCP

,其控制输入和对应
的增广系统状态分别如图2(a)–2(b)所示.

根据图2(b)可知,在控制指令CJAOCP
作用下增广

系统状态随时间逐渐收敛于零.

将CJ和CJAOCP
分别作用于随机系统进行1000次
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蒙特卡罗分析,以验证基于混沌多项式的控制指令鲁
棒优化方案的有效性. 图3展示的MC仿真结果证明了
本文所提方法可以有效利用已知的不确定信息,生成
对不确定性有抑制作用的控制指令.
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(a) 控制量曲线
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(b) PCE系数变化曲线

图 2 控制量和PCE系数变化曲线
Fig. 2 Change curve of control and PCE coefficients

0.0

0.0

0.5

0.5

1.0

1.0

1.5 2.0

 / s

CJ

-0.5

 /
 μ CJAOCP

图 3 一维不确定性系统MC分析

Fig. 3 MC analysis for one dimensional uncertainty system

然后考虑参数a和初始状态x0不确定的情况,根据
第2.1.3节内容对随机系统进行不确定量化,以获得式
(36)所示的增广矩阵;其中,参数a的初始PCE系数、
增广系统初始状态和归一化因子分别为

ai = [2.5 0 0.1 0 0 0],

x0 = [1 0.1 0 0 0 0]T,

γk = [1
1

3

1

5

1

3
3]T,

A =



2.5 0 0.1 0 0 0

0 2.5 0 0 0.1 0

0.1 0 2.5 0 0 0.2

0 0 0 2.5 0 0

0 0.1 0 0 2.5 0

0 0 0.1 0 0 2.5


, B =



2.5

0

0.1

0

0

0


. (36)

图4(a)展示了二维不确定情况、一维不确定情况
以及标称情况下的控制曲线;图4(b)展示了二维不确
定情况下的增广系统状态变化图. 图5展示了CJ和二

维不确定系统优化控制指令CJAOCP
分别作用于随机

系统进行1000次蒙特卡罗仿真的结果.
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(b) PCE系数变化曲线

图 4 控制量和PCE系数变化曲线
Fig. 4 Change curve of control and PCE coefficients
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图 5 二维不确定性系统MC分析
Fig. 5 MC analysis for two dimensional uncertainty system

根据图3和图5的仿真结果可知: 虽然随机初始条
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件会对系统变化带来非常明显影响,但是基于混沌多
项式的鲁棒优化方法生成的控制指令仍然具有良好

的不确定抑制效果.本节以非线性系统为例,详细介
绍基于混沌多项式的鲁棒优化方法对随机系统控制

指令的优化设计过程,并仿真验证所提方案的有效性.
下节将介绍本文所提方法在飞行控制中的应用.

4 飞飞飞行行行控控控制制制中中中的的的分分分析析析应应应用用用

4.1 随随随机机机系系系统统统运运运动动动学学学特特特性性性预预预测测测

本节考虑F–16飞行器模型存在参数不确定性,分
析本文所提方法获取的增广系统对随机系统运动学

特性的预测性能.为简单起见,假设系统参数变化依
赖于单个随机变量∆. 在这个例子中,考虑了F–16飞
行器短周期近似模型,该模型由文献[30]给出.

其中状态向量为x = [α q xe]
T, α是迎角, q为俯

仰角速率, xe为所测量的升降舵状态. 控制输入
u = δec是升降舵指令,单位为度.飞行器模型中各矩
阵数值如下所示:

A =

−0.6398 0.9378 −0.0014

−1.5679 −0.8791 −0.1137

0 0 −20.2

 ,

B = [0 20.2 0]T,

C = [0
180

π
0].

(37)

假设括号内的参数是不确定的,并且其概率分布
满足均匀分布特点,与其标称值有20%的偏差. 这种
不确定性是由于阻尼项Cxq不确定性所引起的; Cxq在

大迎角条件下很难建立准确模型. 文献[31]设计了一
种基于俯仰角速率q反馈的频域控制(控制律在标称系
统上进行设计),控制器的表达形式如下所示:

u =
0.3122s+ 0.5538

s2 + 2.128s+ 1.132
q. (38)

式(38)表示一种俯仰角速率反馈控制器. 将上述表达
式转换为状态空间形式(Ac, Bc, Cc)并对原系统进行
增广,得到闭环系统

ẋcl = Aclxcl +Bclu,

Acl =

[
A BCc

Bc Ac

]
,

Bcl =

[
0

Bc

]
.

(39)

图6和图7展示了本文所提方法获取的增广系统对
随机系统(39)动力学特性的预测能力. 图6中的圆表示
混沌增广系统的特征值,实点代表对随机系统(39)进
行蒙特卡罗仿真所得到的系统特征值.

图7显示了上述参数中存在±20%不确定性时系
统的俯仰角速率响应.由PC所预测的俯仰角速率曲线

和通过蒙特卡罗仿真获得的俯仰角速率曲线分别由

虚线和暗实线表示.
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图 6 ±20%参数不确定性的短周期闭环特征值分布
Fig. 6 Closed loop eigenvalue distributions for a short-period

mode for ±20% parameter uncertainty
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图 7 PC和MC系统对±20%参数不确定性的响应
Fig. 7 PC and MC system response to ±20% parameter

uncertainty

从图6可以得知,混沌增广系统捕捉到了随机系统
的特征值分布.根据图7可以得知, PC系统预测的边界
与MC仿真曲线边界十分一致.此仿真结果表明: 获得
的增广系统可以用于预测随机系统运动学特性以及

分析随机系统稳定性,并且这种方法比MC方法更有
效,计算效率更高.

4.2 控控控制制制指指指令令令的的的鲁鲁鲁棒棒棒优优优化化化设设设计计计

F–16飞行器系统的不确定参数满足均匀分布的特
点,与其标称值存在±20%的偏差,其不确定量化后的
增广矩阵A由Ã表示. 然后,根据第2.2节提出的控制
指令优化方案对增广后系统的控制指令进行鲁棒优

化设计,并与文献[31]所提鲁棒控制器和式(38)所示
控制器作用到原不确定系统中进行仿真,并对仿真结
果进行对比.

由于是对飞行控制系统进行控制器设计,因此需
要考虑控制输入的饱和约束.
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Ã=



−0.6398 0 0 0 0.9378 0 0 0 −0.0014 0 0 0
0 −0.6398 0 0 0 0.9378 0 0 0 −0.0014 0 0
0 0 −0.6398 0 0 0 0.9378 0 0 0 −0.0014 0
0 0 0 −0.6398 0 0 0 0.9378 0 0 0 −0.0014

−1.5679 −0.1045 0 0 −0.8791 −0.0586 0 0 −0.1137 −0.0076 0 0
−0.1045 −1.5679 −0.1254 0 −0.0586 −0.8791 −0.0703 0 −0.0076 −0.1137 −0.0091 0

0 −0.1254 −1.5679 −0.1344 0 −0.0703 −0.8791 −0.0754 0 −0.0091 −0.1137 −0.0097
0 0 −0.1344 −1.5679 0 0 −0.0754 −0.8791 0 0 −0.0097 −0.1137
0 0 0 0 0 0 0 0 −20.2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 −20.2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −20.2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −20.2



.

在此设计除去配平舵面需求外,满足额外控制需
求的舵面约束为δec ∈ [−8◦, 8◦]. 根据图7可知控制器
(38)对不确定抑制能力弱,因此在图8中仅展示了不确
定系统在多胞鲁棒控制器[31]、基于混沌多项式的鲁

棒优化控制指令下,仿真获得的控制输入和根据式
(27)计算所得性能指标对比结果.
最后,将多胞鲁棒控制器[31]、基于混沌多项式的

鲁棒优化控制指令和控制器(38)作用到随机系统(37)
中进行蒙特卡罗仿真,其仿真对比结果如图9所示. 然
后考虑存在参数和初始状态不确定情况下,分析基于
上述控制指令的控制效果.假设俯仰角速率的随机初
始状态满足正态分布q0 ∼ N(2, 0.25),在参数和初始
状态不确定条件下的蒙特卡罗仿真和性能指标对比

结果如图10所示.
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图 8 两种控制算法下控制输入与性能指标
Fig. 8 Control input and performance indicator of two control

algorithms
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图 9 单维不确定系统MC分析

Fig. 9 MC analysis for single-dimensional uncertainty system
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图 10 性能指标以及多维、混合分布不确定系统的MC分析
Fig. 10 Performance indicator and MC analysis for

multi-dimensional, mixed-distribution
uncertainty system

根据图8–10的仿真结果,可以看出本文提出的方
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法可以充分利用系统中不确定参数信息,其优化产生
的控制指令比鲁棒控制律在不确定性抑制方面具有

更好的性能.根据图8可以得出本文提出的鲁棒优化
方法与文献[31]中的鲁棒控制器相比,可以在有效抑
制系统不确定性的基础上降低所需的控制能量. 根据
图10可以得知,本文提出的方法对存在多维、混合分
布随机变量的系统同样具有很好的不确定抑制能力,
可以处理系统存在初始状态不确定的问题.

通过对F–16飞行器的仿真分析可以得知,该方法
可以有效应用于飞行控制中的动力学预测以及具有

鲁棒特性的控制指令生成.

5 结结结论论论

本文提出一种基于混沌多项式的鲁棒优化方法,
将混沌多项式方法应用于飞行器控制设计中. 本文利
用混沌多项式和Galerkin投影法将随机动力学系统转
换为高维空间中的等效确定性动力学系统.之后,将
随机变量的均值和标准差考虑至优化问题的成本函

数中,并根据伪谱法对控制指令进行鲁棒优化. 最后,
通过仿真验证了本文所提方法可以充分利用系统中

不确定参数的信息,生成具有良好鲁棒性能的控制指
令. 并对存在一维随机变量和多维、混合分布随机变
量的系统进行分析.分析结果表明,该方法可以有效
应用于飞行控制中的动力学预测,并且生成的控制指
令对存在初始条件和参数不确定的系统具有良好的

鲁棒性.
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[1] HUANG Fei, LÜ Junming, CHENG Xiaoli, et al. Impact of martian

rarefied atmosphere parameters on entry vehicle aerodynamics under
hypersonic conditions. Journal of Astronautics, 2015, 36(10): 1093 –
1100.
(黄飞,吕俊明,程晓丽,等.火星稀薄大气参数对进入器气动特性的
影响.宇航学报, 2015, 36(10): 1093 – 1100.)

[2] REN Zihui, WANG Jian, GAO Yuelin. The global convergence analy-
sis of particle swarm optimization algorithm based on Markov chain.
Control Theory & Applications, 2011, 28(4): 462 – 466.
(任子晖,王坚,高岳林.马尔科夫链的粒子群优化算法全局收敛性
分析.控制理论与应用, 2011, 28(4): 462 – 466.)

[3] CAI Anjiang, LIU Kaifeng, GUO Shihong, et al. Quaternion deriva-
tive unscented Kalman filter-based two-step attitude estimation algo-
rithm for multirotor unmanned aerial vehicle. Control Theory & Ap-
plications, 2020, 37(2): 365 – 373.
(蔡安江,刘凯峰,郭师虹,等.基于四元数衍生无迹卡尔曼滤波的二
段式多旋翼无人机姿态估计算法.控制理论与应用, 2020, 37(2):
365 – 373.)

[4] ABEDIN F, TRALLI G. Harnack inequality for a class of
Kolmogorov-Fokker-Planck equations in non-divergence form.
Archive for Rational Mechanics and Analysis, 2019, 233(2): 867 –
900.

[5] TANG C, YANG C, FEI Y, et al. Triple subdivision cell-to-cell map-
ping method for global analysis of WPT system. 2019 IEEE PELS
Workshop on Emerging Technologies: Wireless Power Transfer
(WoW). London: IEEE, 2019: 346 – 350.

[6] WIENER N. The homogeneous chaos. American Journal of Mathe-
matics, 1938, 60(4): 897 – 936.

[7] GHANEM R G, SPANOS P. Stochastic Finite Elements: A Spectral
Approach. Berlin: Springer, 1991.

[8] BAI Bin, XU Min, ZHU Xiaoping, et al. Nonlinear aerodynamic
modeling using on orthogonal polynomials. Flight Dynamics, 2013,
31(5): 398 – 401.
(白斌,徐敏,祝小平,等.正交多项式在非定常气动建模上的运用.
飞行力学, 2013, 31(5): 398 – 401.)

[9] XIAO Lei. Uncertainty analysis of power system time-domian sim-
ulation based on generalized polynomial chaos method. Hangzhou,
Zhejiang: Zhejiang University, 2017.
(肖磊.基于广义多项式混沌法的电力系统时域仿真不确定性分析.
浙江,杭州: 浙江大学, 2017.)

[10] TECKENTRUP A L, JANTSCH P, WEBSTER C G, et al. A multi-
level stochastic collocation method for partial differential equations
with random input data. Mathematics, 2014, 4(1): 1111 – 1137.

[11] ZHU S P, CHEN W T. A spectral-collocation method for pricing per-
petual American puts with stochastic volatility. Applied Mathematics
and Computation, 2011, 217(22): 9033 – 9040.

[12] XIU D. Fast numerical methods for stochastic computations: a re-
view. Communications in Computational Physics, 2009, 5(2/3/4):
242 – 272.

[13] CAMERON R H, MARTIN W T. The orthogonal development of
nonLinear functionals in series of Fourier-Hermite functionals. An-
nals of Mathematics, 1947, 48(2): 385 – 392.

[14] ZHANG Y J, REN L, LIU D, et al. An efficient hybrid finite-element
analysis of multiple vias sharing the same antipad in an arbitrarily
shaped parallel-plate pair. IEEE Transactions on Microwave Theory
and Techniques, 2015, 63(3): 883 – 890.

[15] ASKEY R, WILSON J A. Some basic hypergeometric polynomials
that generalize Jacobi polynomials. Memoirs of the American Mathe-
matical Society, 1985, DOI: http://dx.doi.org/10.1090/memo/0319.

[16] ZHAO Ke, GUO Zhaodian, LI Quan, et al. Robust design of laminar
flow supercritical airfoil based on PCE method. Chinese Journal of
Applied Mechanics, 2016, 33(6): 929 – 935.
(赵轲,郭兆电,李权,等.基于混沌多项式方法的层流超临界翼型稳
健设计研究.应用力学学报, 2016, 33(6): 929 – 935.)

[17] XIA Chenchao. High-fidelity aerodynamic shape optimization
method of aircraft based on computation fluid dynamic. Hangzhou,
Zhejiang: Zhejiang University, 2016.
(夏陈超.基于CFD的飞行器高保真度气动外形优化设计方法.浙江,
杭州: 浙江大学, 2016.)

[18] ZHAO Wei, PU Lingze, WANG Wei. Sparse partial least squares
regression-polynomial chaos expansion metamodeling method. En-
gineering Mechanics, 2018, 35(9): 54 – 63.
(赵威,卜令泽,王伟.稀疏偏最小二乘回归–多项式混沌展开代理模
型方法.工程力学, 2018, 35(9): 54 – 63.)

[19] CHEN Guangsong, QIAN Linfang, JI Lei. An effective global sensi-
tivity analysis method for frequencies of a barrel. Journal of Vibration
and Shock, 2015, 34(21): 31 – 36.
(陈光宋,钱林方,吉磊.身管固有频率高效全局灵敏度分析.振动与
冲击, 2015, 34(21): 31 – 36.)

[20] NAGY Z K, BRAATZ R D. Distributional uncertainty analysis us-
ing polynomial chaos expansions. IEEE International Symposium on
Computer-Aided Control System Design. Yokohama: IEEE, 2010:
1103 – 1108.

[21] HOVER F S. Gradient dynamic optimization with Legendre chaos.
Automatica, 2008, 44(1): 135 – 140.

[22] PRABHAKAR A, FISHER J, BHATTACHARYA R. Polynomial
chaos based analysis of probabilistic uncertainty in hypersonic flight
dynamics. Journal of Guidance, Control and Dynamics, 2010, 33(1):
222 – 234.



2492 控 制 理 论 与 应 用 第 37卷

[23] DUTTA P, BHATTACHARYA R. Nonlinear estimation of hyperson-
ic state trajectories in bayesian framework with polynomial chaos.
Journal of Guidance, Control and Dynamics, 2010, 33(6): 1765 –
1778.

[24] FISHER J, BHATTACHRYA R. Optimal trajectory generation with
probabilistic system uncertainty using polynomial chaos. Journal of
Dynamic Systems, Measurement and Control, 2011, 133(1): 1765 –
1778.

[25] XIONG F, CHEN S, XIONG Y. Dynamic system uncertainty prop-
agation using polynomial chaos. Chinese Journal of Aeronautics,
2015, 27(5): 1156 – 1170.

[26] XIONG F, XIONG Y, XUE B. Trajectory optimization under uncer-
tainty based on polynomial chaos expansion. AIAA Guidance, Navi-
gation, and Control Conference. Kissimmee: AIAA, 2015: 1 – 15.

[27] ROSS I M. A Primer on Pontryagin’s Principle in Optimal Control.
San Francisco: Collegiate Publishers, 2009.

[28] XIU D, KARNIADAKIS G E. The Wiener-Askey polynomial chaos
for stochastic differential equations. SIAM Journal on Scientific Com-
puting, 2002, 24(2): 619 – 644.

[29] FISHER J, BHATTACHARYA R. Linear quadratic regulation of
systems with stochastic parameter uncertainties. Automatica, 2009,
45(12): 2831 – 2841.

[30] LU B, WU F. Probabilistic robust control design for an F–16 aircraft.
AIAA Guidance, Navigation, and Control Conference and Exhibit.
San Franclsco: AIAA, 2005: 1 – 9.

[31] GUAN Haotian, ZHAO Youcheng, NI Kun, et al. Robust variable
gain control for Mars airplane based on polytopic LPV. Missiles and
Space Vehicles, 2018, 1: 69 – 73.
(关皓天,赵友铖,倪昆,等.火星飞机的多胞LPV鲁棒控制器设计.
导弹与航天运载技术, 2018, 1: 69 – 73.)

作者简介:
曹曹曹 瑞瑞瑞 博士研究生,目前研究方向为导航、制导与控制, E- mail:

stdio@nuaa.edu.cn;

沈沈沈海海海东东东 博士研究生,目前研究方向为导航、制导与控制, E-mail:

shenhaidong@nuaa.edu.cn;

刘刘刘燕燕燕斌斌斌 副教授,目前研究方向为导航、制导与控制, E-mail:

nuaa liuyanbin@139.com;

陆陆陆宇宇宇平平平 教授,博士生导师,目前研究方向为导航、制导与控制,

E-mail: yplac@nuaa.edu.cn.


