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摘要:本文针对一类含单一欠驱动关节的垂直三连杆欠驱动机械臂提出一种基于振荡衰减轨迹的通用控制策略.
与传统的分区控制策略相比,本文控制策略无需采用分区方式就能快速地实现将机械臂末端点由垂直向下初始位
置开始移动,并最终稳定在垂直向上目标位置的控制目标.首先,根据驱动连杆的初始和目标状态,为驱动连杆规划
含可调参数的振荡衰减轨迹. 该轨迹能够在一定调节时间内将驱动连杆直接由初始状态移动至目标状态. 基于连
杆状态间的耦合关系,利用粒子群优化算法优化轨迹参数使欠驱动连杆在相同调节时间内也运动至目标状态. 接
着,利用滑模方法设计跟踪控制器使驱动连杆跟踪优化后的振荡衰减轨迹,这样,系统末端点将由初始位置移动至
目标位置.进一步利用极点配置方法设计镇定控制器克服重力的作用将末端点稳定在目标位置.最后,通过仿真实
验验证所提控制策略的有效性.
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Abstract: This paper proposes a unified control strategy based on oscillatory attenuation trajectory for a three-link ver-
tical underactuated manipulator with a single underactuated joint. Compared with the traditional partition control strategy,
the proposed control strategy realizes the control target, which is to move the end point of the manipulator from the vertical
downward initial position and to stabilize it at the vertical upward target position, quickly without using the partition control
method. Firstly, according to the initial states and final states of the active links, the oscillation attenuation trajectories with
adjustable parameters are planned, along which the active links can move from the initial states to the target states directly
within a certain adjustment time. Based on the coupling action among the states of all links, we optimize the trajectory
parameters by the particle swarm optimization algorithm so as to ensure the passive link reaches the target states in same
adjustment time. Next, we design the tracking controller to track the optimized trajectories of the active links, moving the
endpoint to the target position. Further, the pole assignment method is used to design the stabilization controller to over-
come gravity and stabilize the endpoint at the target position. Finally, the effectiveness of the proposed method is verified
by simulation experiments.
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1 引引引言言言

欠驱动系统[1–2]是一类控制输入维数小于自由度

维数的非线性系统,该类系统在节能、降低成本、减轻
重量和增强系统灵活度等方面具有一定优势. 然而,
该类系统动力学特性比较复杂,系统状态间存在强耦
合和非线性关系.由于部分驱动关节的缺失,该类系
统的控制存在巨大的挑战.因此,对欠驱动系统的研
究具有重要的实用价值和理论意义.

垂直欠驱动机械臂[3–4]是一类典型的欠驱动系统,
此类系统的控制目标通常是将机械臂末端点从垂直

向下的初始位置开始移动,并最终将其稳定在垂直向
上的目标位置[5–6]. 垂直欠驱动机械臂属于二阶非完
整系统[7],系统连杆间存在角加速度约束,不满足Bro-
ckett条件[8],很难通过一个光滑的控制器实现系统的
控制目标.但由于该类系统在垂直向上目标位置附近
线性近似模型可控,因此学者们通常利用分区控制的
方法[9–10]将系统运动空间划分为摇起区和平衡区,进
而实现系统的控制目标.

然而,分区控制方法存在以下问题: 1)无法从理论
上来精确地划分摇起区和平衡区的范围.当平衡区范
围划分得较窄时,会导致切换条件很难满足[11];而当
平衡区范围划分得较大时,在切换点处线性近似模型
存在较大误差,因此切换时会出现力矩突变[12–13],从
而使平衡控制器很难将系统稳定到目标位置; 2)摇起
运动控制过程中,由于系统状态之间复杂的耦合关系,
常用的摇起控制易出现奇异现象.尽管部分学者通过
调整控制器参数可以规避奇异问题[14],但这会增加控
制器设计难度.另外,现有的垂直欠驱动机械臂的各
种控制方法只能实现特定结构系统的控制目标[15–16],
缺少对这类系统通用控制方法的研究.

为解决上述问题,本文针对含单一欠驱动关节的
垂直三连杆欠驱动机械臂,提出一种基于振荡衰减轨
迹的通用控制策略,该控制策略无需分区即可实现系
统的控制目标.首先,根据驱动连杆的初始和目标状
态,为驱动连杆规划含可调参数的振荡衰减轨迹,该
轨迹能确保驱动连杆在一定时间内由初始状态运动

到目标状态. 同时,基于连杆状态间存在的耦合关系,
引入粒子群优化算法优化驱动连杆轨迹的参数,确保
欠驱动连杆和驱动连杆在相同时刻运动至目标状态.
设计轨迹跟踪控制器使驱动连杆跟踪优化后的轨迹,
则机械臂末端点由垂直向下初始位置运动至垂直向

上目标位置.进而设计镇定控制器将末端点稳定在目
标位置.最后,通过仿真实验证明所提方法的有效性.
本文的创新点如下:

1) 所提基于振荡衰减轨迹的控制策略无需对系
统运动空间进行划分即可实现系统的控制目标;

2) 所提轨迹规划与跟踪控制方法可以有效规避
运动过程中控制器的奇异现象,简化控制器设计;

3) 所提控制策略是一种通用控制策略,对含单一
欠驱动关节的垂直三连杆欠驱动机械臂中的三类系

统均有效.

2 系系系统统统动动动力力力学学学模模模型型型

图1为垂直三连杆全驱动机械臂示意图. 其中:
mr, Lr, Ir分别代表机械臂第r连杆的质量、长度和转

动惯量; lr为第r连杆质心到前一关节的长度; ur为系

统控制力矩; r = 1, 2, 3.

图 1 垂直三连杆全驱动机械臂模型

Fig. 1 The model of vertical three-link full-actuated manipula-
tors

由欧拉–拉格朗日方程可得三连杆垂直全驱动机
械臂的动力学模型为

M(q)q̈ +H(q, q̇) +G(q) = U, (1)

其中: M(q)为惯性矩阵; H(q, q̇)为科里奥利力和离

心力的结合项; G(q)为重力向量; q = [q1 q2 q3]
T, q̇

= [q̇1 q̇2 q̇3]
T和q̈ = [q̈1 q̈2 q̈3]

T分别为连杆角度、角

速度和角加速度向量; U = [u1 u2 u3]
T为力矩向量.

具体表达式见参考文献[16].

当第j(j ∈ {1, 2, 3})关节缺少驱动装置时,上述全
驱动系统变成欠驱动系统, uj = 0. 记机械臂第i关节

为驱动关节, i ∈ {c1, c2}⊆{1, 2, 3}\{j}. 由式(1)可
得驱动连杆和欠驱动连杆状态量之间的耦合关系为

Mj q̈ +Hj +Gj = 0, (2)

其中Mj , Hj和Gj分别为M(q), H(q, q̇)和G(q)的第j

行.

根据欠驱动关节位置的不同,可将含单一欠驱动
关节的垂直三连杆欠驱动机械臂分为3类: 1) PAA系
统(j= 1); 2) APA系统(j= 2); 3) AAP系统(j=3). 其
中: A代表驱动关节, P代表欠驱动关节.

记x1 = [q1 q2 q3]
T, x2 = [q̇1 q̇2 q̇3]

T, x =

[xT
1 xT

2 ]
T,式(1)可写为如下状态方程的形式:{

ẋ1 = x2,

ẋ2 = F +BU,
(3)
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其中:

F = [f1(x) f2(x) f3(x)]
T =

−M−1(q)[H(q, q̇) +G], (4)

B = [b1(x) b2(x) b3(x)]
T = M−1(q). (5)

3 轨轨轨迹迹迹规规规划划划

本节针对驱动连杆设计振荡衰减轨迹,该轨迹能
够保证驱动连杆在一定时间运动到目标状态. 然后,
基于连杆状态间的耦合关系,通过粒子群优化算法优
化驱动连杆轨迹参数,使欠驱动连杆在相同时间内运
动至目标状态.

3.1 驱驱驱动动动连连连杆杆杆振振振荡荡荡衰衰衰减减减轨轨轨迹迹迹设设设计计计

记[qc1 qc2 q̇c1 q̇c2 ]为系统驱动连杆的状态. 根据
系统控制目标,可得驱动连杆的初始状态和目标状态
分别为[qc1s qc2s 0 0]和[qc1f qc2f 0 0]. 基于此,为第i

根驱动连杆设计如下振荡衰减轨迹:

q̄i = (qif−qis)(1−
e−ki1ki2t√
1− k2

i1

sin(ki2t×√
1− k2

i1 + arccos ki1)) + qis, (6)

其中: qis和qif分别为驱动连杆的初始角度和目标角

度; ki1和ki2为可调节的轨迹参数且0 < ki1 < 1, ki2
> 0.

对式(6)求导可得

˙̄qi =−(qif−qis)
ki2e

−ki1ki2t√
1− k2

i1

cos(
√
1− k2

i1ki2 ×

t+ arccos ki1)−
ki1ki2e

−ki1ki2t√
1−k2

i1

sin(ki2 ×

t
√
1− k2

i1 + arccos ki1). (7)

容易验证,当t= 0时, q̄i= qis, ˙̄qi = 0;当t → ∞时, q̄i
= qif , ˙̄qi = 0.

对式(7)进一步求导可得

¨̄qi = (qif − qis)(2ki1k
2
i2e

−ki1ki2t cos(
√
1− k2

i1 ×

ki2t+ arccos ki1) +
k2
i2e

−ki1ki2t√
1− k2

i1

sin(ki2t×√
1− k2

i1 + arccos ki1)−
k2
i1k

2
i2e

−ki1ki2t√
1− k2

i1

×

sin(
√
1− k2

i1ki2t+ arccos ki1). (8)

由式(8)可知, ¨̄qi有界,这也就意味着q̄i和 ˙̄qi一致连

续.所设计的轨迹能够使驱动连杆从初始状态[qc1s
qc2s 0 0]开始移动,并最终收敛于目标状态[qc1f qc2f
0 0].

图2为轨迹q̄i的示意图,其中, δ为距离目标角度的
误差值(δ为很小的正数). 记ts为轨迹进入到距离目标

角度允许误差范围±δ之内的时间,则

|q̄i(t)− q̄i(∞)| 6 δ|q̄i(∞)|, t > ts. (9)

图 2 轨迹q̄i的示意图

Fig. 2 Schematic diagram of the trajectory q̄i

结合式(6),可得

| e
−ki1ki2t√
1− k2

i1

sin(
√
1− k2

i1ki2t+ arccos ki1)| ×

(qif − qis) 6 | e
−ki1ki2t√
1− k2

i1

|(qif − qis) 6

δ|qif |, t > ts. (10)

当qis ̸= qif且两者中有一项为0时,总有

e−ki1ki2t√
1− k2

i1

6 δ, t > ts. (11)

根据式(11)可以估算ts. 由式(11)可得

δ
√
1− k2

i1 = e−ki1ki2t, t = ts. (12)

将上式两边取对数,可得

ts =
− ln δ − ln

√
1− k2

i1

ki1ki2
. (13)

当0 < ki1 < 1时, − ln δ ≫ − ln
√
1− k2

i1. 因此,
相较于− ln δ, − ln

√
1− k2

i1可以忽略,所以

ts ≈ − ln δ

ki1ki2
. (14)

当δ = 0.01时, ts ≈
5

ki1ki2
. 为两个驱动连杆分别

设计了振荡衰减轨迹. 当 i = c1时,存在调节时间ts1

≈ 5

kc11kc12
,则在t > ts1时,第c1根驱动连杆运动至目

标状态. 当i = c2时,存在调节时间

ts2 ≈
5

kc21kc22
,

则在t > ts2时,第c2根驱动连杆运动至目标状态. 为
保证在相同时间内两根驱动连杆均运动至目标状态,
将最终调节时间ts取为

ts = max{ts1, ts2}. (15)

此时,驱动连杆运动至目标状态,即

[q̄i, ˙̄qi]|t=ts → [qif , 0]. (16)
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式(2)为连杆状态间的耦合关系.根据这一耦合关
系,本文发现,当驱动连杆的运动状态改变时,欠驱动
连杆的运动状态也随之改变.由式(7)–(8)可知,驱动
连杆的运动状态随轨迹参数ki1和ki2而变化. 因此,通
过改变ki1和ki2可以间接调节欠驱动连杆在ts时刻的

状态量. 接下来需选择合适ki1和ki2使欠驱动连杆在

ts时刻也运动至其目标状态,即

[q̄j, ˙̄qj]|t=ts → [qjf , 0], (17)

其中: q̄j和 ˙̄qj为欠驱动连杆的角度和角速度, qjf为欠
驱动连杆的目标角度.

下一小节中,引入粒子群优化算法优化轨迹参数,
从而使欠驱动连杆在相同调节时间内运动至目标状

态,即保证式(17)成立.

3.2 轨轨轨迹迹迹参参参数数数优优优化化化

为保证式(17)成立,本节通过粒子群优化算法优
化轨迹参数ki1和ki2. 结合欠驱动连杆目标状态和ts
时刻欠驱动连杆状态量,定义评价函数为

ht =
∣∣q̄j|t=ts

− qjf
∣∣+ ∣∣ ˙̄qj|t=ts

∣∣. (18)

粒子群算法流程如下:

算算算法法法 1 轨迹参数优化.

参数初始化: gen= 0,随机初始化粒子群;

循环程序:

for gen = 0 : Gmax do

将粒子分别赋值给ki1, ki2;将ki1, ki2代入式

(6), 并结合耦合关系(2), 计算ts时刻欠驱动

连杆的状态[q̄j, ˙̄qj];将[q̄j, ˙̄qj]|t=ts代入式(18)

中,计算ht;

if ht < ε (ε为很小的正数) then

输出ki1, ki2;

算法结束;

end

更新粒子,跳回循环程序.

end

通过粒子群算法得到一组优化参数ki1和ki2,将其
代入到式(6)中,即可得到优化后的驱动连杆轨迹.
当t = ts时,驱动连杆沿优化后的轨迹运动至目标状
态,同时欠驱动连杆也运动至目标状态,即

[q̄i q̄j ˙̄qi ˙̄qj]|t=ts → [qif qjf 0 0]. (19)

此时,根据驱动连杆和欠驱动连杆状态量的变化,系
统末端点由垂直向下初始位置运动至垂直向上的目

标位置.

4 控控控制制制器器器设设设计计计

基于优化后的振荡衰减轨迹,利用滑模方法设计
跟踪控制器使系统末端点从垂直向下初始位置移动

到垂直向上目标位置;同时,利用极点配置方法设计

镇定控制器克服重力作用将末端点稳定在垂直向上

目标位置.

4.1 跟跟跟踪踪踪控控控制制制器器器设设设计计计

利用滑模方法设计跟踪控制器. 设计滑模面Si:

Si = η0(qi − q̄i) + (q̇i − ˙̄qi), (20)

其中: η0 > 0, q̄i和 ˙̄qi见式(6)–(7).

求 Si关于时间的导数,得到

Ṡi = (fi + biui − ¨̄qi) + η0(q̇i − ˙̄qi), (21)

其中¨̄qi见式(8).

根据滑模面Si构造李雅普诺夫函数Ψ1:

Ψ1 =
1

2
S2
i . (22)

设计跟踪控制器uit为

uit=−1

bi
(fi− ¨̄qi+η0(q̇i− ˙̄qi) + η1Si+η1sgn Si),

(23)

其中: η1 > 0, ¨̄qi如式(8)所示.

因此,结合式(23),对Ψ1求导可得

Ψ̇1 =SiṠi = Si(−η1Si − η1 sgn Si) =

− η1S
2
i − η1|Si| 6 0. (24)

根据LaSalle不变集原理,当Ψ̇1=0, Si≡0,则qi≡
q̄i, q̇i ≡ ˙̄qi. 驱动连杆沿着优化后的振荡衰减轨迹运动
至目标状态. 此时,机械臂末端点由垂直向下初始位
置运动至垂直向上目标位置.

然而,机械臂末端点受重力作用很难稳定在垂直
向上目标位置.因此,本文进一步设计镇定控制器实
现系统的稳定控制.

4.2 镇镇镇定定定控控控制制制器器器设设设计计计

本节利用极点配置方法设计镇定控制器克服重力

作用,将末端点稳定在垂直向上目标位置.

在目标位置处对式(3)进行近似线性化,得到

ẋ = Ax+ CŪ, (25)

其中: Ū = [Uc1 Uc2 ]
T, A和C的表达式见附录.

根据A和C的表达式,可以计算出

rank[C AC · · · A5C] = 6, (26)

说明线性近似模型(25)是可控的.

设计镇定控制器uis为

uis = −Kx, (27)

其中K为增益矩阵.

将式(27)代入式(25)中,可得

ẋ = (A− CK)x. (28)

通过极点配置方法,并借助MATLAB中PLACE命令
求得K,使(A− CK)的特征根位于坐标轴虚轴左半



第 12期 王乐君等: 垂直三连杆欠驱动机械臂通用控制策略设计 2497

平面,从而保证系统末端点稳定在垂直向上目标位置.

综上所述,本文将控制器切换条件设计为t > ts.
基于此,将控制过程分为轨迹跟踪控制和镇定控制两
个阶段. 当0 6 t < ts时, ui = uit,通过轨迹跟踪控
制,系统末端点运动至目标位置;当t > ts时, ui=uis,
末端点在镇定控制器作用下稳定在垂直向上目标位

置.

5 仿仿仿真真真实实实验验验及及及分分分析析析

本节通过3组仿真实验验证所提控制策略的有效
性. 选择如下3连杆垂直欠驱动机械臂模型参数进行
仿真:

m1=1.258 kg, m2=5.686 kg, m3=2.162 kg,

L1=0.34 m, L2=0.29 m, L3=0.52 m,

J1=0.0121 kg/m2, J2=0.0398 kg/m2,

J3=0.0487 kg/m2.

(29)

将控制器(23)(27)及粒子群算法中参数取为{
η0=1.2, η1=1, N=100, Nv=5, δ = 0.01,

Gmax=100, p1 = 0.6, p2 = p3 = 2.

(30)

5.1 PAA系系系统统统仿仿仿真真真
将驱动连杆初始角度和目标角度分别取为{

q2s = 0 rad, q3s = 0 rad,

q2f = 2π rad, q3f = 2π rad.
(31)

控制器(23)(27)及粒子群算法中各参数如式(30).
根据式(29)–(31),通过粒子群算法可求得{

k21 = 0.3600, k22 = 4.2895,

k31 = 0.5000, k32 = 3.2000.
(32)

因此ts = 3.2379 s.

将期望的极点选择为−2, −3, −4, −4, −5, −6. 利
用MATLAB中PLACE命令求得K为

K =


−168.6812 −59.1237 −16.8965

−42.5541 −18.9903 −5.9494

−173.7729 −70.0473 −15.7109

−44.0747 −19.8706 −6.1017

 . (33)

仿真结果如图3. 当t 6 ts= 3.2379 s时,在跟踪控
制器(23)作用下, [q1 q2 q3 q̇1 q̇2 q̇3]收敛到[2π 2π

2π 0 0 0],系统末端点从垂直向下初始位置运动到
垂直向上目标位置.同时力矩收敛为零. 当t>3.2379 s
时,控制器由跟踪控制器(23)切换至镇定控制器(27),
末端点在控制器(27)作用下稳定在垂直向上目标位
置,从而实现控制目标.控制力矩保持在[−58.8035,

76.3107] N·m范围内,整个控制过程中未出现力矩突
变.与文献[16]中方法和控制效果进行比较,本文方法
设计简单,计算量小,而且控制时间显著缩短,整个控

制过程更加平滑.

(a) 角度

(b) 角速度

(c) 力矩

图 3 PAA系统仿真结果

Fig. 3 The simulation results for the PAA

5.2 APA系系系统统统仿仿仿真真真
将驱动连杆初始角度和目标角度取为{

q1s = −π rad, q3s = 0 rad,

q1f = 0 rad, q3f = 2π rad.
(34)

控制器(23)(27)及粒子群算法中各参数如式(30). 根据
式(29)–(30)和式(34). 通过粒子群算法可求得{

k11 = 0.5956, k12 = 3.4469,

k31 = 0.5471, k32 = 5.9262.
(35)

因此ts = 2.4355 s.

选择相同极点,求得增益矩阵K为

K =


−87.1554 −108.2027 −34.8795

−26.4874 −19.3381 −8.1372

25.7838 23.4988 12.1963

7.6519 5.4702 2.4680

 . (36)

图4为仿真结果:当t6 ts = 2.4355 s时,通过跟踪
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控制, [q1 q2 q3 q̇1 q̇2 q̇3]→ [0 0 2π 0 0 0],系统末
端点运动到垂直向上目标位置.当t>2.4355 s时,在
控制器(27)作用下实现末端点在目标位置的稳定控
制.本文方法在t = ts时各连杆状态量均收敛至目标

状态,力矩收敛到零. 因此,在控制器切换时没有产生
力矩突变.

(a) 角度

(b) 角速度

(c) 力矩

图 4 APA系统仿真结

Fig. 4 The simulation results for the APA

5.3 AAP系系系统统统仿仿仿真真真
将驱动连杆初始角度和目标角度取为{

q1s = −π rad, q2s = 0 rad,

q1f = 0 rad, q2f = 2π rad.
(37)

控制器(23)(27)及粒子群优化算法中各参数如式(30).
根据式(29)–(30)和式(37),通过粒子群优化算法可求
得 {

k11 = 0.3400, k12 = 1.4252,

k21 = 0.8690, k22 = 1.0295.
(38)

因此ts = 10.3185 s.

用相同方法求得增益矩阵K为

K =


−64.3448 −93.3974 −101.0578

−25.3559 −22.7603 −17.1277

−23.7377 −23.2346 −35.7400

−8.8203 −7.5680 −5.8585

 . (39)

仿真结果如图5所示. 当t 6 ts =10.3185 s时,在
跟踪控制器(23)作用下,

[q1 q2 q3 q̇1 q̇2 q̇3] → [0 2π − 2π 0 0 0],

系统末端点运动到垂直向上目标位置.当t>10.3185 s
时,在镇定控制器(27)作用下,末端点稳定在垂直向上
目标位置,实现控制目标.同样地,整个控制过程快速
而且平滑.

(a) 角度

(b) 角速度

(c) 力矩

图 5 AAP系统仿真结果

Fig. 5 The simulation results for the AAP

6 结结结论论论

本文针对含单一欠驱动关节的垂直三连杆欠驱动

机械臂提出一种基于振荡衰减轨迹规划的通用控制

策略,通过不分区的方式快速且平滑地实现系统控制
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目标.根据驱动连杆的初始和目标状态,为驱动连杆
规划一条含可调参数的振荡衰减轨迹. 所设计的轨迹
可在一定调节时间内将驱动连杆由初始状态直接移

动至目标状态. 基于连杆状态间的耦合关系,通过粒
子群优化算法优化轨迹参数使欠驱动连杆在相同调

节时间内也运动至目标状态. 接着通过设计跟踪控制
器和镇定控制器实现系统的控制目标.最后,仿真实
验验证所提控制策略的有效性. 值得一提的是,本文
方法能够有效规避运动过程中控制器的奇异问题,极
大地简化控制器设计.另外,本文方法还可以推广至
含单一欠驱动关节的n连杆(n > 3)垂直欠驱动机械
臂控制策略设计中.
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附附附录录录

A的具体表达式为

A =



0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

λ41
∆

λ42
∆

λ43
∆

0 0 0

λ51
∆

λ52
∆

λ53
∆

0 0 0

λ61
∆

λ62
∆

λ63
∆

0 0 0


, (A1)

其中:

∆ = α4α
2
3 − 2α3α5α6 + α2α

2
5 + α1α

2
6−

α1α2α4,

λ41 = α3α4β2+α2α5β3 − α3α6β3 − α5α6β2+

β1α
2
6 − β1α2α4,

λ42 = α3α4β2+α2α5β3 − α3α6β3 − α5α6β2,

λ43 = α2α5β3 − α3α6β3,

λ51 = α2
5β2− α2

6β1+ α2α4β1+ α3α4β1−
α3α4β2 + α1α6β3 − α2α5β3 − α3α5β3+

α3α6β3 − α5α6β1 + α5α6β2 − α1α4β2,

λ52 = α2
5β2 − α1α4β2 − α3α4β2 + α1α6β3−

α2α5β3 − α3α5β3 + α3α6β3 + α5α6β2,

λ53 = α1α6β3 − α2α5β3 − α3α5β3 + α3α6β3,

λ61 = α2
3β3 − α2

5β2 − α1α2β3 + α1α4β2+

α2α5β1 − α3α4β1 + α1α6β2 − α1α6β3−
α3α5β2 − α3α6β1 + α3α5β3 + α5α6β1,

λ62 = α2
3β3 − α2

5β2 − α1α2β3 + α1α4β2+

α1α6β2 − α1α6β3 − α3α5β2 + α3α5β3,

λ63 = α2
3β3 + α3α5β3 − α1α2β3 − α1α6β3,

(A2)

式中α1, α2, · · · , α6, β1, · · · , β3的表达式见文献[14].

C的具体表达式为

C =



0 0

0 0

0 0

d41
∆

d42
∆

d51
∆

d52
∆

d61
∆

d62
∆


. (A3)

随着欠驱动关节位置的不同, C中元素的取值也不相同.
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当系统为PAA系统时,

d41 = α2α4+α3α4 − α5α6 − α2
6,

d42 = α2α5 − α3α4 − α3α6 + α5α6,

d51 = α2
5+ 2α5α6+ α2

6− α1α4− α2α4− 2α3α4,

d52 = α1α4 + α1α6 − α2α5 + α3α4 − α3α5+

α3α6 − α5α6 − α2
5,

d61 = α1α4 + α1α6 − α2α5 + α3α4 − α3α5+

α3α6 − α5α6 − α2
5,

d62 = α2
3+ 2α3α5+ α2

5− α1α2− α1α4− 2α1α6.

(A4)

当系统为APA系统时,

d41 = α2
6 − α2α4,

d42 = α2α5 − α3α4 − α3α6 + α5α6,

d51 = α2α4 + α3α4 − α2
6 − α5α6,

d52 = α1α4 + α1α6 − α2α5 + α3α4 − α3α5+

α3α6 − α5α6 − α2
5,

d61 = α2α5 − α3α4 − α3α6 + α5α6,

d62 = α2
3 + 2α3α5 + α2

5 − α1α2 − α1α4 − 2α1α6.

(A5)

当系统为AAP系统时,

d41 = α2
6 − α2α4, (A6a)

d42 = α2α4 + α3α4 − α5α6 − α2
6, (A6b)

d51 = α2α4 + α3α4 − α5α6 − α2
6, (A6c)

d52 = α2
5+ 2α5α6+ α2

6− α1α4− α2α4− 2α3α4, (A6d)

d61 = α2α5 − α3α4 − α3α6 + α5α6, (A6e)

d62 = α1α4 + α1α6 − α2α5 + α3α4−

α3α5 + α3α6 − α5α6 − α2
5. (A6f)
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