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摘要:对于一类参数未知的多变量周期系统,传统自适应控制方法存在参数收敛慢的问题,导致系统暂态响应
差、控制效果不理想.因此,本文针对多变量周期系统设计了多模型二阶段自适应控制器. 首先根据先验知识,确定
不确定区域范围,并在不确定区域内建立多个自适应模型. 然后根据李雅普诺夫理论得到第一阶段辨识方程;在第
二阶段中,充分考虑辨识误差并确定了权值自适应律,以此获取虚拟模型以提高参数的收敛速度.接着,利用得到的
虚拟模型参数设计了二阶段自适应控制器,在保证了系统稳定性的基础上,提高了系统的暂态性能.最后,给出的仿
真结果表明多模型二阶段自适应控制器提高了参数的收敛速度,改善了系统的暂态性能.
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Abstract: For a class of multivariable periodic systems with unknown parameters, the traditional adaptive control
method has the problem of slow parameter convergence, which leads to poor transient response of the system and unsatis-
factory control effect. Therefore, a multiple models second level adaptive controller is designed for multivariable periodic
systems. Firstly, according to the prior knowledge, the range of the uncertain region is determined, and multiple adaptive
models are built in the uncertain region. Secondly, the first level identification equation is obtained according to Lyapunov
theory. In the second level, the identification error is fully considered and the weight adaptive law is determined to obtain
the virtual model for improving the convergence rate of parameters. Then, a second level adaptive controller is designed
by using the parameters of virtual model, which improves the transient performance of the system on the basis of ensuring
the stability of the system. Finally, the simulation results show that the multiple model second level adaptive controller
improves the convergence rate of parameters and the transient performance of the system.
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1 引引引言言言

线性周期时变系统的建立可以追溯到19世纪,在
小扰动或者无扰动的假设下,将在周期性状态下运行

的实际系统归结为线性周期系统,譬如通讯系统、卫
星系统、旋翼飞机系统以及工业过程中的实际系统[1].
因而,在控制领域,诸多学者针对线性周期系统做了
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广泛的研究,并且设计了多种控制方法[2]. 因此,如何
更好地提高对线性周期系统的控制效率、提升系统的

控制性能成为了研究的重要问题.

近些年来,通过线性化方法或利用线性时不变系
统逼近物理模型来提取线性周期系统的方法不断涌

出. Olcer和Prasad等学者[3–5]针对具有转子周期特性

的周期系统提出了两步过程获得高阶线性时不变模

型的方法. Lopez等[6]利用谐波分解将系统状态表示

成多种谐波以创建线性时不变系统近似值,并制定相
应的线性时不变模型. 但此方法由于对原始周期系统
二阶公式的依赖等问题使谐波分解等在解释时会出

现困难.为此,文献[7]提出了使用一阶公式进行谐波
分解获取更加通用的线性时不变模型的方法,以更好
地模拟周期系统.除此之外, Ismail等[8]考虑到线性周

期系统可以等效为线性时不变系统的特点,使用频域
子空间辨识方法获取相应的线性时不变系统的估计

值以模拟周期系统.不过上述方法对周期系统建模的
过程可能会导致重复模拟,或由于较复杂的数学分析
使建模时间过渡较长甚至无法得到模型,因此引发了
对模型简化的需求. 在这方面, Magruder等[9]开发了

一种在H2哈代空间中分析系统的算法,利用得到的后
验误差界激励优化算法以简化模型,得到的模型参数
量级更低,参数估计更精准.通过线性化或者简化后
的系统,需要设计合理的控制器来精准高效的控制周
期系统.文献[10]设计了状态反馈控制器以控制系统.
Li等[11]和Liao等[12]设计了一种具有预见作用的预见

跟踪控制器,前者充分考虑了可预见的参考信号和干
扰信号,而后者则利用系数矩阵是周期函数的特性设
计了最优预见跟踪控制器. 而Nguyen等[13]则设计了

模型预测控制器,并利用插值控制提高控制性能,保
证了递归的可行性和渐进稳定性. 文献[14]在考虑了
模型转换问题后,将系统转化为增强的线性时不变系
统,然后利用线性二次最优控制以控制系统.除此之
外,更有学者考虑了执行器故障[15]、鲁棒稳定性[16–17]

以及执行器饱和[18]等问题并且给予了合理的解决方

法. 不过,当系统参数未知时,相比于利用模拟逼近的
方法,采用自适应辨识的方法能得到更精确的结果.
文献[19–20]中利用李雅普诺夫理论构建了李雅普诺
夫函数,在参数周期已知的情况下可以得到精确的辨
识结果.然而,由于单模型自适应控制对周期系统的
控制具有精度低、调节时间长、暂态响应差等不足[21].
为此Narendra等[22]提出了基于切换的多模型自适应

控制以实现更加良好的控制效果,但对于时变系统却
因模型频繁切换产生抖震,导致系统不稳定. 为避免
模型间的频繁切换,文献[23–24]提出了多模型自适应
混合控制,通过混合信号将各个子控制器输出混合,
保证了系统输出的平滑性. 但随着系统维度的增加,
模型数量会呈指数增加,为此文献[25]提出了多模型

二阶段自适应控制,这种控制策略既避免了多模型切
换控制可能存在的抖震又减少了模型数量,并且可以
有效利用自身信息,而被广泛应用.

本文针对多变量周期系统,设计了多模型二阶段
自适应控制器. 首先,根据先验知识确定系统不确定
范围,并在此范围内设定若干个自适应模型. 然后,基
于李雅普诺夫理论设计了第一阶段参数辨识方程以

及第二阶段权值自适应律,获取虚拟模型参数值,用
以加快参数收敛速度.接着,利用虚拟模型参数设计
二阶段自适应控制器,以提高系统的暂态性能.再给
出了系统稳定性证明. 最后的数值仿真结果证明了多
模型二阶段自适应控制器的有效性.

2 对对对象象象描描描述述述

考虑下述多变量线性周期系统:

Σp :

{
ẋ(t) = A(t)x(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t),
(1)

式中: x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm分别为可测的系统状态

向量以及输入量; B ∈ Rn×m, C ∈ Rl×n分别为系统

的控制矩阵和输出矩阵; A ∈ Rn×n为参数未知的系

统矩阵,其具体形式如下:

A(t)=


a11(t) a12(t) · · · a1n(t)

a21(t) a22(t) · · · a2n(t)

...
...

...
...

an1(t) an2(t) · · · amn(t)

=


θ1(t)

θ2(t)

...

θn(t)

 .

(2)

控制目标是设计控制器u(t)使状态向量x(t)趋向

于参考向量. 因此对系统做出如下假设:

假假假设设设 1 系统的控制矩阵B以及输出矩阵C已

知,且当m = n时, B为非奇异方阵, m ̸= n时, B的
伪逆存在;

假假假设设设 2 系统矩阵呈周期性变化,即A(t) = A(t

−T ),且时间周期T已知;

假假假设设设 3 系统矩阵A(t)中所有参数的不确定区

域SA已知,且SA为凸集合.

表1中给出了本文中主要变量说明.

3 多多多模模模型型型二二二阶阶阶段段段自自自适适适应应应控控控制制制

3.1 第第第1阶阶阶段段段自自自适适适应应应
对系统(1)作如下变换:

Σp : ẋ(t)=Amx(t) + [A(t)−Am]x(t)+Bu(t),

(3)

式中Am为稳定的参考模型系统矩阵,且为时不变Hu-
rwitz矩阵,有

Am = [am1 am2 · · · amn]
T ∈ Rn×n. (4)
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表 1 文中主要变量说明表
Table 1 Description table of main variables

变量名称 意义

A(t) 真实对象系统矩阵

Âi(t) 系统矩阵辨识值

Ãi(t) 系统矩阵辨识误差

Av(t) 虚拟模型系统矩阵

Am 参考模型系统矩阵

x(t) 真实系统状态向量

x̂i(t) 辨识模型状态向量

x̂v(t) 虚拟模型系统矩阵

xm(t) 参考模型状态向量

ei(t) 状态辨识误差

e(t) 虚拟模型状态误差

ec(t) 系统输出误差

αi 权值真值

α̂i 虚拟模型系统矩阵

针对系统(3)建立多个状态辨识模型,即

Σi : ˙̂xi(t)=Amx̂i(t)+[Âi(t)−Am]x(t)+Bu(t),

(5)

式中Âi(i = 1, 2, · · · , N)为各个模型的参数辨识值.
定义状态辨识误差以及参数辨识误差分别为

ei(t) = x̂i(t)− x(t), Ãi(t) = Âi(t)−A(t),

由此可以得到系统的误差方程为

ėi(t) = Amei(t) + Ãi(t)x(t). (6)

由Lyapunov理论,建立合适的Lyapunov函数,用
以保证状态辨识误差以及参数辨识误差均收敛于0.
因此,针对式(6)设计如下Lyapunov函数(以下省略ei(t)

为ei, Ãi(t)为Ãi),

Vi(ei, Ãi) = eTi Pei + tr
w t

t−T
ÃT

i (τ)Ãi(τ)dτ, (7)

式中P是式(8)所示的Lyapunov方程唯一对称正定解,

AT
mP + PAm = −Q, Q = QT > 0. (8)

对式(7)求导可得

V̇i = eTi (A
T
mP + PAm)ei + 2eTi PÃix(t) +

tr(ÃT
i (t)Ãi(t)− ÃT

i (t− T )Ãi(t− T )) =

−eTi Qei + 2eTi PÃix(t) +

tr([Ãi(t) + Ãi(t− T )]T[Ãi(t)−Ãi(t− T )]).

(9)

令

Φi(t) = Âi(t− T )− Âi(t), (10)

可得Âi(t) = Âi(t− T )− Φi(t). 由式(9)–(10)有

tr([Ãi(t) + Ãi(t− T )]T[Âi(t)− Ãi(t− T )]) =

tr([2Ãi(t) + Φi(t)]
T[−Φi(t)]). (11)

因此式(9)可表述为

V̇i =−eTi Qei + 2eTi PÃix(t)−
2tr[ÃT

i (t)Φi(t)]− 2tr[ΦT
i (t)Φi(t)]. (12)

此时,应当选择合适Φi保证式(12)小于0. 即

Φi(t) = Peix
T(t). (13)

将式(13)代入式(12)中有

V̇i =−eTi Qei − 2tr[x(t)eTi PPeix
T(t)] =

−eTi Qei − 2eTi P
2ei[x

T(t)x(t)] < 0.

(14)

此时,根据Lyapunov理论可知 lim
t→+∞

ei → 0. 并且

在u(t)持续激励下Ãi → 0,即Â(t) → A(t). 参数辨
识式为

Âi(t) = Âi(t− T )− Peix
T(t). (15)

3.2 第第第2阶阶阶段段段自自自适适适应应应
第2阶段自适应的设计过程需建立在以下引理的

基础上.

引引引理理理 1 对于参数A ∈ SA,如果SA为凸集合,对
于集合SA内的任意一点,都可以用集合SA内至多N

= n2 + 1个点的线性组合来表征,即
N∑
i=1

αiAi = A,

N∑
i=1

αi = 1, αi > 0.

(16)

引引引理理理 2 若任意n2个辨识模型的初值是线性无

关的,且N = n2 + 1个参数构成的凸集合可以构成参

数A的不确定区域SA,即满足

n2∑
i=1

kiÂi(t0) = A, ki不全为0,

N∑
i=1

αiÂi(t0) = A,

N∑
i=1

αi = 1, αi > 0,

(17)

则对于任意时刻t > t0 ,有

A =
N∑
i=1

αiÂi(t). (18)

引引引理理理 3 如果系统参数A在初始时刻位于辨识模

型初始值Âi(t0)构成的凸集合SA内,则对任意t > t0,
参数A始终位于SA内.

基于上述引理以及多模型二阶段自适应控制理论,
需要设计第一阶段的N = n2 +1个自适应模型, n2为

系统未知参数的数量. 利用第1阶段的N个自适应模

型构成虚拟模型, N个自适应模型的初值应形成凸组
合且包含系统的不确定区域,得到的虚拟模型如下:
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Av(t) =
N∑
i=1

α̂iÂi(t), (19)

其初值为Av(t0) =
N∑
i=1

α̂iÂi(t0), α̂i为αi的估计值.

虚拟模型的状态估计模型如下:

Σv : ˙̂xv =Amx̂v + [Av(t)−Am]x+Bu(t) =

Amx̂v + [
N∑
i=1

α̂iÂi(t)−Am]x+Bu(t),

(20)

式中Â可表示为

Âi(t) = [θ̂i1(t) θ̂i2(t) · · · θ̂in(t)]
T =

n∑
j=1

bj θ̂
T
ij(t),

(21)

bj = [q1 q2 · · · qn]
T, (22)

式中: qi = 1, i = j,否则qi = 0.

同理,

Am =
n∑

j=1

bja
T
mj. (23)

因此式(3)与(20)可改写为

Σp : ẋ(t) = Amx(t) +Bu(t) +

[
n∑

j=1

bj(
N∑
i=1

αiθ
T
ij − aT

mj)]x(t), (24)

Σv : ˙̂xv(t) = Amx̂v(t) +Bu(t) +

[
n∑

j=1

bj(
N∑
i=1

α̂iθ̂
T
ij − aT

nj)]x(t), (25)

得到误差方程为

ė = Ame+ [
n∑

j=1

bj
N∑
i=1

α̃iθ̂
T
ij]x(t), (26)

式中α̃i = α̂i − αi.
N∑
i=1

α̃iθ̂
T
ij可写作

N∑
i=1

α̃iθ̂
T
ij =

N∑
i=1

α̂iθ̂
T
ij −

N∑
i=1

αiθ̂
T
ij, (27)

式中:
N∑
i=1

α̂iθ̂
T
ij =

N−1∑
i=1

α̂iθ̂
T
ij + α̂N θ̂

T
Nj =

N−1∑
i=1

α̂iθ̂
T
ij + [1−

N−1∑
i=1

α̂i]θ̂
T
N =

α̂1(θ̂1j − θ̂Nj)
T + α̂2(θ̂2j − θ̂Nj)

T + · · ·+
α̂N−1,j(θ̂N−1,j − θ̂Nj)

T + θ̂TNj =

[Θj ˆ̄α]
T + θ̂TNj, (28)

式中:

Θj = [θ̂1j−θ̂Nj θ̂2j−θ̂Nj · · · θ̂N−1,j−θ̂Nj],

ᾱ = [α1 α2 · · · αN−1]
T,

ˆ̄α = [α̂1 α̂2 · · · α̂N−1]
T.

同理,
N∑
i=1

αiθ̂
T
ij = [Θjᾱ]

T + θ̂TNj. (29)

因此
N∑
i=1

α̃iθ̂
T
ij = [Θj ˜̄α]

T. (30)

由此,式(25)可改写为

ė = Ame+ [
n∑

j=1

bj [Θj ˜̄α]
T]x(t). (31)

同理,为求得合适的权值α̂ = [α̂1 α̂2 · · · α̂N ]
T

自适应律使α̂ → α,利用Lyapunov理论建立合适的
Lyapunov函数,

V (e, ˜̄α) = eTPe+ tr
w t

t−T
˜̄αT(τ) ˜̄α(τ)dτ, (32)

式中 ˜̄α = ˆ̄α− ᾱ. 求导可得

V̇ (e, ˜̄α) =−eTQe+ 2xT[
n∑

j=1

Θj ˜̄αb
T
j ]Pe−

2 tr[α̃T(t)Ψ(t)]− tr[ΨT(t)Ψ(t)], (33)

式中Ψ(t) = ˜̄α(t− T )− ˜̄α(t).

根据李雅普诺夫理论,为了保证参数收敛,需要使
导数小于0. 即式(32)小于0. 因此,设计权值自适应律

ˆ̄α(t) = ˆ̄α(t− T )−
n∑

j=1

Θjxe
TPbj, (34)

因此Ψ(t) = ˜̄α(t−T )− ˜̄α(t) =
n∑

j=1

Θjxe
TPbj . 此时,

V̇ (e, ˜̄α) = −eTQe− tr[ΨT(t)Ψ(t)] < 0. (35)

因此 ˜̄α → 0,保证了第2阶段权值收敛.

3.3 控控控制制制器器器设设设计计计

基于上述得到的虚拟参数,设计基于模型参考自
适应理论的控制器,保证系统渐进跟踪参考模型.

已知稳定的参考模型

Σm : ẋm = Amxm +Bmr(t), (36)

式中: xm∈Rn为参考状态向量, Am形如式(4), Bm ∈
Rn×m为已知的控制矩阵, r(t) ∈ Rm为已知的参考输

入.

控制器采用模型跟随控制器,其结构为

u(t) =−Kpx(t) +Kur(t) =

B†(Am −Av)x(t) +B†Bmr(t), (37)

式中: B†为B的伪逆,若B为非奇异矩阵,则B† =

B−1.

设系统误差ec(t)=x(t)−xm(t),根据式(3)(35)和
式(36)得

ėc(t) = Amec(t) + M̃(t)x(t), (38)

式中:
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M̃(t) = M(t)−M∗(t), M(t) = Am −Av,

M∗(t) = Am −A(t).

同理,根据李雅普诺夫理论,设李雅普诺夫函数为

V (ec, M̃) = eTc Pec + tr
w t

t−T
[M̃T(τ)M̃(τ)]dτ.

(39)

设M(t) = M(t−T )−Pec(t)x
T(t),则V (ec, M̃)

6 0,保证了系统误差ec(t)和M(t)的有界性.

引引引理理理 4 (Barbalat引理[26]) 对于函数g(t) : R+

→ R,如果g(t)一致连续且 lim
t→∞

w t

0
g(τ)dτ存在且有

界,那么 lim
t→∞

g(t) = 0.

令

g(t) = V̇ (t) =

−eTc (t)Qec(t)−2tr[ec(t)xT(t)PPx(t)eTc (t)], (40)

则

ġ(t) = V̈ (t) =

−2eTc (t)Qėc(t)−2tr[ec(t)xT(t)PPx(t)ėTc (t)]. (41)

由于参考模型Σm稳定, xm(t)有界,因此x(t) =

xm(t) + ec(t)有界,因此由式 (37)知 ėc(t)有界,因此
˙g(t)一致有界,即g(t)对时间t一致连续.由于V (t) >

0,且 ˙V (t) 6 0,因此V (∞)存在. 所以

lim
t→∞

w t

0
g(τ)dτ= lim

t→∞

w t

0
V̇ (τ)dτ = V (∞)−V (0)

(42)

有界.

由引理4有

lim
t→∞

g(t) = lim
t→∞

V̇ (t) =

− lim
t→∞

{eTc (t)Qec(t)+tr[ec(t)x
T(t)PPx(t)eTc ]. (43)

因此 lim
t→∞

∥ec(t)∥ = 0,即状态x(t)渐进地与参考

状态xm(t)保持一致,系统稳定.

4 仿仿仿真真真研研研究究究

考虑如下两输入两输出线性周期系统:{
ẋ(t) = A(t)x(t) +BU(t),

y(t) = Cx(t),
(44)

式中:

A(t) =

[
a11 a12

a21 a22

]
=

[
θ1
θ2

]
=[

−7−0.5 sin(0.5πt) 6+0.5 cos(0.5πt)

−8−0.5 cos(0.5πt) − 11−0.5 sin(0.5πt)

]
,

B =

[
1 0

0 1

]
, C =

[
1 0

0 1

]
.

根据先验知识得知, θ2已知,而 θ1 = [a11 a12]未

知. 参考模型为

ẋ(t) =

[
0 1

−6 − 5

]
x(t) +

[
1 0

0 1

]
R(t). (45)

参考输入R(t) = [2 sin(1.4πt) 2 cos(1.4πt)]T.

现针对单模型自适应与多模型二阶段自适应两种

方法进行对比研究.单模型自适应初值设定为θ2(0)

= [−7 6.8]. 多模型二阶段自适应模型数量为3,模型
参数初始值分别为θ21(0)=[−8 7], θ22(0)=[−7 4.5],
θ23(0) = [−6 7]. 为使虚拟模型初始参数和单模型自
适应初始参数一致,因此α = [0.46 0.08 0.46]T.

单模型自适应控制参数辨识如图1–2所示. 由曲线
可知,单模型自适应控制虽然辨识参数可以逐渐追踪
到真实参数,但参数收敛时间过长,因此造成系统暂
态误差大,调节时间过长. 单模型自适应控制曲线图
3–4所示.

图 1 单模型自适应控制参数1辨识

Fig. 1 Parameter 1 identification

图 2 单模型自适应控制参数2辨识

Fig. 2 Parameter 2 identification

图 3 单模型自适应控制曲线1

Fig. 3 Output 1 of single model adaptive control

多模型二阶段自适应控制参数辨识如图5–6所示.
从图中可知,辨识参数可较快地跟踪到真实值,参数
收敛速度较快. 图7–8为参数辨识误差曲线,可知多模
型二阶段自适应控制比起单模型自适应控制,参数收
敛速度更快,参数误差更小.
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图 4 单模型自适应控制曲线2

Fig. 4 Output 2 of single model adaptive control

图 5 多模型二阶段自适应控制参数1辨识

Fig. 5 Parameter 1 identification

图 6 多模型二阶段自适应控制参数2辨识

Fig. 6 Parameter 2 identification

图 7 参数1辨识误差对比

Fig. 7 Parameter 1 identification error comparison

图 8 参数2辨识误差对比

Fig. 8 Parameter 2 identification error comparison

图9为参数辨识误差积分对比图,纵坐标代表了w (i+1)T

iT
∥θ̃(t)∥dt. 因此可再次说明,二阶段自适应控

制在参数收敛速度方面有了较大的提升.

图10–11为多模型二阶段控制曲线,图12–13为控
制误差对比图. 除第1周期由于两方法参数一致导致

控制误差相同外,其他时间多模型二阶段自适应控制
方法在暂态性能方面明显优于单模型自适应控制.

图 9 参数辨识误差积分对比

Fig. 9 Parameter identification error integral comparison

图 10 多模型二阶段自适应控制曲线1
Fig. 10 Output 1 of multiple models second level adaptive

control

图 11 多模型二阶段自适应控制曲线2
Fig. 11 Output 2 of multiple models second level adaptive

control

图 12 控制误差对比1

Fig. 12 Control error comparison 1

图 13 控制误差对比2

Fig. 13 Control error comparison 2
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5 结结结语语语

本文针对多变量周期系统设计了多模型二阶段自

适应控制器. 利用李雅普诺夫理论得到两个阶段的辨
识方程并得到虚拟模型,根据虚拟模型参数设计二阶
段控制器. 接着对系统的稳定性给予了证明. 文末根
据数值仿真研究可知多模型二阶段自适应控制提高

了参数收敛速度,参数辨识结果精度更高;控制系统
的响应速度更快,调节时间更短,控制精度更高.
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