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奇奇奇异异异Lur’e网网网络络络的的的自自自适适适应应应牵牵牵制制制聚聚聚类类类同同同步步步控控控制制制
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摘要:本文分别研究了由奇异和非奇异Lur’e系统组成的具有多种耦合方式时滞复杂动态网络的聚类同步问题.
通过设计一类牵制反馈控制器,仅控制当前聚类中与其他聚类有直接连接的Lur’e系统,从而有效减少控制器个数
同时降低控制成本. 考虑到网络具有多种耦合方式,本文合理构造Lyapunov泛函,并有效利用扇形条件、非线性函
数类概念、S–过程以及Lyapunov稳定性定理等方法,分别给出奇异和非奇异Lur’e动态网络实现聚类同步的判定条
件.此外,为有效节省控制成本,针对控制强度设计一类自适应更新定律,从而得到网络实现聚类同步的最优控制强
度.最后,为了验证所得聚类同步判定条件和控制器的有效性,对一类典型Lur’e网络聚类同步问题进行了数值仿真.
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Abstract: In this paper, the cluster synchronization problem for a kind of delayed complex dynamical networks with
multiple couplings composed of heterogeneous and homogeneous Lur’e systems is investigated. By designing a kind of
pinning negative feedback controllers, only the Lur’e systems in current clusters which have direct connections with the
Lur’e systems in the other clusters are controlled. Considering different types of coupling patterns in the Lur’e networks,
an effective Lyapunove functional is constructed and then sufficient conditions for the cluster synchronization of the het-
erogeneous and homogeneous Lur’e dynamical networks are obtained respectively, according to the sector conditions, the
NCF function class, S-procedure and the Lyapunov stability theorem. Furthermore, to decrease the control costs, an adap-
tive updating law for the pinning feedback control strength is designed. Finally, the effectiveness of the proposed cluster
synchronization conditions and the control schemes are verified by a numerical simulation.
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1 引引引言言言

近20年来,复杂系统和复杂动态网络已成为生态
科学、工程学和社会学等诸多学科领域广泛关注和研

究的热点[1–3]. 现实世界和人类社会中存在大量与人
们日常生活密切相关的复杂网络,如通信网、社交网
和互联网等. 网络上传播、扩散和同步等动力学行为

是复杂动态网络研究的基本问题,尤其是同步这一集
群行为更是受到了广泛关注. 在文献[4–6]中,许多重
要的同步现象和模型已经得到了深入的研究,如全局
同步[4]、相同步[5]和聚类同步[6]等.

一般来说,聚类同步是指每一聚类中的任意动态
节点相互同步而不同聚类之间没有要求. 在现有大多
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数聚类同步工作[7]中,考虑的都是具有非奇异节点的
一般网络的聚类同步问题,即所有节点的局部动力学
行为都是相同的. 显然,假设所有节点都是具有相同
的动力学行为很不现实,例如在新陈代谢、神经或者
社交网络中,不同聚类中任意一对节点按照其功能划
分是不相同的.

事实上,大部分复杂网络是无法通过调节系统自
身参数实现同步,因此设计合适的控制器就变得至关
重要.现如今已经出现了许多有效的控制策略[3, 8–9],
如牵制控制[3]、脉冲控制[8]和自适应控制[9]等. 由于
复杂网络具有规模巨大这一特点,从而为每一个节点
施加控制器在现实中变得异常困难.而牵制控制作为
一种仅控制一小部分节点的控制方式,受到广泛关注.
另一方面,为了实现网络的同步,针对网络控制器一
般需要非常大的控制器强度,这样不仅增加了控制成
本同时造成了资源浪费. 因此樊等人[10]提出了一种自

适应牵制控制方法来实现复杂网络的同步.

众所周知, Lur’e系统是一类典型的非线性系统,
而由Lur’e系统耦合而成复杂动态网络的同步与控制
问题已经成为研究热点[11–13]. 文献[11]中,郑等人采
用牵制控制策略研究了一类具有耦合时滞Lur’e动态
网络的同步问题;文献[13]中,丰等人研究了一类非
线性耦合Lur’e复杂网络的同步问题.但上述文献都没
有考虑Lur’e系统之间还可能存在导数耦合的形式. 对
于一个复杂网络而言,状态向量是用来表示当前系统
的空间位置,而状态导数向量则可以被看作是不同系
统之间的信息交换速率.所以针对导数型耦合复杂网
络,当前系统的变化率是由当前系统的动力学性态和
与之相邻系统的变化率共同决定的.

本文在假定复杂网络具有3种耦合形式(非线性耦
合、时滞耦合、导数型耦合)的条件下,研究了由奇异
和非奇异Lur’e系统耦合而成的有向复杂动态网络聚
类同步问题.通过引入自适应牵制控制策略,本文设
计了一类只控制聚类中与其他聚类直接相连的一小

部分Lur’e系统的负反馈控制器. 基于Lyapunov稳定
性定理,有效利用扇形条件和非线性函数类概念等方
法,给出该复杂Lur’e网络实现全局聚类同步的判定条
件.

符符符号号号: AT表示矩阵A的转置; Rm表示m维Euclid
空间; Rm×m表示m×m实矩阵集合; Im为m维单位
矩阵; B ⊗ C表示矩阵B和C的Kronecker积.对于所
有非零x有xTAx > 0(> 0),则实对称矩阵L是正定
(半正定)矩阵表示为A > 0(> 0);符号∥ · ∥表示矩阵
或向量的Euclid范数; diag{·}表示对角矩阵;如无明
确说明,矩阵均假设符合代数运算的要求.

2 准准准备备备工工工作作作

假设考虑的复杂网络含有M个节点,并划分为g

个聚类. 定义函数µi = j,它表示节点i属于第j个聚
类. 让Uj表示第j个聚类中所有节点的集合, Ûj表示

第j个聚类中直接与其他聚类相连接节点的集合.

考虑以下由非奇异Lur’e系统耦合而成的具有非
线性、时滞和导数型耦合网络模型:

ẏi(t)=Hyi(t) + Jf(Ayi(t)) +

c1
M∑
j=1

bijΓL(yj(t))+c2
M∑
j=1

qijΓyj(t−τ)+

c3
M∑
j=1

wijΓ ẏj(t) + ui(t), (1)

其中: yi(t) = [y1i (t) y2i (t) · · · ymi (t)]T ∈ Rm为节

点的状态向量, i = 1, 2, · · · ,M ; H ∈ Rm×m, J ∈
Rm×n, A ∈ Rn×m为常数矩阵; τ > 0为耦合时滞;正
常数 c1, c2, c3为网络的耦合强度; Γ = diag{γ1, γ2,
· · · , γm}表示内部耦合矩阵. 为了简单起见,本文假
设Γ为单位阵, f : Rn → Rn为在R上连续可微的非
线性函数, B=(bij)M×M和Q = (qij)M×M为由网络

拓扑结构所决定的耦合矩阵;另外它还满足耗散条件,

即

bii = −
M∑
j ̸=i

bij, qii = −
M∑
j ̸=i

qij,

其中如果第j个Lur’e系统与第i个Lur’e系统有连接,
则bij (̸= bji) > 0(qij (̸= qji) > 0),否则bij = 0(qij =

0). W = (wij)M×M是导数型耦合矩阵,并假设它是

对称阵且满足耗散条件,即当第j个Lur’e系统与第i个
Lur’e系统相连时有wij=wji>0,否则wij=wji=0.

ui(t)是控制器,它将在之后被设计. L(·) : Rm → Rm

是非线性耦合函数且L(yi(t)) = [l1(y
1
i (t)) l2(y

2
i (t))

· · · lm(ymi (t))]T. 记

Ayi(t) = [a1yi(t) a2yi(t) · · · anyi(t)]T,
f(Ayi(t)) = [f1(a1yi(t)) · · · fn(anyi(t))]T,

其中: A = [aT1 aT2 · · · aTn ]T, aj ∈ R1×m. 假设函数
fj(ajyi(t))(j=1, 2, · · · , n, i=1, 2, · · · ,M)满足如

下扇形条件:

δj 6 ḟj(ajyi(t)) 6 υj. (2)

为了解决现实世界中大量存在的奇异Lur’e网络
的聚类同步问题,本文还考虑如下具有奇异节点的
Lur’e型网络模型:

ẏi(t) =

Hµi
yi(t) + Jµi

fµi
(Ayi(t)) +

c1
M∑
j=1

bijΓL(yj(t)) + c2
M∑
j=1

qijΓyj(t− τ) +

c3
M∑
j=1

wijΓ ẏj(t) + ui(t), (3)
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其中:

fµi
(Ayi(t)) = [fµi1(a1yi(t)) · · · fµin(anyi(t))]

T,

i = 1, 2, · · · ,M.

如果节点i与节点j属于不同的聚类,即µi ̸= µj ,则有
fµi

̸= fµj
, Hµi

̸= Hµj
, Jµi

̸= Jµj
.

为了给出聚类同步的判定条件,下面本文首先给
出一些相关的定义,假设和引理.

定定定义义义 1[14] 若对于任意初值,只有当µi = µj时,
才有 lim

t→∞
∥yi(t)−yj(t)∥ = 0(i, j = 1, 2, · · · ,M);而

当µi ̸= µj时, lim
t→∞

∥yi(t) − yj(t)∥ ̸= 0(i, j = 1, 2,

· · · ,M),则称有g个聚类的复杂动态网络是聚类同步
的.

假假假设设设 1 对于非线性函数lk(·) : R → R,假设它
属于可接受非线性耦合函数类(acceptable nonlinear
coupling function class, NCF)[3], lk(·) ∈ NCF(ξ, σ),
即存在两个正常数ξ和σ使得

|(lk(a1)− ξa1)− (lk(a2)− ξa2)| 6 σ|a1 − a2|

对任意a1, a2 ∈ R成立.

引引引理理理 1[4] 假设对称矩阵K = (kij) ∈ Rm×m满

足行和为零,则对于任意的两个列向量a和b,下面不
等式成立:

aTKb = −
∑
j>i

kij(aj − ai)(bj − bi).

引引引理理理 2[15] 假设对于单位列向量1m ∈ Rm和单位

矩阵I ∈ Rm×m有T = I − 1

m
1m1

T
m,则对所有满足

行和为零的矩阵R ∈ Rm×m且η > 0,对任意向量a, b

∈ Rm有

aTRb = aTRTb 6 1

2
(
1

η
aTRRTa+ ηbTTb).

3 非非非奇奇奇异异异Lur’e网网网络络络的的的聚聚聚类类类同同同步步步
本节主要考虑由非奇异Lur’e系统经非线性、时滞

和导数方式耦合而成的复杂动态网络(1)的聚类同步
问题.

定义误差向量ei(t) = yi(t)−sµi
(t),其中sµi

(t) =

[s1µi
(t) s2µi

(t) · · · smµi
(t)]T ∈ Rm(i = 1, 2, · · · , g)

是每个聚类的同步目标,且满足

ṡµi
(t) = Hsµi

(t) + Jf(Asµi
(t)), (4)

则误差动态Lur’e网络可描述为

ėi(t) = Hei(t) + J(f(Ayi(t))− f(Asµi
(t))) +

c1
M∑
j=1

bij(L(yj(t))− L(sµj
(t))) +

c2
M∑
j=1

qij(yj(t− τ)− sµj
(t− τ))−

ϵi(t)(L(yi(t))− L(sµi
(t))) +

c3
M∑
j=1

wij ėj(t), i = 1, 2, · · · ,M. (5)

由于矩阵B满足耗散条件,则对于所有i ∈ Uµi
\

Ûµi
有

M∑
j=1

bijL(sµj
(t)) = 0. 因此,针对i ∈ Ûµi

,设计

牵制负反馈控制器ui(t)为

ui(t) = −ϵi(t)(L(yi(t))− L(sµi
(t)))−

c1
M∑
j=1

bijL(sµj
(t))− c2

M∑
j=1

qijsµj
(t− τ)−

c3
M∑
j=1

wij ṡµj
(t); (6)

否则,当i ∈ Uµi
\ Ûµi

,设计ui(t) = 0. 其中ϵi(t) > 0

(i = 1, 2, · · · ,M)是时变负反馈控制增益.

注注注 1 控制器(6)中第1项用于同步同一聚类中的所有

Lur’e系统,而其余几项则用于削弱不同聚类之间由于Lur’e

系统连接造成的相互影响.

为了简化分析,定义下列函数:

ψ(Aei(t)) = f(Ayi(t))− f(Asµi
(t)),

ψ = [ψ1(a1ei(t)) ψ2(a2ei(t)) · · · ψn(anei(t))]
T.

根据上述定义以及扇形条件(2),得到如下条件:

δj 6
ψj(ajei(t))

ajei(t)
6 υj.

显然,上式等价于

[ψj − δjajei(t)][ψj − υjajei(t)] 6 0, (7)

其 中 ajei(t) ̸= 0, i = 1, 2, · · · ,M, j = 1, 2, · · · , n
和t ∈ R+.为了后续理论分析方便,记

ẽk(t) = [ek1(t) e
k
2(t) · · · ekM(t)]T,

ẽk(t− τ)=[ek1(t−τ) ek2(t−τ) · · · ekM(t−τ)]T,
l̃k(y

k(t))=[lk(y
k
1 (t)) lk(y

k
2 (t)) · · · lk(ykM(t))]T,

l̃k(s
k(t))=[lk(s

k
µ1
(t)) lk(s

k
µ2
(t)) · · · lk(skµM

(t))]T,

x̃k(y
k(t))=[xk(y

k
1 (t)) xk(y

k
2 (t)) · · · xk(y

k
M(t))]T,

x̃k(s
k(t)) =

[xk(s
k
µ1
(t)) xk(s

k
µ2
(t)) · · · xk(s

k
µM

(t))]T,

其中k = 1, 2, · · · ,m.
定定定理理理 1 若假设1成立,并存在正常数η, ϵi(i ∈

Ûµi
)和正定矩阵Z = diag{z1, z2, · · · , zn}使得
i) 矩阵不等式:H+HT−AT∆ZΥA J+

1

2
AT(∆+Υ )Z

JT+
1

2
ZT(∆+Υ )A −Z

<0,

(8)
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ii) 对于一个正定对角矩阵C,有[
c1ξ(B+BT)+c1Θ−2(ξ−σ)P+C c2Q

c2Q
T −C

]
<0,

(9)

则被控误差Lur’e网络(5)是全局稳定的,即在控制强
度自适应法则

ϵ̇i(t) = ρeTi (t)ei(t) (10)

和牵制反馈控制器(6)作用下,非奇异Lur’e动态网络
(1)与Lur’e系统(4)可实现聚类同步,其中:

ρ > 0, Θ =
1

η
BBT + 2σ2η(1− 1

M
)IM ,

P = diag{ϵ1, ϵ2, · · · , ϵM},
∆ = diag{δ1, δ2, · · · , δn},
Υ = diag{υ1, υ2, · · · , υn}.

证证证 构造如下Lyapunov函数:

V (t) = eT(t)((IM − c3W )⊗ Im)e(t) +
M∑
i=1

ξ − σ

ρ
× (ϵi(t)− ϵi)

2 +

m∑
k=1

w t

t−τ
ẽk(θ)TCẽk(θ)dθ,

则V (t)沿误差Lur’e网络(5)关于时间t的导数为

V̇ (t) =

2eT(t)ė(t)− 2c3e
T(t)(W ⊗ Im)ė(t) +

2
M∑
i=1

ξ − σ

ρ
ϵ̇i(t)(ϵi(t)− ϵi) +

m∑
k=1

(ẽk(t)TCẽk(t)−ẽk(t−τ)TCẽk(t−τ))=

2
M∑
i=1

eTi (t)(Hei(t) + Jψ(Aei(t))) +

2c1
M∑
i=1

M∑
j=1

bije
T
i (t)(L(yj(t))− L(sµj

(t))) +

2
M∑
i=1

eTi (t)(−ϵi(t)(L(yi(t))− L(sµi
(t))) +

(ξ − σ)(ϵi(t)− ϵi)ei(t)) +

2c2
M∑
i=1

M∑
j=1

qije
T
i (t)ej(t− τ) +

m∑
k=1

(ẽk(t)TCẽk(t)−ẽk(t−τ)TCẽk(t−τ))=

V1(t) + V2(t) + V3(t) + V4(t). (11)

分别考虑V1(t), V2(t), V3(t), V4(t)四部分,记

V1(t) = 2
M∑
i=1

eTi (t)(Hei(t) + Jψ(Aei(t))).

首先,本文将通过条件(7)和S-Procedure[16]来证明

V1(t) < 0. 根据定理 1的条件i),存在正常数 zij(i =

1, 2, · · · ,M, j = 1, 2, · · · , n),针对

G =
M∑
i=1

n∑
j=1

zij(ψj − δjajei(t))(ψj − υjajei(t)),

有如下不等式成立:

V1(t)−G =
M∑
i=1

(2eTi (t)Hei(t) + 2eTi (t)Jψ(Aei(t)))−

(ψ −∆Aei(t))
TZ(ψ − ΥAei(t)) =

M∑
i=1

(eTi (t), ψ
T)Ξ(eTi (t), ψ

T)T < 0, (12)

其中:

Ξ =

H+HT−AT∆ZΥA J+
1

2
AT(∆+Υ )Z

JT+
1

2
ZT(∆+Υ )A −Z

 .
因此,由V1(t)−G < 0与G 6 0可知V1(t) < 0.

记xk(a) = lk(a)−ξa,又有lk(·)∈NCF(ξ, σ),则
可以推导出

V2(t) =

2c1
M∑
i=1

M∑
j=1

bije
T
i (t)(L(yj(t))− L(sµj

(t))) =

2c1
m∑

k=1

ẽk(t)TB(l̃k(y
k(t))− l̃k(s

k(t))) =

2c1ξ
m∑

k=1

ẽk(t)TBẽk(t) + 2c1
m∑

k=1

ẽk(t)TB ×

(x̃k(y
k(t))− x̃k(s

k(t))). (13)

定义

Θ =
1

η
BBT + 2σ2η(1− 1

M
)IM ,

并由引理1和引理2可以得到

2c1
m∑

k=1

ẽk(t)TB(x̃k(y
k(t))− x̃k(s

k(t))) 6

c1
m∑

k=1

1

η
ẽk(t)TBBTẽk(t) +

c1
m∑

k=1

η(x̃k(y
k(t))− x̃k(s

k(t)))T ×

T (x̃k(y
k(t))− x̃k(s

k(t))) =

c1
m∑

k=1

1

η
ẽk(t)TBBTẽk(t)−

c1η
m∑

k=1

∑
i>j

tij((xk(y
k
i (t))− xk(s

k
µi
(t)))−

(xk(y
k
j (t))− xk(s

k
µj
(t))))2 6

c1
m∑

k=1

1

η
ẽk(t)TBBTẽk(t)−

2c1η
m∑

k=1

∑
i>j

tij((xk(y
k
i (t))− xk(s

k
µi
(t)))2 +

((xk(y
k
j (t))− xk(s

k
µj
(t))))2) 6

c1
m∑

k=1

1

η
ẽk(t)TBBTẽk(t)−
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2c1σ
2η

m∑
k=1

∑
i>j

tij(e
k
i (t)

2 + ekj (t)
2) =

c1
m∑

k=1

ẽk(t)TΘẽk(t). (14)

对于V3(t),通过假设1可以知道

V3(t) =

2
M∑
i=1

eTi (t)(−ϵi(t)(L(yi(t))− L(sµi
(t))) +

(ξ − σ)(ϵi(t)− ϵi)ei(t)) 6

2(σ − ξ)
M∑
i=1

m∑
k=1

ϵi(t)(e
k
i (t))

2 +

2(ξ − σ)
M∑
i=1

eTi (t)(ϵi(t)− ϵi)ei(t)) =

−2(ξ − σ)
m∑

k=1

ẽk(t)TP ẽk(t). (15)

令βk(t)=(ẽk(t)T ẽk(t−τ)T)T,结合式(11)(13)–
(15)有

V2(t) + V3(t) + V4(t) =
m∑

k=1

ẽk(t)T(2c1ξB+c1Θ − 2(ξ−σ)P+C)ẽk(t) +

2c2
m∑

k=1

ẽk(t)TQẽk(t− τ)−
m∑

k=1

ẽk(t− τ)TCẽk(t− τ) =

m∑
k=1

βk(t)TΠβk(t), (16)

其中:

Π=

[
c1ξ(B+BT)+c1Θ −2(ξ−σ)P+C c2Q

c2Q
T −C

]
.

根据定理1中条件ii),可以得到V2(t) + V3(t) + V4(t)

< 0.

综上可知V̇ (t) < 0,由Lyapunov稳定性定理和定
义 1知被控Lur’e动态网络 (1)可实现聚类同步,即
ei(t) → 0, ϵi(t) → ϵi(t→ ∞). 也就是说,节点在每
个聚类(第µi聚类同步到目标状态sµi

)中完全同步到
相应聚类的目标状态. 因此,聚类同步流N = (sµ1

,

· · · , sµM
)是全局稳定的. 证毕.

注注注 2 由于非线性耦合函数lk(·)是属于可接受类函数

(NCF),利用投影方法可将其分解为线性部分ξa和振荡部分

xk(a) = lk(a)− ξa.

4 奇奇奇异异异Lur’e网网网络络络的的的聚聚聚类类类同同同步步步
本节主要考虑由奇异Lur’e系统经非线性、时滞和

导数方式耦合而成的复杂动态网络(3)的聚类同步问
题.

针对已定义的误差向量ei(t) = yi(t)− sµi
(t)且

各聚类的同步目标sµi
(t)满足

ṡµi
(t) = Hµi

sµi
(t) + Jµi

fµi
(Asµi

(t)), (17)

其中i = 1, 2, · · · ,M . 由于矩阵B满足耗散条件,对

于所有i ∈ Uµi
\ Ûµi

有
M∑
j=1

bijL(sµj
(t)) = 0. 因此,针

对所设计的自适应牵制反馈控制器(6),可以得到如下
误差动态Lur’e网络:

ėi(t) = Hµi
ei(t) + Jµi

ψµi
(Aei(t)) +

c1
M∑
j=1

bij(L(yj(t))− L(sµj
(t))) +

c2
M∑
j=1

qij(yj(t− τ)− sµj
(t− τ))−

ϵi(t)(L(yi(t))− L(sµi
(t))) +

c3
M∑
j=1

wij ėj(t), i = 1, 2, · · · ,M, (18)

其中ψµi
(Aei(t)) = fµi

(Ayi(t))−fµi
(Asµi

(t)).定义

ψµi
= [ψµi1(a1ei(t)) · · · ψµin(anei(t))]

T,则对应于

Lur’e系统的扇形条件(2)可得出ψµi
满足

δµij 6
ψµij(ajei(t))

ajei(t)
6 υµij.

显然,上式等价于

[ψµij − δµijajei(t)][ψµij − υµijajei(t)] 6 0,

(19)

其中ajei(t) ̸= 0和t ∈ R+.

定定定理理理 2 若假设1成立,并存在正常数η, ϵi, i ∈
Ûµi
和正定对角矩阵Zµi

= diag{zµi1, · · · , zµin}使得
i) 矩阵不等式H̃+H̃T−ÃT∆̃Z̃Υ̃ Ã J̃+

1

2
ÃT(∆̃+Υ̃ )Z̃

J̃T+
1

2
Z̃T(∆̃+Υ̃ )Ã −Z̃

<0;

(20)

ii) 对于一个正定对角矩阵C,有[
c1ξ(B+BT)+c1Θ−2(ξ−σ)P+C c2Q

c2Q
T −C

]
<0,

(21)

则被控误差Lur’e网络(18)是全局稳定的,即在牵制反
馈控制器(6)和控制强度自适应法则(10)作用下,奇异
Lur’e动态网络(3)与Lur’e系统(17)可实现聚类同步,
其中:

Θ =
1

η
BBT+ 2σ2η(1− 1

M
)IM ,

P = diag{ϵ1, ϵ2, · · · , ϵM},
∆µi

= diag{δµi1, δµi2, · · · , δµin},
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Υµi
= diag{υµ1

, υµi2, · · · , υµin},
H̃ = IM ⊗Hµi

, J̃ = IM ⊗ Jµi
, Ã = IM ⊗Aµi

,

Υ̃ = IM ⊗ Υµi
, ∆̃ = IM ⊗∆µi

, Z̃ = IM ⊗ Zµi
.

证证证 选取如下Lyapunov函数:

V (t) =

eT(t)((IM − c3W )⊗ Im)e(t) +
M∑
i=1

ξ − σ

ρ
×

(ϵi(t)− ϵi)
2 +

m∑
k=1

w t

t−τ
ẽk(θ)TCẽk(θ)dθ,

则V (t)沿误差网络(18)关于时间t的导数为

V̇ (t) =

2
M∑
i=1

eTi (t)(Hµi
ei(t) + Jµi

ψµi
(Aei(t))) +

2c1
M∑
i=1

M∑
j=1

bije
T
i (t)(L(yj(t))− L(sµj

(t))) +

2
M∑
i=1

eTi (t)(−ϵi(t)(L(yi(t))− L(sµi
(t))) +

(ξ − σ)(ϵi(t)− ϵi)ei(t)) +

2c2
M∑
i=1

M∑
j=1

qije
T
i (t)ej(t− τ) +

m∑
k=1

(ẽk(t)TCẽk(t)−ẽk(t−τ)TCẽk(t−τ))=

V ′
1(t) + V ′

2(t) + V ′
3(t) + V ′

4(t), (22)

其中: V ′
1(t)=2

M∑
i=1

eTi (t)(Hµi
ei(t)+Jµi

ψµi
(Aei(t))),

V2(t), V3(t), V4(t)分别如第3部分所定义.

为了后文分析方便,记

e(t) = [eT1 (t) e
T
2 (t) · · · eTM(t)]T,

Ψµi
(Ãe(t)) =

[ψT
µi
(Ae1(t)) ψT

µi
(Ae2(t)) · · · ψT

µi
(AeM(t))]T.

利用Kronecker乘积将V ′
1(t)表示为

V ′
1(t) = 2eT(t)H̃e(t) + 2eT(t)J̃Ψµi

(Ãe(t)),

其中:

H̃ = IM ⊗Hµi
, J̃ = IM ⊗ Jµi

,

Ã = IM ⊗Aµi
, Υ̃ = IM ⊗ Υµi

, ∆̃ = IM ⊗∆µi
.

类似于第 3部分,本文将先通过式 (19)和S--
Procedure[16]来证明V ′

1(t) < 0. 根据定理2的条件i),
存在正常数zµij(i = 1, 2, · · · ,M, j = 1, 2, · · · , n),
针对

G′ =

M∑
i=1

n∑
j=1

zµij(ψµij−δµijajei(t))(ψµij−υµijajei(t)),

有如下不等式成立:

V1(t)−G′ =

2eT(t)H̃e(t) + 2eT(t)J̃Ψµi
(Ãe(t))−

(Ψµi
(Ãe(t))− ∆̃Ãe(t))TZ̃ ×

(Ψµi
(Ãe(t))− Υ̃ Ãe(t)) =[
e(t)

Ψµi
(Ãe(t))

]T

Λ

[
e(t)

Ψµi
(Ãe(t))

]
< 0,

其中:

Λ =

H̃+H̃T−ÃT∆̃Z̃Υ̃ Ã J̃+
1

2
ÃT(∆̃+Υ̃ )Z̃

J̃T+
1

2
Z̃T(∆̃+Υ̃ )Ã −Z̃

.
因此,由V1(t)−G′ < 0与G′ 6 0可知V ′

1(t)<0. 类

似定理1中的证明,有V2(t) + V3(t) + V4(t) < 0.

综上可知V̇ (t) < 0. 根据所构造的Lyapunov函数,
可以得到

lim
t→∞

∥ei(t)∥ = lim
t→∞

∥yi(t)− sµi
(t)∥ = 0,

∀i = 1, 2, · · · ,M.

同时,本文可以得到yi(t) → sµi
(t), ϵi(t) → ϵi(t→

∞),其中i = 1, 2, · · · ,M . 由Lyapunov稳定性定理和
定义1知被控奇异Lur’e动态网络(3)在自适应牵制反
馈控制器(6)和控制强度自适应法则(10)作用下可实
现聚类同步. 证毕.

5 数数数值值值仿仿仿真真真

为验证本文所提出聚类同步判定方法和控制器设

计方案的有效性,在此仿真中采用奇异蔡氏振荡电
路[17]耦合的复杂动态网络为例进行说明.

作为经典非线性Lur’e系统的代表,考虑如下蔡氏
电路:  ẏ1(t)ẏ2(t)

ẏ3(t)

 =

 κi(y
2(t)− ωi(y

1(t)))

y1(t)− y2(t) + y3(t)

−αi(t)y
2(t)− βiy

3(t)

 , (23)

其中: 非线性函数ωi(x) = ςix+ (1/2)(νi − ςi)(|x+

1| − |x− 1|);系统参数κi, αi, βi, ςi, νi, i = 1, 2.

首先,选取κ1 = 9, α1 = 14.3, β1 = 0, ς1 = 2/7,
ν1 = −1/7,则该蔡氏电路可以表述成Lur’e系统(4),
其中:

y(t) =

y
1(t)

y2(t)

y3(t)

 , H1 =


−18

7
9 0

1 −1 1

0 −100

7
0

 ,

J1 =


27

7
0

0

 , A1 = [1 0 0],

(24)
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且非线性函数f(A1y1(t)) =
1

2
(|y1(t) + 1| − |y1(t)−

1|)满足扇形条件[0, k].

其次,选取

κ2 = 10, α2 = 15,

β2 = 0.0385, ς2 = 0.32, ν2 = −0.27,

则该蔡氏电路可以表述成Lur’e系统(4),其中:

y(t) =

y
1(t)

y2(t)

y3(t)

 ,
H2 =

−3.2 10 0

1 −1 1

0 − 15 − 0.0385

 ,
J2 =

5.90
0

 , A2 = [1 0 0],

(25)

且非线性函数f(A2y1(t)) =
1

2
(|y1(t) + 1| − |y1(t)−

1|)满足扇形条件[0, 1].

为验证本文所设计牵制反馈控制器有效性,选取
由6个蔡氏电路组成的复杂网络,并将其分为两个聚
类U1 = {1, 2, 3}和U2 = {4, 5, 6}(如图1所示),其中
属于聚类U1的Lur’e系统动力学行为如式 (24)所示,
而属于聚类U2的所有Lur’e系统动力学行为则服从式
(25).

图 1 Lur’e网络的拓扑结构

Fig. 1 Topology of Lur’e network

取非线性耦合函数

L(yi(t)) =

[l1(y
1
i (t)) l2(y

2
i (t)) l3(y

3
i (t))]

T =

[1.3y1i (t)+0.2sin(y1i (t)) 1.3y2i (t)+0.2sin(y2i (t))

1.3y3i (t) + 0.2sin(y3i (t))]
T,

则lk(·) ∈ NCF(1.3, 0.2), k = 1, 2, 3. 令 ρ = 0.5, Υ1

= 0.1, ∆1 = 1, Υ2 = 0.1, ∆2 = 1,通过解线性矩
阵不等式 (20),得到可行解Z1 = 8.153 > 0, Z2 =

11.834 > 0. 令 τ = 0.1, c1 = 0.95, c2 = 0.5, c3 =

0.1时考虑条件(21),得到可行解η = 1及正定对角阵

C =

diag{0.5741, 0.5741, 0.033, 0.2447, 0.439, 0.1339}.

定义该网络的聚类同步误差为

Ej(t) =

√
1

h

h∑
i=1

(∥yi(t)− sµi
(t)∥)2,

其中: j = 1, 2; h是每个聚类中的节点数,这里h = 3.
运用类似方式,本文进一步定义

E12(t) =

√
3∑

i,j=1

(∥yi(t)− yj+3(t)∥)2

表示两个聚类之间的误差,其中: i ∈ U1, j + 3 ∈ U2.
图2表示聚类U1和聚类U2的同步误差随着时间t的演

化曲线,当t→ ∞时Ej(t) → 0,即两个聚类达到同
步.从图2和图3可以看出,同一聚类同步误差趋近于
0而不同聚类间的误差曲线则发生不规则的振荡. 最
后,根据自适应更新定律(10),图4给出自适应控制强
度随时间演化曲线,其中控制矩阵P = diag{0,
2.085, 0, 2.361, 0, 0}. 从上面的分析可知此数值仿真
实验很好的说明了所得结论的有效性.

图 2 每个聚类的同步误差Ej(t)

Fig. 2 Synchronous error Ej(t) in each cluster

图 3 两个聚类之间同步误差E12(t)

Fig. 3 Synchronization error E12(t) between two clusters
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图 4 自适应控制强度ϵi(t)演化曲线

Fig. 4 Adaptive control strength ϵi(t) evolution curves

6 结结结论论论

本文分别研究了由奇异和非奇异Lur’e系统经多
种耦合方式耦合而成的时滞复杂动态网络的聚类同

步问题.首先设计了一类负反馈牵制控制器,只控制
当前聚类中与其他聚类有直接相连Lur’e系统,并利用
自适应控制策略得到合适的负反馈控制强度.接着利
用扇形条件、非线性函数类概念以及Lyapunov稳定性
定理等方法,通过构造适当的Lyapunov泛函,得到了
Lur’e动态网络实现聚类同步的判定条件.最后,对复
杂网络聚类同步问题进行了数值仿真,验证了聚类同
步判定条件和控制器设计方案的有效性.
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