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摘要:本文在斑块环境下基于易感 -感染 -易感模型 (SIS模型) 研究了感染者迁移限制对传染病传播的影响,其
中迁移限制用双层网络进行表示,并提出了双层集合种群动态网络. 子种群 (即斑块)用双层网络上的节点表示,双
层网络上的链接分别代表易感节点斑块和感染节点斑块间的迁移路径,易感染和感染节点分别通过双层网络上的
链接随机游走. 并提出了两种反应扩散方程分别作为易感染与感染节点的微分方程,分别计算其数值解,以评估每
个斑块 (节点) 的感染风险. 研究表明: 在双层网络中,迁移限制会降低感染节点密度,将感染节点限制在中心节
点 (度值最高的子种群)中. 感染节点密度高度依赖于双层网络结构.
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Abstract: Under the patch environment, this paper conducts research on the effect of migration limitation of the infected
person on the transmission of infectious disease based on the susceptible-infected-susceptible (SIS) model, where the
migration limitation is presented by multilayer network. In addition, the multilayer integrated population dynamic network
is put forward. The sub-population (patch) is represented by the node on the multilayer network, and the links on the
multilayer network represent the migration path between the susceptible nodes patch and the infected nodes patch. The
susceptible nodes and infected nodes walk randomly on the links of the multilayer network. Also, two reaction diffusion
equations are raised as the differential equation of the susceptible nodes and the infected nodes. Their numerical solutions
are calculated, for assessing the infection risk of each patch (node). The research indicates that in a multilayer network, the
migration limitation will lower then density of nodes and contain the infected nodes within the central nodes (sub-population
with the highest value). The density of infected nodes highly relies on the multilayer network structure.
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1 引引引言言言

传染病会在人群中迅速产生大范围传播,这是由

于此类疾病容易通过复杂的人口网络进行传播. 2020
年初,新型冠状病毒肺炎 (corona virus disease-19,
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COVID-19)疫情爆发,其病原体被国际病毒分类委员
会命名为严重急性呼吸综合征冠状病 2(severe acute
respiratory syndrome coronavirus 2, SARS-CoV-2).
新冠病毒以高传播效率、严重感染后果以及捉摸不

定的流行时间对人类健康构成了持续的威胁 [1]. 此次
疫情发生以来,党中央高度重视,始终把人民群众生
命安全和身体健康放在第一位,中央政治局常委会两
次召开会议进行专题研究.由于全球疫情的全面爆发,
如何制定流行病动态控制策略和模型备受学界关注.
到目前为止,已有学者提出了各种用于分析流行病传
播模型 [2−4],并对人群中的疫苗接种和流行病传播状
况进行了研究.学界通常将传染病传播表示为基于节
点 (即 agent)的模型,链接 (路径或边)表示个体间的
交互作用;另一种方法是使用反应扩散等微分方程描
述种群模型. 已有学者在生态建模中建立了集合种群
模型 [5−6],集合种群是由某物种在空间上分离的子种
群 (斑块)组成的. 个体可以在斑块间进行迁移 [7−8].
随机游走或迁移是与许多传播过程相关的基本机制,
故研究迁移对流行病传播的影响具有重要意义 [9−12].
而异质连接和移动模式对传染病传播有重要影响.
Colizza等 [13]通过复杂网络中的数值模拟,探讨了传
染病在集合种群模型中的传播行为.结论表明,由于
网络结构的复杂性,在多种群动态模型中求解微分方
程并不容易. Nagatani等 [8]研究了完全图、环形图

和星图上的集合种群模型中随机游走节点的传染病

传播模型. 本文使用不同的解析方法推导出了上述种
类图的传染病阈值.且由于网络异质性对传染病传播
与阈值产生了重要影响,传染病动力学与网络拓扑的
耦合问题已引起了学界的广泛关注 [14−17]. Onaga
等 [18]认为可通过控制被感染者的活动范围,以减缓
传染病的蔓延. 且其认为被感染者的活动范围 (即迁
移范围)与易感染者的活动范围 (即迁徙范围)有很大
不同,被感染会大大降低人口的流动性.

已 有 学 者 基 于 经 典 SIS(susceptible infected
susceptible model, SIS)模型,在静态和时序图中构建
了集合种群动态模型进行研究 [19],在集合种群模型
中,所有种群 (或个体)都沿同一迁移路径移动,此路
径由单一网络图表示. 然而,当某种群的作用范围明
显不同于与其他种群时,各种群的迁移路径都不同.
从一个种群到另一种群,用不同的图描述种群间的迁
移路径是必要的. 由于受感染个体的迁移路径与易感
染个体不同,故本文使用双层网络方法对受感染个体
的限制迁移对传染病传播的影响进行研究.

本文在双层网络上建立了传染病传播的集合种群

模型. 其中,当个体受感染时,与易感染个体相比其迁
移能力会受到限制.本研究用双层网络代替传统的单
层网络来表示受感染个体的限制性迁移. 在双层网络
上,本文研究了传染病传播是如何随着迁移限制进行

变化的,并在双层网络的集合种群模型中,建立
了 SIS(易感 -感染 -易感)模型. 本研究将双层网络
上的 SIS模型与随机游走模型相结合,并在双层网络
上推导出了集合种群动态模型中的反应扩散方程,并
对其进行数值求解. 实验结果表明,在集合种群动态
模型中,传染病的传播很大程度上取决于受感染个体
的迁移限制.

2 预预预备备备知知知识识识

在 SIS传染病模型中,可将流动个体分为易感染
节点 (susceptible,记为 S)或感染节点 (infected,记
为 I).并将节点的总密度设置为 ρ0,将子种群的密度
设置为 ρI,故可得如式 (1)所示.∑

i

ρI = ρ0. (1)

故可将易感染节点 (S)和感染节点 (I)间的交互
过程表示如式 (2)和式 (3)所示.

S + I → I + I, (2)

I → S. (3)

并将其转化过程如式 (2)所示的传染率设置为 β,
而如式 (3)所示的转化过程的恢复率可设置为 γ. 如
系统中仅包含单个斑块,则均值场理论 (mean field
theory, MFT)成立,具体如式 (4)所示.

dρI(t)

dt
= β (ρ0 − ρI(t)) ρI(t)− γρI(t), (4)

其中, ρI(t)表示 t时刻感染个体的密度.达到稳态时
的解可表示为如式 (5)所示.

ρ∗I = ρ0 −
γ

β
, (5)

其中,当 ρ∗I > 0时,传染病能够得以存活. 且当传染
病传播的条件为 β 恒定值时,流行病高发期 (即临界
值 γC)可使用如式 (6)所示进行计算.

γC = βρ0. (6)

本研究还构建了一个由N 个斑块 (节点)(N ≥ 2)
组成的网络,其中每个斑块的平均场动态保持不变,
而个体的动态由反应扩散方程表示. 集合种群的分布
结构由网络图进行表示,子种群 i在图中表示为节

点 i,且其中许多个体通过链接在节点间随机游走,在
子种群 i中的随机游走者总密度可由如式 (7)所示计
算.

dρI(t)

dt
=
∑
j∈Ni

(
1

kj
ρj(t)

)
− ρI(t), (7)

其中, ki为节点 i的度, Ni表示节点 i的最近邻. 而
式 (7)右侧从左至右第 1项表示最近邻的进入个体数
量,第 2项表示子种群中的外流个体的数量. 参考文
献 [20]可知,即使系数取小于 1的值,相变点也不会
改变 (由于要设置动态的外流参数较难,故在此只考
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虑固定系数),故在此假设系数为 1. 故在集合种群模
型中,所有子种群的感染率和恢复率相同.且在集合
种群模型中,子种群 i中受感染节点密度可表示为如

式 (8)所示.
dρI,i(t)

dt
=
∑
j∈Ni

(
1

kj
ρI,j(t)

)
− ρI,i(t) + β(ρI(t)

−ρI,i(t))ρI,i(t)− γρI,i(t). (8)

其中,式 (8)右侧从左至右的第 1项和第 2项分别表
示扩散引起感染密度的增加和减少,第 3项表示如
式 (2)所示的感染密度 (I)增加,而第四项表示如
式 (3)所示的感染密度 (I)减少. 在集合种群模型中,
感染率和恢复率不依赖于子种群,但其数值相同.

当个体数量趋于无穷时,集合种群模型才为有效;
如感染个体的密度是负数,则将密度设为零. 具有 3
个节点的集合种群模型是同时具有同质图和异质图

的最简单的模型,且在同质和异质图中传染病动态不
一致.如图 1所示,图 1(a)报告了完全图/环形图,节
点 1、2和 3的度都为 2;图 1(b)报告了星图,其中节
点 1的度为 2,节点 2和节点 3的度为 1. 其中,完全
图/环形图为同质图,星图为异质图.

1

3 2

1

3 2

(a) (b) 

图 1 不同三节点网络结构示意图

Fig. 1 Diagram of different three-node network structures

图 2(a)报告了在恢复率 γ 下的易感染节点与感

染节点的平衡密度 ρS,1
∗, ρS,2∗, ρI,1∗, ρI,2∗的分布图,

其对应图 1(a)中的环形图;且参考文献 [21]的做法,
将初始条件设置为 ρS,1(0) = 0.5, ρS,2(0) = 0.2, ρS,3
(0) = 0.2, ρI,1(0) = 0.05, ρI,2(0) = 0.01, ρI,3(0) =
0.04, β = 1. 初始状态下,节点 1、2、3处的感染密
度和易感染密度相同.随着恢复率 γ 从 0增加到 1

3

时,被感染密度呈线性下降. 如式 (5)所示平均场由在
图中由MET表示. 随着恢复率 γ 从 0增长到 1

3
,易

感密度呈线性上升. 当 γ = 1
3
时,易感密度饱和;

当 γ > 1
3
时,易感密度恒定为 1

3
. 图 2(b)报告了在恢

复率 γ 下的易感染节点与感染节点的平衡密度 ρS,1
∗,

ρS,2
∗, ρI,1∗, ρI,2∗的分布图,其对应图 1(b)中的星图;

且与图 2(a)具有一致的初始值.节点 2和节点 3处的
感染密度一致.而中心 1的感染密度为节点 2和节
点 3的两倍. 节点 1、2、3的感染密度与如式 (5)所
示平均场理论存在较大偏差,阈值 γC = 0.383. 当恢
复率 γ 从 0增长到 0.4时,虽然易感染节点与感染节
点的变动趋势与图 2(a)中一致,但其变化速度存在区

别.
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图 2 不同三节点网络结构下的平衡密度与恢复率关系图

Fig. 2 Relations diagram between equilibrium density and

recovery rate under different three-node network structures

3 融融融入入入集集集合合合种种种群群群的的的传传传染染染病病病模模模型型型

3.1 双双双层层层网网网络络络集集集合合合种种种群群群传传传染染染病病病模模模型型型

本文提出了一个上融入双层集合种群网络和迁移

限制的传染病模型. 由于感染者的活动范围受到限制,
感染者和易感染者的迁移路径明显存在不同.在此情
况下,传染病模型应从单层图上如式 (7)和式 (8)所
示转化为在双层图上描述其动态. 子种群 (即斑块)由
双层网络上的节点表示,第 1张图上的链接表示易感
个体斑块间的迁移路径,第 2张图上的链接表示受感
染个体斑块间的迁移路径. 由于受感染者的迁移受到
限制,第 2张图与第 1张图有所不同.易感个体以随
机游走的方式移经过第 1张图上的链接,而受感染个
体以随机游走的方式移动通过第 2张图上的链接. 在
具有N 个节点的双层集合种群传染病模型中,节点 i

处的易感染个体和受感染个体密度可由式 (9)和
式 (10)推导得到.

dρS,i(t)

dt
=

∑
j∈N1

i

(
1

k1
j

ρS,j(t)

)
− ρS,i(t)


−βρS,i(t)ρI,i(t) + γρI,i(t), (9)

dρI,i(t)

dt
=

∑
j∈N2

i

(
1

k2
j

ρI,j(t)

)
− ρI,i(t)


+βρS,i(t)ρI,i(t)− γρI,i(t). (10)

其 中 k1
i (k2

i )表示第 1(第 2)张图中 节点 i的度,
N 1

i (N 2
i )是第 1(第 2)张图中节点 i的最近邻. 在

式 (9)中,右侧从左至右的第 1项表示第 1张图中扩
散引起的易感密度上升 (或下降),第 2项表示如
式 (2)所示的易感密度下降,第 3项表示如式 (3)表
示的易感染密度上升. 在式 (10)中,右侧从左至右的
第 1项表示第 2张图中扩散引起的受感染密度上
升 (或下降),第 2项表现为如式 (2)所示感染密度上
升,第 3项表示如式 (3)所示的感染密度下降. 在集
合种群模型中,感染率和恢复率并不依赖于子种群,
其在所有子种群中都相等. 易感染个体和感染个体扩
散速度差异,对感染个体受迁移限制引起的传染病传
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播变化. 当受感染个体的活动范围与易感染个体的活
动范围一致时,将使用传统的单种群图上的种群模型
描述流行病动态. 式 (9)和式 (10)可简化为如式 (7)
和式 (8)所示.

3.2 三三三斑斑斑块块块集集集合合合种种种群群群传传传染染染病病病模模模型型型

本文首先考虑具有 3个斑块的集合种群传染病模
型. 受感染者与易感染者的迁移途径不同,故在双层
图中推导 SIS传染病模型动态,并展示了传染病传播
是如何受感染个体迁移限制而发生变化的. 图 3中的
第 1张图的易感染个体迁移路径用黑线表示,第 2张
图的受感染个体迁移路径用灰线表示. 图 3(a)中的易
感染个体迁移路径用循环图表示,受感染个体的迁移
路径用星型图表示. 由于感染个体迁移受到限制,感
染个体从不直接在子种群 2和 3间进行迁移. 易感染
个体在亚群 1、2和 3之间随机游走.
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1
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1
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(c) (d) 

图 3 当时的双层网 N = 3络示意图

Fig. 3 Diagram of the two-level network when N = 3

本研究将如式 (9)和式 (10)应用到图 3(a)的双重
图中. 对节点 1、2、3子种群中易感染和受感染个体
的密度可由如式 (11) –式 (16)反应扩散方程推导得
到.

dρS,1(t)

dt
=

{
ρS,2(t)

2
+

ρS,3(t)

2
− ρS,1(t)

}
−βρS,1(t)ρI,1(t) + γρI,1(t), (11)

dρS,2(t)

dt
=

{
ρS,1(t)

2
+

ρS,3(t)

2
− ρS,2(t)

}
−βρS,2(t)ρI,2(t) + γρI,2(t), (12)

dρS,3(t)

dt
=

{
ρS,1(t)

2
+

ρS,2(t)

2
− ρS,3(t)

}
−βρS,3(t)ρI,3(t) + γρI,3(t), (13)

dρI,1(t)

dt
=

{
ρI,2(t)

2
+

ρI,3(t)

2
− ρI,1(t)

}
+βρS,1(t)ρI,1(t)− γρI,1(t), (14)

dρI,2(t)

dt
=

{
ρI,1(t)

2
− ρI,2(t)

}

+βρS,2(t)ρI,2(t)− γρI,2(t), (15)

dρI,3(t)

dt
=

{
ρI,1(t)

2
− ρI,3(t)

}
+βρS,3(t)ρI,3(t)− γρI,3(t). (16)

在图 3(b)中,第 1张图上的易感染个体在循环图
上迁移,与图 3(a)一致,第 2张图上的子种群 2和 3
间只有一个链接 (即子种群 2和 3中的受感染个体往
返于子种群 3和 2,子种群 1上的受感染个体不能迁
移到其他子种群中);而易感染个体可以在任意节点中
随机游走. 本研究将式 (9)和式 (10)运用到图 3(b)的
双层网络中,子种群 1、2和 3中易感染和感染个体
的密度可由如式 (17) –式 (22)反应扩散方程推导得
到.

dρS,1(t)

dt
=

{
ρS,2(t)

2
+

ρS,3(t)

2
− ρS,1(t)

}
−βρS,1(t)ρI,1(t) + γρI,1(t), (17)

dρS,2(t)

dt
=

{
ρS,1(t)

2
+

ρS,3(t)

2
− ρS,2(t)

}
−βρS,2(t)ρI,2(t) + γρI,2(t), (18)

dρS,3(t)

dt
=

{
ρS,1(t)

2
+

ρS,2(t)

2
− ρS,3(t)

}
−βρS,3(t)ρI,3(t) + γρI,3(t), (19)

dρI,1(t)

dt
= βρS,1(t)ρI,1(t)− γρI,1(t), (20)

dρI,2(t)

dt
= {ρI,3(t)− ρI,2(t)}+ βρS,2(t)ρI,2(t)

−γρI,2(t), (21)

dρI,3(t)

dt
= {ρI,2(t)− ρI,3(t)}+ βρS,3(t)ρI,3(t)

−γρI,3(t). (22)

在图 3(c)中,易感染个体的迁移路径由星图表示.
受感染个体的迁移路径由节点 1和 2间的链接表示;
由于迁移限制,受感染个体仅在子种群 1和 2间进行
迁移,个体随机游走在双层网络之上. 本研究将式 (9)
和式 (10)运用于图 3(c)的双层网络中. 子种群 1、2
和 3中 易 感 染 和 被 感 染 个 体 密 度 由 如
式 (23) –式 (28)所示反应扩散方程推导得到.

dρS,1(t)

dt
= {ρS,2(t) + ρS,3(t)− ρS,1(t)}

−βρS,1(t)ρI,1(t) + γρI,1(t), (23)

dρS,2(t)

dt
=

{
ρS,1(t)

2
− ρS,2(t)

}
−βρS,2(t)ρIl,2(t) + γρI,2(t), (24)

dρS,3(t)

dt
=

{
ρS,1(t)

2
− ρS,3(t)

}
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−βρS,3(t)ρI,3(t) + γρI,3(t), (25)

dρI,1(t)

dt
= {ρI,2(t)− ρI,1(t)}

+βρS,1(t)ρI,1(t)− γρI,1(t), (26)

dρI,2(t)

dt
= {ρI,1(t)− ρI,2(t)}

+βρS,2(t)ρI,2(t)− γρI,2(t), (27)

dρI,3(t)

dt
= βρS,3(t)ρI,3(t)− γρI,3(t). (28)

在图 3(d)中,第 1张图上的易感染个体在星图上
迁移,第 2张图上的子种群 2和 3间只有一个链接,
子种群 2和 3中的受感染个体往返于子种群 3和 2,
子种群 1中的受感染个体不会迁移到其他子种群种.
本研究将式 (9)和式 (10)运用到图 3(d)的双层网络
中. 子种群 1、2和 3中易感染和感染个体的密度可
由如式 (29) –式 (34)所示反应扩散方程推导得到.

dρS,1(t)

dt
= {ρS,2(t) + ρS,3(t)− ρS,1(t)}

−βρS,1(t)ρI,1(t) + γρI,1(t), (29)

dρS,2(t)

dt
=

{
ρS,1(t)

2
− ρS,2(t)

}
− βρS,2(t)ρI,2(t)

+γρI,2(t), (30)

dρS,3(t)

dt
=

{
ρS,1(t)

2
− ρS,3(t)

}
− βρS,3(t)ρI,3(t)

+γρI,3(t), (31)

dρI,1(t)

dt
= βρS,1(t)ρI,1(t)− γρI,1(t), (32)

dρI,2(t)

dt
= {ρI,3(t)− ρI,2(t)}+ βρS,2(t)ρI,2(t)

−γρI,2(t), (33)

dρI,3(t)

dt
= {ρI,2(t)− ρI,3(t)}+ βρS,3(t)ρI,3(t)

−γρI,3(t). (34)

图 4(a)报告了图 3(a)双层网络结构中,易感染节
点和受感染节点的平衡密度 ρS,1

∗, ρS,2∗, ρI,1∗, ρI,2∗

与恢复率 γ 的关系,其中初始值与图 2(a)相同,
且 β = 1. 其中,节点 2与节点 3处的受感染密度相
同.受感染密度随恢复率的上升呈线性下降趋势,其
中受感染密度的平衡值与图 2(b)一致.节点 1、2、3
的易感染密度相同,随着恢复率从 0(γ = 0)增加
到 1

3
(γ = 1

3
),易感染密度呈线性增加,并在 γ = 1

3
处

达到饱和,当 γ > 1
3
时,易感染密度保持恒定值 1

3
. 易

感密度平衡值与图 2(a)一致.但由于易感染个体和受
感染个体的迁移路径不同,故其感染密度的平衡值与
图 2(a)中的值存在明显差异.图 4(b)报告了图 3(b)
中易感染和受感染节点的平衡密度 ρS,1

∗, ρS,2∗, ρI,1∗,

ρI,2
∗与恢复速率 γ 的关系,其中初始值与图 2(a)相

同,且 β = 1. 节点 2和节点 3处的感染密度和易感
染密度相同.感染密度的平衡值与图 2(b)和图 4(a)
基本一致.易感染密度的平衡值与图 2(a)一致.故
图 3(a)和图 3(b)中的受感染个体的平衡密度分布与
图 1(b)中单层星图上的平衡密度分布一致.而易感个
体的平衡密度分布与图 1(a)中单层环形图上的平衡
密度分布一致.
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图 4 不同双层网络三节点拓扑结构下平衡密度对恢复率的
影响

Fig. 4 Effect of equilibrium density on recovery rate under

three-node topology of different two-level networks

图 4(c)报告了在初始值与图 2(a)相同,且 β = 1

时,图 3(c)中的易感染和受感染密度 ρS,1
∗, ρS,2∗,

ρS,3
∗, ρI,1∗, ρI,2∗, ρI,3∗相对于恢复率 γ 的关系图. 节

点 1处的受感染密度略高于节点 2,而节点 3处的感
染密度为 0. 经过足够长的时间后,受感染密度在节
点 3处消失.节点 1和节点 2处的阈值 γc = 0.383.
节点 1处的易感密度是节点 2处的两倍. 节点 3处的
易感密度与节点 2处的相同.图 4(d)报告了在初始值
与图 2(a)相同,且 β = 1时,图 3(d)中易感染和受感
染密度 ρS,1

∗, ρS,2∗, ρS,3∗, ρI,1∗, ρI,2∗, ρI,3∗相对于恢
复率 γ 的关系图. 节点 1处的受感染密度远远高于
式 (5)所示平均场理论推导出的密度,节点 2处的受
感染密度为 0. 节点 3处的受感染密度与节点 2一致,
在经过足够长的时间后,受感染密度在节点 2和 3处
消失.节点 1处的阈值 γc = 0.5. 节点 1处的易感密
度是节点 2处的两倍,节点 3处的易感密度与节点 2
一致.故图 3(c)和图 3(d)所示传染病模型表现出了
感染密度会在子种群中消失的特征. 所得数值结果在
较大范围内有效,故可用于相变及其性质的研究 [22].

3.3 四四四斑斑斑块块块集集集合合合种种种群群群传传传染染染病病病模模模型型型

对于存在 4个节点的图,共有 6种不同配置模式.
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本研究在 6种不同拓扑结构的单层图上对传染病传
播动态进行了研究,并在双层网络上研究了受感染个
体迁移受限的传染病传播动态 [8]. 本研究在图 5设置
了两种具有四节点的双层网络传染病动态如图 5(a)
和图 5(b)所示. 第 1张图上易感染个体的迁移路径用
黑线表示,第 2张图上的受感染个体的迁移路径用灰
线表示. 在图 5(a)中,易感染个体的迁移路径由星图
表示,受感染个体的迁移路径也由同一星图表示;在
图 5(b)中,易感染个体的迁移路径由星图表示,受感
染者的迁移路径由路径图表示.

1 2

3 4

1 2

3 4

1 2

3 4

1 2

3 4

1 2

3 4

1 2

3 4

(a) (b)

图 5 当 N = 4时的双层网络示意图

Fig. 5 Diagram of the two-level network when N = 4

本研究将等式 (9)和式 (10)应用于图 5(a)中的星
图. 1 – 4种群中易感染和感染个体的密度由
式 (35) –式 (42)所示反应扩散方程推导得到.
dρS,1(t)

dt
= {ρS,2(t) + ρS,3(t) + ρS,4(t)− ρS,1(t)}

−βρS,1(t)ρI,1(t) + γρI,1(t), (35)

dρS,2(t)

dt
=

{
ρS,1(t)

3
− ρS,2(t)

}
− βρS,2(t)ρI,2(t)

+γρI,2(t), (36)

dρS,3(t)

dt
=

{
ρS,1(t)

3
− ρS,3(t)

}
− βρS,3(t)ρI,3(t)

+γρI,3(t), (37)

dρS,4(t)

dt
=

{
ρS,1(t)

3
− ρS,4(t)

}
− βρS,4(t)ρI,4(t)

+γρI,4(t), (38)

dρI,1(t)

dt
= {ρI,2(t) + ρI,3(t) + ρI,4(t)− ρI,1(t)}

+βρS,1(t)ρI,1(t)− γρI,1(t), (39)

dρI,2(t)

dt
=

{
ρI,1(t)

3
− ρI,2(t)

}
+ βρS,2(t)ρI,2(t)

−γρI,2(t), (40)

dρI,3(t)

dt
=

{
ρI,1(t)

3
− ρI,3(t)

}
+ βρS,3(t)ρI,3(t)

−γρ,3(t), (41)

dρI,4(t)

dt
=

{
ρI,1(t)

3
− ρI,4(t)

}
+ βρ5,4(t)ρI,4(t)

−γρI,4(t). (42)

易感染个体在式 (35) –式 (38)中的扩散项与
式 (39) –式 (42)中被感染个体相符.这是由于被感染
个体与易感染个体的移动路径相同.本研究将式 (9)
和式 (10)运用到如图 5(b)所示的双层网络中. 1 – 4
子种群中易感染和受感染个体的密度可由如

式 (43) –式 (50)所示反应扩散方程推导得到.
dρS,1(t)

dt
= {ρS,2(t) + ρS,3(t) + ρS,4(t)− ρS,1(t)}

−βρs,1(t)ρI,1(t) + γρI,1(t), (43)

dρS,2(t)

dt
=

{
ρS,1(t)

3
− ρS,2(t)

}
− βρS,2(t)ρI,2(t)

+γρI,2(t), (44)

dρS,3(t)

dt
=

{
ρS,1(t)

3
− ρS,3(t)

}
− βρS,3(t)ρI,3(t)

+γρI,3(t), (45)

dρS,4(t)

dt
=

{
ρS,1(t)

3
− ρS,4(t)

}
− βρS,4(t)ρI,4(t)

+γρI,4(t), (46)

dρI,1(t)

dt
= βρS,1(t)ρI,1(t)− γρI,1(t), (47)

dρI,2(t)

dt
=

{
ρI,3(t)

2
− ρI,2(t)

}
+ βρS,2(t)ρI,2(t)

−γρI,2(t), (48)

dρI,3(t)

dt
= {ρI,2(t) + ρI,4(t)− ρI,3(t)}

+βρS,3(t)ρI,3(t)− γρI,3(t), (49)

dρI,4(t)

dt
=

{
ρI,3(t)

2
− ρI,4(t)

}
+ βρS,4(t)ρI,4(t)

−γρI,4(t). (50)

其中,式 (47)中没有扩散项,这是由于节点 1处
的受感染个体不会迁移到其他节点. 式 (47) –式 (50)
中受感染个体的扩散项明显不同于式 (43) –式 (46)
中的易感个体的扩散项.

图 6(a)报告了在初始值为 ρS,1(0) = 0.4, ρS,2(0)
= 0.2, ρS,3(0) = 0.2, ρS,4(0) = 0.1, ρI,1(0) = 0.03,
ρI,2(0) = 0.01, ρI,3(0) = 0.04, ρI,4(0) = 0.02,且 β

= 1时,图 5(a)上双层网络中恢复率与平衡稳态易感
和受感染密度 ρS,1

∗, ρS,2∗, ρI,1∗, ρI,2∗的关系.由于节
点 2, 3, 4的拓扑等价,节点 3和节点 4处的受感染密
度与节点 2处的保持一致.受感染密度随恢复率的上
升呈线性下降. 节点 2, 3, 4的易感密度相同.随着恢
复率从 0(γ = 0)增加到 1

2
左右时 (γ = 0.34),节点 1

处的易感密度呈线性上升;当 γ = 0.34时呈饱和状

态,当 γ > 0.34时,节点 1处的易感密度为 0.5. 随着
恢复率从 0(γ = 0)增加到 1

6
时 (γ = 0.34),节点 2,

3, 4处的平衡稳态易感密度呈线性上升,当 γ = 0.34
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时呈饱和状态,当 γ > 0.34时,节点 2, 3, 4处的易感
染密度保持恒定值 1

6
.

图 6(b)报告了与图 6(a)具有相同初始值,
且 β = 1时,图 5(b)上双层网络中恢复率 γ 与平衡

稳态易感和受感染密度 ρS,1
∗, ρS,2∗, ρI,1∗, ρI,2∗的关

系.由于节点 2和节点 4的拓扑等价,故节点 4处的
受感染密度与节点 2处相同.随着恢复率从 1(γ = 0)
转变为 0(γ = 0.5),节点 1(中心)处的受感染密度呈
线性下降趋势. 节点 2, 3, 4处受感染密度为 0,受感
染个体都集中在节点 1(中心). 节点 2, 3, 4处易感密
度相同,随着恢复率从 0(γ = 0)上升到 1

2
(γ = 0.5),

节点 1的易感染密度呈线性上升,当 γ = 0.5时呈饱

和状态,当 γ > 0.5时节点 1处易感密度保持恒定
值 0.5. 随着恢复率从 0(γ = 0)上升到 1

6
(γ = 0.5),

节点 2, 3, 4处平衡稳态易感密度呈线性上升,
当 γ = 0.5时呈饱和状态,当 γ > 0.5时,节点 2, 3, 4
处易感染密度保持恒定值 1

6
. 故双层网络的拓扑结构

不同,节点 1, 2, 3, 4处的易感个体和受感染个体的平
衡密度有很大差异.
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图 6 不同双层网络四节点拓扑结构下平衡密度对恢复率的
影响

Fig. 6 Effect of equilibrium density on recovery rate under

four-node topology of different two-level networks

3.4 环环环形形形星星星图图图中中中的的的传传传染染染病病病模模模型型型

最后,本文对传染病在环形星图上的传播进行研
究.易感染个体在第 1张星图上移动,受感染个体在
第 2张环形图上移动,且第 1张图与第 2张图的链接
不重合.图 7(a)报告了当N = 6时星图的示意图,节
点编号为 1 – 6. 第 1张星图用黑线表示,第 2张环形
图用灰线表示. 且节点 1为第 1张图的中心,易感染
个体通过中心节点 1在星图上游走,中心节点 1的受
感染个体不会迁移到节点 2 – 6,但节点 2 – 6处的感
染者可以在环形图中的节点 2 – 6间迁移. 受感染个
体的迁移路径不会与易感染个体重叠.图 7(b)报告
了 N = 6的星图,其中易感染个体在第 1张图上移
动,感染个体只能在灰色路径上移动.

本研究将反应扩散方程式 (9)和式 (10)应用于具
有 N 个节点的环形星图中,其中节点 1为中心节点.
第 1张图上节点 1的度为 k1

1 = N − 1,而其他节点
的度为 k1

j = 1, j ̸= 1;第 2张图上所有节点的度

1

3

45

6

1

2

3

45

6

2

(a) (b)

图 7 当 N = 6时的双层环状星型网络示意图

Fig. 7 Diagram of the two-level ring star network when

N = 6

为 k2
j = 2, j ∈ [2, 6]. 对于有 N 个节点的环形星图,

节点 1和 j 的易感染密度可由式 (51)和式 (52)推导
得到.

dρS,1(t)

dt
=


N−1∑
j( ̸=1)

ρS,j(t)− ρS,1(t)


−βρS,1(t)ρI,1(t) + γρI,1(t), (51)

dρS,j(t)

dt
=

{
1

N − 1
ρS,1(t)− ρS,j(t)

}
− βρSj(t)

·ρI,j(t) + γρI,j(t) (j ̸= 1) . (52)

节 点 1和 j(j ̸= 1)处 的 受 感 染 密 度 可 由
式 (53) –式 (56)推导得到.

dρI,1(t)

dt
= βρS,1(t)ρI,1(t)− γρI,1(t), (53)

dρI,2(t)

dt
=

{
ρI,N(t)

2
+

ρI,3(t)

2
− ρI,2(t)

}
+βρS,2(t)ρl,2(t)− γρI,2(t), (54)

dρI,j(t)

dt
=

{
ρI,j−1(t)

2
+

ρI,j+1(t)

2
− ρl,j(t)

}
+βρS,j(t)ρI,j(t)− γρI,j(t)

(j ̸= 1, 2, N) , (55)

dρI,N(t)

dt
=

{
ρI,2(t)

2
+

ρI,N−1(t)

2
− ρI,N(t)

}
+βρS,N(t)ρI,N(t)− γρI,N(t). (56)

图 8(a)报 告 了 当 初 始 值 为 ρS,1(0) = 0.3,
ρS,2(0) = 0.2, ρS,3(0) = 0.1, ρS,4(0) = 0.1, ρS,5(0)
= 0.15, ρS,6(0) = 0.05, ρI,1(0) = 0.03, ρI,2(0) =

0.01, ρI,3(0) = 0.02, ρI,4(0) = 0.02, ρI,5(0) = 0.01,
ρI,6(0) = 0.01,且 β = 1时,为图 7(a)中平衡稳态下
的易感节点和受感染节点密度 ρS,1

∗, ρS,2∗, ρI,1∗,
ρI,2

∗与恢复率 γ 的关系.由于节点 2 –节点 6的拓扑
等价,节点 3 –节点 6处受感染密度与节点 2相同.
随着恢复率从 1(γ = 0)上升到 0(γ = 0.5),节点 1(中
心)处受感染密度呈线性下降. 节点 2 –节点 6处受
感染密度为 0. 受感染个体集中在中心节点 1处. 节
点 2 –节点 6处易感染密度相同.随着恢复率
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从 0(γ = 0)上升到 1
2
(γ = 0.5),节点 1处易感染密度

呈 线 性 上 升,并 在 γ = 0.5处 达 到 饱 和 状 态,
当 γ > 0.5时,节点 1处易感密度保持恒定值 0.5. 随
着 恢 复 率 从 0(γ = 0)上 升 到 1

10
(γ = 0.5),节

点 2 –节 点 6处 平 衡 易 感 密 度 呈 线 性 上 升,
当 γ = 0.5时 处 于 饱 和 状 态,当 γ > 0.5时 节

点 2 –节点 6处易感密度保持恒定值 1
10

.
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图 8 单层/双层星图拓扑结构下平衡密度对恢复率的影响

Fig. 8 Effect of equilibrium density on recovery rate under

two-level and one-level star-graph topology

在图 7(b)报告了的双层网络上的数值计算出的平
衡密度结果与图 8(a)一致,在此不再赘述. 且本研究
发现切断第 2张循环图中的任何链接,平衡密度都不
会发生改变.本研究通过计算分析得出了环形星图上
的平衡密度.其在平衡状态下满足如式 (57)和式 (58)
所示.

dρS,i(t)

dt
= 0, (57)

dρI,i(t)

dt
= 0. (58)

在拓扑等效节点上,处于平衡状态的种群数量相
同,具体可表示为如式 (59)所示.{

ρS,j
∗ = ρS,2

∗

ρI,j
∗ = ρI,2

∗ j ̸= 1, 2 (59)

其平衡密度由式 (60) –式 (63)推导得到.

{(N − 1) ρS,2
∗ − ρS,1

∗} − βρS,1
∗ρI,1

∗ + γρI,1
∗ = 0,

(60){
ρS,1

∗

N − 1
− ρS,2

∗
}
−βρS,2

∗ρI,2
∗ + γρI,2

∗ = 0, (61)

βρS,1
∗ρI,1

∗ − γρI,1
∗ = 0, (62)

βρS,2
∗ρI,2

∗ − γρI,2
∗ = 0. (63)

当 β = 1时,平衡密度可由式 (64) –式 (67)推导
计算得到.

ρI,1
∗ = 1− 2γ, (64)

ρI,2
∗ = 0, (65)

ρS,1
∗ = γ, (66)

ρS,2
∗ =

γ

N − 1
. (67)

除了中心节点 1外,节点 j ̸= 1上没有受感染的

个体,受感染的个体只能在中心节点 1上存活. 平衡
密度的解析式 (64) –式 (67)与图 3(d)和图 5(b)中具
有 3个和 4个节点的环形星图的数值解一致.且对于
具环形星图而言,其解与图 8(a)中的数值解一致.受
感染个体的平衡密度与节点数 N 无关.传染病阈值
科表示为 γc =

1
2
. 通过分析可知阈值与环形星图的节

点数N 无关,故所得结论具有普适性. 且为比较在单
层网络传染病模型与本文所提双层网络模型中平衡

密度对恢复率的影响的区别,本文参考文献 [23]等的

做法在星图中设置单层网络模型参数,并得到如
图 8(b)所示在单层星图拓扑结构下的仿真结果.比较
可知,本文所提双层网络结构可有效降低感染节点密
度,将感染节点限制在中心节点 (度值最高的子种群)
中,较单层网络结构更优.

为进一步体现本文所提模型在真实传染病环境中

的可用性和科学性,本研究参考文献 [24]计算得到的

新冠疫情中的真实动态参数值 (传染率、恢复率和基
本再生数等),将本文所提模型在星图中进行了进一步
仿真实验,得到如图 9所示实验结果.比较图 8与
图 9结果可知,本文所提融入迁移限制与双层集合种
群网络的传染病模型能够较好的模拟真实情况中的

传染病传播,并能对传染病传播达到一定的控制效果.
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图 9 真实参数环境下双层星图拓扑结构中平衡密度对恢复
率的影响

Fig. 9 Effect of equilibrium density on recovery rate in the

topology of bilayer star map under real parameter environment

4 结结结论论论

文献 [25,26]等在社会和空间层网络上提出了具有

异质混合和传播行为的种群流行模型,研究了异质混
合和传播行为对传染病传播的影响.而其所使用的双
层网络中的集合种群模型类似于本文使用的双层网

络模型. 然而,本文所提基于经典 SIS模型提出的融
入迁移限制和集合种群概念的传染病模型,用于表示
易感染个体和受感染个体的两次迁移. 由于受感染个
体的迁移路径与易感染个体的迁移路径有明显区别,
故本文使用双层网络以描述易感染和受感染个体的

迁移路径. 在双层网络的种群模型中研究了受到迁移
限制的个体对传染病传播情况的影响.本研究得出了
具有 3、4和 6个节点的双层集合种群网络传染病模
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型的数值解.实验结果表明,受感染个体的迁移限制
对模型的平衡密度具有重要影响,特别是在星图 (或
环形星图)上,受感染个体仅在中心节点生存,而不会
在其他节点出现. 故可知集合种群图 (网络)结构在控
制传染病的传播中起着重要的作用. 且如果受感染个
体的迁移仅限于低度节点间的链接,受感染个体仅在
中心节点生存,在其他节点消失;如感染个体在低度
节点的迁移受到限制,则感染个体会聚集在高度节点
上. 星图是典型的异质图,在现实生活中具有异质性
的斑块环境类似于星图拓扑,故其能够较好的模拟现
实生活中的传染病传播环境. 如受感染个体的迁移被
限制在较低程度的区域内,那么在环形星图上推导出
的结论则可以应用于现实网络中的传染病传播研究.

尽管本研究已提出了上述具有重要意义的发现,
但还是具有一些局限性,其中一些可能会为未来的进
一步研究指明方向:首先,本文所提模型是在节点充
分混合的假设下构建了融入集合种群传染病模型. 但
当斑块内部存在强烈的异质性时假设不成立,而对于
具有强异质性的系统可尝试使用 Agent-Based模型进
行建模. 其次,本文基于 SIS模型进行建模,没有考虑
到免疫者的要素,故本文认为将来可以尝试使用 SIR
模型、SEIR模型等更复杂的模型进行建模. 并可参
考文献 [27]中所提多层集合种群网络结构与个体周期

性迁移,对传染病模型进行改进,进一步提升模型的
科学性. 再次,可以先考虑外流参数动态化的情景下
的双层集合种群网络的传染病模型. 最后,可以基于
机器学习、深度学习等算法进行模型改进和参数的

动态调整,进一步提升模型的科学性.
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