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摘要:鲸鱼优化算法是一种设计新颖的智能优化算法,近年来已广泛应用于各种工程优化问题.但是关于鲸鱼优
化算法的收敛性尚未明确,而且缺乏对算法中合理参数选择范围的理论分析.本文利用随机过程理论中的马尔科夫
链分析了鲸鱼优化算法的全局收敛性,证明了算法中的收缩包围机制是决定鲸鱼优化算法是否收敛的关键因素.进
一步建立了鲸鱼优化算法收缩包围机制的双层有限差分模型,并基于冯诺依曼稳定准则给出了算法收缩包围机制
稳定或发散时的控制参数取值范围,在标准测试函数上的仿真实验结果也验证了理论分析的正确性.
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Abstract: The whale optimization algorithm (WOA) is a novel swarm intelligence algorithm which has been widely
used in different applications. However, the convergence property and the reasonable parameter selection approach of WOA
is ambiguity. This paper analyzes the global Convergence property of WOA by using the Markov chain of the stochastic
process theory. It’s proved that the convergence property of WOA is determined by its shrinking encircling mechanism.
Moreover, the two level finite difference scheme of WOA is established. The stable range and unstable range of control
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1 引引引言言言

在社会生活的各个领域,最优化的需求一直存在.
随着科学的发展与技术的进步,越来越多的最优化问
题呈现出大规模、不连续、非线性、目标函数不可导

甚至表达式未知等特点,传统的最速下降法、最小二
乘法等优化方法难以很好的解决此类优化问题.随之
应运而生的智能优化算法也被称作启发式算法,是一
种依概率搜索的随机优化算法. 群体智能算法属于智
能优化算法的一个分支[1],它通过模仿自然界中生物
群体组织表现出的智慧行为来形成相应的智能计算

方法,如蚁群算法[2]、蜂群算法[3]等.

鲸鱼优化算法[4](whale optimization algorithm,
WOA)是2016年由Mirjalili等人提出的一种新型群体
智能优化算法,它模仿的是大海中鲸鱼群的集体捕食
方式. 鲸鱼优化算法包含了3种独立求解的种群更新
机制,因此其寻优阶段的全局探索和局部开发过程得
以分别运行及控制.此外,鲸鱼优化算法不需要人为
的设置各种控制参数值,提高了算法的使用效率并降
低了应用难度.而常见的粒子群算法[5]、差分进化算

法[6]等进化算法一般只含有单一的种群更新方式,致
使算法中探索能力和开发能力的平衡较为困难,而且
这些算法控制参数值的设置成功与否直接决定了算
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法最终的求解性能高低. 与其它群体智能优化算法相
比, WOA算法结构新颖,参数设置简单,自问世以来
在函数优化[7–9]和工程领域[10–12]均得到了广泛的应

用. 但是目前关于WOA算法的理论分析在国内外很
少有文献报道,文献 [13]提出了一种量子鲸鱼优化算
法QWOA并对其进行了收敛性证明,但文中对WOA
算法并没有给出明确的理论分析.在WOA算法的参
数选取研究方面,文献[14]提出并仿真比较了WOA
算法在各种控制策略下的性能差异,研究结果表明控
制参数a的变化明显影响算法的最终收敛精度.文献
[8]通过对WOA算法中A参数的变化情况进行分析,
提出了一种指数形式和随机分布相混合的a参数非线

性变化策略.总的来说,虽然大部分文献对于改进
WOA算法的参数选择方式做了一定的尝试,但是均
没有从理论分析的角度明确算法合理的参数选择范

围.常见的参数选取分析方法有闭环控制系统[15]、李

雅普诺夫稳定准则[16–17]、冯诺依曼稳定准则[18]等,其
主要研究对象也局限于粒子群算法等经典优化算法.
由于近年来群体智能优化算法大量涌现,当前该领域
的理论研究工作仍显薄弱.

随机过程中的马尔科夫(Markov)链理论目前已经
成功应用于粒子群算法[19]、人工蜂群算法[20]、文化

算法[21]、鸡群算法[22]等随机优化算法的收敛性分析.
本文首先采用马尔科夫链理论对WOA算法的收敛性
进行分析,证明了WOA算法的全局收敛性由算法中
的收缩包围机制所决定. 在完成WOA算法收敛性分
析的基础上,建立了WOA算法收缩包围机制的双层
有限差分模型,并基于冯诺依曼稳定准则给出了
WOA算法收缩包围机制由稳定性决定的合理参数选
择区域.最后对不同参数选择方式时算法在标准测试
函数上的性能做了仿真和比较,实验结果也验证了本
文分析的有效性.

2 WOA算算算法法法的的的模模模型型型
WOA算法[4]包含搜索觅食、收缩包围和螺旋更新

位置3种不同的种群更新机制,其选择方式由随机概
率因子p和系数向量A⃗的值共同决定. 随机概率因子p

是在[0, 1]之间生成的随机数,系数向量A⃗和C⃗的定义

为

A⃗ = 2r⃗ · a⃗− a⃗, (1)

C⃗ = 2r⃗, (2)

式(1)中控制参数向量a⃗随着迭代次数的增加从2线性
减小到0, r⃗是一个分布于[0, 1]之间的随机向量. WOA
算法的3种种群更新机制中,搜索觅食机制的数学定
义为

X⃗(t+ 1)=X⃗rand(t)−A⃗ · |C⃗ · X⃗rand(t)−X⃗(t)|, (3)

式(3)中: X⃗rand(t)是从当前鲸鱼群体中随机选取的一

个鲸鱼个体位置向量, X⃗(t)是当前的鲸鱼个体位置向

量, |C⃗ · X⃗rand(t)− X⃗(t)|表示当前鲸鱼个体和随机选
取鲸鱼个体之间的距离向量, | · |表示对距离向量中的
分量取绝对值.

收缩包围机制的数学模型定义如下:

X⃗(t+ 1)=X⃗best(t)−A⃗ · |C⃗ · X⃗best(t)−X⃗(t)|, (4)

式中: X⃗best(t)是当前鲸鱼群体中目标函数值最优的

鲸鱼个体位置向量; A⃗ · |C⃗ · X⃗best(t)− X⃗(t)|为当前
鲸鱼个体的包围步长, A⃗越小时鲸鱼游走的步长越小.

在螺旋更新位置阶段,其数学模型可表示为

X⃗(t+ 1)=|X⃗best(t)− X⃗(t)| · ebl · cos(2πl)+
X⃗best(t), (5)

式(5)中: |X⃗best(t)− X⃗(t)|表示当前鲸鱼个体与最佳
位置鲸鱼之间的距离向量;常量系数b决定了鲸鱼个

体螺旋前进时的螺旋线形状, b取值为1时即为普通的
对数螺旋线, l是[−1, 1]之间的随机数. WOA算法中
鲸鱼个体位置向量X⃗(t)的每一个分量在种群更新时

均独立进行. WOA算法的伪代码如算法1所示.

算算算法法法 1 WOA算法伪代码.

设置算法初始参数.

生成初始种群P0.

选择P0中目标函数值最优的个体作为当前种群最

优解.

while (t < Max iter)

for (i = 0; i < NP ; i++)

更新A⃗, C⃗, l.

if1 (p < 0.5)

if2 (|A⃗| > 1)

按照式(3)更新种群个体.

else if2 (|A⃗| < 1)

按照式(4)更新种群个体.

end if2

else if1 (p > 0.5)

按照式(5)更新种群个体.

end if1

检查新生成种群个体的有效性.

end for

计算所有种群个体的目标函数值.

选择目标函数值最优的个体作为当前种群最优解.

t = t+ 1.

end while

算法结束,返回当前所获得的最优解.

3 鲸鲸鲸鱼鱼鱼优优优化化化算算算法法法的的的收收收敛敛敛性性性分分分析析析

无限状态的连续解空间可以离散化以方便进行算

法的理论分析[23],假定离散空间中WOA算法的种群
个体 i在时刻 t有X

(t)
i = xt

i, x
t
i ∈ D, D为状态空间,
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xt
i为个体i在时刻t的状态. 状态X

(t)
i 所构成的序列

{X(t)
i , t > 1}在离散空间中为取值离散的随机变量,

根据WOA算法的种群更新式(3)–(5)可知,个体当前
时刻的状态只与前一时刻状态有关,与现在所处的迭
代次数无关,因此个体状态X

(t)
i 所构成的序列{X(t)

i ,

t > 1}为齐次的马尔科夫链.

由于离散空间中WOA算法的种群数量和状态个
数有限,因此种群序列{X(t)

i , t > 1}也是一个有限马
氏链. 根据算法1描述的WOA算法伪代码可知,每一
次算法找到的当前最优目标函数值均会被记录下来

而不会丢弃,因此WOA算法采用了精英保留策略,其
对应的马尔科夫过程是一个吸收态马尔科夫过程.

定定定理理理 1 只含有螺旋更新机制的WOA算法不能
依概率全局收敛.

证证证 假定WOA算法个体i在时刻t陷入局部最优

状态g(t),对于螺旋更新机制而言,其离散空间上的迭
代形式为

X
(t+1)
i = g(t) + |g(t) −X

(t)
i | · ebl · cos(2πl). (6)

因此其一步转移概率为

P{X(t+1)
i = g(t+1)|X(t)

i = g(t)} =

P{X(t+1)
i = g(t) + |g(t) − g(t)| ·

ebl · cos(2πl)|X(t)
i = g(t)} =

P{X(t+1)
i = g(t)|X(t)

i = g(t)} ={
1, g(t) = g(t+1),

0, g(t) ̸= g(t+1).
(7)

令B∗为WOA算法的全局最优解集, B为局部最优
解的扩充集合,假设在t时刻所有个体均陷入局部最

优解g(t),根据其一步转移概率可知

P{X(t+1)
i = g(t+1)|X(t)

i = g(t)} = 1,

因此只含有螺旋更新机制的WOA算法将会以一定概
率进入局部最优解集的吸收态而无法跳出.也就是说
存在一个非空闭集B,使得迭代次数趋于无穷时,种
群序列收敛到全局最优解集B∗的概率小于1,因此只
含有螺旋更新机制的WOA算法无法确保依概率全局
收敛. 证毕.

定定定理理理 2 只含有收缩包围机制的WOA算法依概
率全局收敛.

证证证 只含有收缩包围机制的WOA算法个体i如果

在时刻t陷入局部最优状态g(t),则种群序列{X(t)
i , t

> 1}的一步转移概率为

P{X(t+1)
i = g(t+1)|X(t)

i = g(t)} =

P{X(t+1)
i =g(t)−A|C · g(t)−X

(t)
i ||X(t)

i =g(t)}={
1, g(t) = g(t+1), A = 0或 C = 1,

0, g(t) ̸= g(t+1), A ̸= 0且 C ̸= 1.
(8)

由于参数A和C在每次迭代过程中随机取值,因此
只含有收缩包围机制的WOA算法很难陷入局部最优.

令B∗为WOA算法的全局最优解集,假设只含有
收缩包围机制的WOA算法个体i在第t次迭代时仍未

进入全局最优解集B∗,则有

P{X(t)
i /∈ B∗} =

P{X(t)
i /∈ B∗|X(t−1)

i ∈ B∗}P{X(t−1)
i ∈ B∗}+

P{X(t)
i /∈ B∗|X(t−1)

i /∈ B∗}P{X(t−1)
i /∈ B∗}. (9)

由于WOA算法是吸收态的马尔科夫过程,因此
P{X(t)

i /∈ B∗|X(t−1)
i ∈ B∗} = 0,于是式(9)可得

P{X(t)
i /∈B∗} =

P{X(t)
i /∈B∗|X(t−1)

i /∈B∗}P{X(t−1)
i /∈B∗}. (10)

根据收缩包围机制的一步转移概率可知其不会陷

入局部最优状态,因此在迭代过程中个体i会以一定概

率进入全局最优解集并保持下去,即

0 < P{X(t)
i ∈ B∗|X(t−1)

i /∈ B∗} < 1.

式(10)可变为

P{X(t)
i /∈ B∗} =

{1−P{X(t)
i ∈B∗|X(t−1)

i /∈ B∗}}P{X(t−1)
i /∈ B∗}.

(11)

同理有

P{X(t−1)
i /∈ B∗} =

{1−P{X(t−1)
i /∈B∗|X(t−2)

i /∈B∗}}×

P{X(t−2)
i /∈B∗},

P{X(t−2)
i /∈ B∗} =

{1−P{X(t−2)
i /∈B∗|X(t−3)

i /∈B∗}}×

P{X(t−3)
i /∈B∗},

...

(12)

所以

P{X(t)
i /∈ B∗} =

t∏
k=1

{1−P{X(k)
i ∈B∗|X(k−1)

i /∈B∗}}P{X(0)
i /∈B∗}.

(13)

由于0 < P{X(t)
i ∈ B∗|X(t−1)

i /∈ B∗} < 1, k =

1, 2, · · · , t,当迭代次数趋于无穷时,有

lim
t→∞

(
t∏

k=1

{1− P{X(k)
i ∈ B∗|X(k−1)

i /∈ B∗}}) = 0.

(14)

因此 lim
t→∞

P{X(t)
i /∈B∗}=0,即 lim

t→∞
P{X(t)

i ∈B∗}
= 1.

由此可知只含有收缩包围机制的WOA算法在迭
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代次数趋于无穷大时依概率收敛于全局最优值.

证毕.

定定定理理理 3 WOA算法依概率全局收敛.

证证证 由于WOA算法在迭代后期|A| < 1恒成立,
因此算法中只含有螺旋更新机制和收缩包围机制且

两种机制的选择概率相等. 即使某一鲸鱼个体在螺旋
更新阶段陷入局部最优解,也可以很快在收缩包围阶
段跳出局部最优. 根据定理1和定理2, WOA算法在迭
代次数趋于无穷大时,最终可以依概率收敛于全局最
优值. 证毕.

4 鲸鲸鲸鱼鱼鱼优优优化化化算算算法法法的的的参参参数数数选选选择择择研研研究究究

虽然WOA算法可以依概率全局收敛,但是在实际
应用中所有的智能优化算法均不可能无限次迭代,因
此在完成WOA算法收敛性分析的基础上,必须对合
理的参数选择范围进行进一步研究,以加快WOA算
法收敛的速度.根据第3节中的定理1可知, WOA算法
的螺旋更新机制由于易陷于局部最优解集而无法依

概率全局收敛,因此本节主要研究WOA算法收缩包
围机制稳定收敛时的合理参数选择范围.

有限差分近似是解决线性偏微分方程初值问题的

一种有效方法[24]. WOA算法的连续解空间在离散化
后,首先对求解区域作网格剖分,然后构造其差分方
程的双层有限差分格式,最后使用冯诺依曼稳定准
则[25]判断该差分格式的稳定性及方程稳定时的参数

取值.

WOA算法中收缩包围机制的式(4)可以写成如下
格式:

Xi,k(t+1)=Xbest,k(t)−A|CXbest,k(t)−Xi,k(t)|,
(15)

式中: i∈{1, 2, · · · , N}, k∈{1, 2, · · · , Dm}, N为算
法种群中的个体的总数; Dm为所求解目标函数的维

度; t为当前算法的迭代次数; Xi,k(t)和Xi,k(t+ 1)

分别表示第t次和第t+ 1次迭代时,第i个候选解在

第k维上的值; Xbest,k(t)表示第t次迭代时,当前鲸鱼
种群的最优解在第k维上的值.

由于WOA算法中的鲸鱼个体更新自身位置时均
按照每一个维度单独进行,因此不失一般性的可以将
高维的WOA算法降低到一维进行分析.因此式(15)可
以进一步写成

Xi(t+ 1)=Xbest(t)−A|CXbest(t)−Xi(t)|. (16)

作为当前最优解的鲸鱼个体Xbest(t),可以假定其
为种群中的第r个鲸鱼个体Xr(t),且r = i+ a, a ∈
{1, 2, · · · , N}, r ∈ {1, 2, · · · , N}. 将其代入式 (16)
可得

Xi(t+1)=Xi+a(t)−A|CXi+a(t)−Xi(t)|. (17)

式(17)的差分方程形式表示如下:

Xt+1
i =Xt

i+a −A|CXt
i+a −Xt

i |. (18)

由于方程在i− t离散网格节点上的近似解可以表

示为Xm,n = X(im, tn),因此(18)在网格点Xm,n上的

双层有限差分格式如下所示:

Xn+1
m =Xn

m+a −A|CXn
m+a −Xn

m|. (19)

根据冯诺依曼稳定准则可知,上述差分格式的
Xn

m可以用其分解后的第k阶傅里叶分量vn(k)eikm∆x

代替,而第n阶和第n+ 1阶傅里叶系数之间的关系满

足vn+1(k) = g(k)vn(k),代入式(19)可得

g(k)vn(k)eikm∆x=vn(k)eik(m+a)∆x−A|Cvn(k)×

eik(m+a)∆x−vn(k)eikm∆x|. (20)

下面分3种情况对式(20)进行考虑:

a) 当Cvn(k)eik(m+a)∆x − vn(k)eikm∆x = 0或

A = 0时,式(20)化简可得

g(k) = eika∆x. (21)

此时|g(k)| = 1恒成立,因此算法处于边缘稳定状
态.

由于WOA算法中参数A和C随机取值,由定理2
可知收缩包围机制不易陷入局部最优状态,因此在
WOA算法迭代过程中A = 0或

Cvn(k)eik(m+a)∆x − vn(k)eikm∆x = 0

成立的概率很小,后续研究中可以忽略不计.

b) 当Cvn(k)eik(m+a)∆x − vn(k)eikm∆x > 0时,
式(20)可写成

g(k)vn(k)eikm∆x=vn(k)eik(m+a)∆x−A(Cvn(k)×

eik(m+a)∆x−vn(k)eikm∆x). (22)

对式(22)进行简化可得

g(k) = eika∆x −A(Ceika∆x − 1). (23)

令θ = ka∆x, 则eika∆x = eiθ = cos θ + i sin θ,

代入式(23)并进行整理可得

g(k)=(cos θ−AC cos θ+A)+i(sin θ−AC sin θ).

(24)

由于式(24)只含有一个独立变量,根据冯诺依曼
稳定性准则,其稳定的充要条件是|g(k)| 6 1,等价于
下式成立:

(cos θ −AC cos θ +A)2+(sin θ −AC sin θ)2 6 1.

(25)

对式(25)进行简化可得

(1−AC)2 +A2 + 2A(1−AC) cos θ 6 1. (26)
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由于cos θ = 1− 2 sin2(
θ

2
),代入式(26)可得

(1−AC −A)2 6 1− 4A(1−AC) cos2(
θ

2
). (27)

由于0 6 cos2(
θ

2
) 6 1,对∀θ使得式(27)成立的充

分条件是A(1−AC) 6 0,

(1−AC −A)2 6 1
∪

A(1−AC) > 0,

0 6 (1−AC−A)2 6 1− 4A(1−AC).
(28)

此时参数A和C的取值范围为 0 < A <
2

3
,

1 6 C 6 2
∪


2

3
6 A < 1,

1 6 C 6 2

A
− 1.

(29)

而式(27)成立的必要条件是A(1−AC) 6 0,

(1−AC −A)2 6 1− 4A(1−AC)
∪

A(1−AC) > 0,

(1−AC −A)2 6 1.
(30)

此时仅部分θ的取值能满足式(27),对应的参数A

和C的取值范围为{
− 1 < A 6 0,

0 6 C 6 1
∪

 0 6 A 6 1

4
,

0 6 C 6 2
∪


1

4
6 A < 1,

1

A
(1− 1

4A
) 6 C 6 2.

(31)

c) 当Cvn(k)eik(m+a)∆x − vn(k)eikm∆x < 0时,
方程稳定的条件如下:

(1 +AC −A)261−4A(1 +AC) sin2(
θ

2
). (32)

同理,式(32)对∀θ成立的充分条件为A(1 +AC) 6 0,

(1 +AC −A)2 6 1
∪

A(1 +AC) > 0,

(1 +AC −A)2 6 1− 4A(1 +AC).
(33)

此时参数A和C的取值范围为
− 1 < A < −2

3
,

1 6 C 6 −1− 2

A

∪

−2

3
6 A < 0,

1 6 C 6 2.
(34)

仅部分θ的取值满足式(32)成立时的必要条件为

A(1 +AC) 6 0,

(1 +AC −A)2 6 1− 4A(1 +AC)
∪

A(1 +AC) > 0,

(1 +AC −A)2 6 1.
(35)

此时参数A和C的取值范围为 − 1<A6−0.683,

06C6 1

A
(
1

4A
− 1)

∪
{

− 0.683<A60,

06C62
∪

{
0 < A 6 0.207,

0 6 C 6 1
∪

 0.207 < A 6 0.25,

0 6 C 6 1

A
(
1

4A
− 1).

(36)

综上所述,式(29)(31)所示的参数A和C取值范围

为WOA算法收缩包围机制CXbest(t)−Xi(t) > 0时

确定稳定及不确定稳定的合理参数选择区域,如图
1–2所示.

图 1 WOA算法收缩包围机制确定稳定的参数选择区域

Fig. 1 The stable range of control parameters in shrinking en-
circling mechanism of WOA

图 2 WOA算法收缩包围机制不确定稳定的参数选择区域

Fig. 2 The uncertain range of control parameters in shrinking
encircling mechanism of WOA

式(34)(36)所示的参数A和C取值范围为WOA算
法收缩包围机制CXbest(t)−Xi(t) < 0时确定稳定
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及不确定稳定的合理参数选择区域,如图3–4所示. 从
图1–4可以看出,不确定稳定区域显然大于确定稳定
区域.另外对于不确定稳定区域以外的参数A和C取

值而言, WOA算法的差分格式是一定发散而不稳定
的,因此A和C参数取值在该区域内的WOA算法是不
收敛的.

图 3 WOA算法收缩包围机制确定稳定的参数选择区域

Fig. 3 The stable range of control parameters in shrinking en-
circling mechanism of WOA

图 4 WOA算法收缩包围机制不确定稳定的参数选择区域

Fig. 4 The uncertain range of control parameters in shrinking
encircling mechanism of WOA

对于依概率搜索的鲸鱼优化算法而言,即使在收
缩包围机制确定稳定的参数A和C选择区域内取值,
使得收缩包围机制能确定收敛,但是由于螺旋更新机
制也容易陷入局部最优解集而使得鲸鱼优化算法后

期的全局探索能力严重匮乏,因此不能确保算法在该
条件下收敛到全局最优.

5 仿仿仿真真真实实实验验验分分分析析析

为了验证WOA算法全局收敛性分析和收缩包围
机制参数选择范围分析的正确性,本文选取了文献[4]
中表2–3所示的f1(x) ∼ f13(x)共13组可变维度的标
准测试函数来对算法进行仿真研究,如表1所示. 其
中f1(x) ∼ f7(x)为高维的单峰函数, f8(x) ∼ f13(x)

为高维的多峰函数,所有测试函数的维度均为30维.
标准函数f8(x)的理论最小值为−418.9829× 30,其
余标准函数的理论最小值均为0. 表1中f12(x)有

yi = 1 +
xi + 1

4
,

u(xi, a, k,m) =


k(xi − a)2, xi > a,

0, −a < xi < a,

k(−xi − a)m, xi < −a.

为了验证WOA算法中不同种群更新机制对全局
收敛性的影响,对以下3种算法进行了仿真分析和比
较: 只含有螺旋更新机制的WOASU算法、只含有收
缩包围机制的WOAEP算法和经典WOA算法. 所有算
法的种群大小设置为30,迭代次数为500,算法的独立
运行次数为30,算法内部其它基本参数设置完全相同.
记录30次试验中每种算法在标准测试函数上所得最
佳适应度的最优值和平均值,结果如表2所示.

从表2的结果可以看出, WOASU算法在所有标准
测试函数上性能最差且无法收敛到全局最优解,
WOAEP算法在大部分标准测试函数上的收敛精度均
优于收缩包围和螺旋更新机制同时存在的经典WOA
算法. 而WOA算法在复杂的高维多峰函数f12(x)上的

收敛平均值略优于WOAEP算法,其原因是WOA算法
的搜索觅食机制增强了迭代过程中种群的多样性. 对
于标准测试函数f3(x),由于3种算法在500次迭代次
数内均无法收敛到令人满意的精度,图5示出了迭代
次数为50000时3种算法最佳适应度的平均值收敛曲
线.

从图5中可以看出随着迭代次数的增加, WOA算
法和WOAEP算法均能稳定收敛,而WOASU算法仍
然陷入局部最优无法跳出,因此第3节中对于WOA
算法全局收敛性的分析结论是正确和有效的.

图 5 WOAEP, WOASU和WOA算法在标准测试函数f3(x)

上收敛曲线图

Fig. 5 Convergence plots of WOAEP, WOASU and WOA al-
gorithms on benchamrk function f3(x)
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表 1 标准测试函数f1(x) ∼ f13(x)

Table 1 Benchmark functions f1(x) ∼ f13(x)

测试函数 维度 范围 最小值

f1(x) =
n∑

i=1
x2i 30 [−100, 100] 0

f2(x) =
n∑

i=1
|xi|+

n∏
i=1

|xi| 30 [−10, 10] 0

f3(x) =
n∑

i=1
(

i∑
j=1

xj)
2 30 [−100, 100] 0

f4(x) = max
i

{|xi|, 1 6 i 6 n} 30 [−100, 100] 0

f5(x) =
n∑

i=1
(100(xi+1 − x2i )

2 + (xi − 1)2) 30 [−30, 30] 0

f6(x) =
n∑

i=1
([xi + 0.5])2 30 [−100, 100] 0

f7(x) =
n∑

i=1
ix4i + random[0, 1) 30 [−1.28, 1.28] 0

f8(x) =
n∑

i=1
−xi sin

√
|xi| 30 [−500, 500] −418.9829× 30

f9(x) =
n∑

i=1
[x2i − 10 cos(2πxi) + 10] 30 [−5.12, 5.12] 0

f10(x) = −20exp(−0.2

√
1

n

n∑
i=1

x2i )−exp(
1

n

n∑
i=1

cos(2πxi))+20 + e 30 [−32, 32] 0

f11(x) =
1

4000

n∑
i=1

x2i −
n∏

i=1
cos

xi√
i
+ 1 30 [−600, 600] 0

f12(x) =
π

n

{
10 sin(πy1) +

n−1∑
i=1

(yi − 1)2[1 + 10 sin2(πyi+1)]+

(yn − 1)2
}
+

n∑
i=1

u(xi, 10, 100, 4)

30 [−50, 50] 0

f13(x) = 0.1
{
sin2(3πxi) +

n∑
i=1

(xi − 1)2[1 + sin2(3πxi + 1)]+

(xn − 1)2[1 + sin2(2πxn)]
}
+

n∑
i=1

u(xi, 5, 100, 4)
30 [−50, 50] 0

表 2 WOASU算法、WOAEP算法和WOA算法的性能比较

Table 2 The comparison results of WOASU, WOAEP and WOA algorithms

函数
WOASU WOAEP WOA

最优值 平均值 最优值 平均值 最优值 平均值

f1 3.91e+03 1.24e+04 9.02e−126 5.59e−103 2.67e−83 6.24e−72
f2 9.02e+01 1.17e+02 4.53e−74 2.42e−63 7.31e−52 5.63e−47
f3 2.83e+04 6.45e+04 4.98e+03 5.02e+04 2.53e+04 5.03e+04
f4 6.03e+01 8.11e+01 2.69e−28 2.62e−00 5.38e−02 5.15e+01
f5 2.00e+06 9.65e+06 1.29e−01 2.53e+01 2.72e+01 2.79e+01
f6 2.46e+03 1.09e+04 3.94e−02 3.25e−01 9.57e−02 3.43e−01
f7 5.66e+00 3.09e+01 9.89e−06 1.39e−04 1.81e−05 3.10e−03
f8 −1.17e+04 −6.49e+03 −1.26e+04 −1.24e+04 −1.26e+04 −1.13e+04
f9 1.52e+02 2.46e+02 0.00e−00 0.00e−00 0.00e−00 3.79e−15
f10 1.43e+01 1.85e+01 8.88e−16 3.73e−15 8.88e−16 4.32e−15
f11 1.65e+02 9.04e+02 0.00e−00 0.00e−00 0.00e−00 8.10e−03
f12 1.01e+05 1.29e+07 1.80e−03 3.51e−02 4.60e−03 1.92e−02
f13 1.84e+06 4.64e+07 4.58e−02 2.80e−01 9.94e−01 5.34e−01
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对于只含有收缩包围种群更新机制的WOA算
法,根据参数A和C取值范围的不同,对以下4种算
法进行仿真分析和比较: 参数取值位于确定稳定区
域的WOAEP–Stable算法,参数取值位于不确定稳
定区域且不包含确定稳定区域的WOAEP–Uncertain
算法,参数取值位于不确定稳定区域以外的WOA-
EP–Unstable算法和经典的WOA算法.

仿真实验过程中参数A和C的取值方法是: 首先

确定当前迭代次数下参数A的取值,然后根据不同
算法的要求随机生成能满足CXbest(t)−Xi(t)取值

范围限制的参数C,若无法找到满足条件的参数C,
则返回算法初始阶段改变参数A的取值,重复进行
上述操作直至找到一组满足约束条件的参数A和

C取值为止.

4种算法在标准测试函数上所得最佳适应度的
最优值和平均值结果如表3所示.

表 3 WOAEP–Unstable算法、WOAEP–Stable算法、WOAEP–Uncertain算法和WOA算法的性能比较

Table 3 The comparison results of WOAEP–Unstable, WOAEP–Stable, WOAEP–Uncertain and WOA algo-
rithms

函数
WOAEP–Unstable WOAEP–Stable WOAEP–Uncertain WOA

最优值 平均值 最优值 平均值 最优值 平均值 最优值 平均值

f1 3.39e+04 6.11e+04 5.87e−102 1.59e−96 2.09e−88 5.87e−69 6.73e−76 1.67e−72

f2 5.03e+01 1.20e+02 8.88e−52 1.27e−48 7.35e−61 8.28e−54 9.72e−54 3.12e−47

f3 4.15e+04 1.52e+05 5.65e−103 3.97e−96 4.54e+04 8.82e+04 1.65e+04 4.32e+04

f4 7.40e+01 8.74e+01 6.22e−52 1.46e−49 1.69e+01 5.18e+01 4.22e+00 4.83e+01

f5 9.05e+07 2.30e+08 2.89e+01 2.89e+01 2.52e+01 2.73e+01 2.71e+01 2.79e+01

f6 4.00e+04 5.99e+04 5.15e−00 7.20e−00 5.09e−01 2.36e−00 9.64e−02 3.46e−01

f7 6.05e+01 1.09e+02 2.38e−05 2.67e−04 8.50e−04 9.00e−03 1.42e−04 2.80e−03

f8 −5.84e+03 −5.55e+03 −5.53e+03 −3.32e+03 −9.16e+03 −8.32e+03 −1.26e+04 −1.09e+04

f9 1.92e+02 3.89e+02 0.00e−00 0.00e−00 0.00e−00 2.04e+01 0.00e−00 3.79e−15

f10 1.72e+01 1.94e+01 8.88e−16 8.88e−16 8.88e−16 6.45e−15 8.88e−16 4.09e−15

f11 3.67e+02 5.45e+02 0.00e−00 0.00e−00 0.00e−00 7.00e−03 0.00e−00 6.30e−03

f12 2.02e+08 5.22e+08 9.83e−01 1.53e−00 3.30e−02 4.13e−01 4.20e−03 2.31e−02

f13 5.92e+08 1.01e+09 2.99e−00 2.99e−00 4.28e−01 1.60e−00 1.72e−01 5.28e−01

从表3的结果可以看出, WOAEP–Unstable算法
在所有的标准测试函数上均无法收敛到全局最优

解,表明WOAEP–Unstable算法是发散而不稳定收
敛的. WOAEP–Stable算法在单模函数f1(x), f3(x),
f4(x), f7(x)和多模函数f9(x) ∼ f11(x)上的收敛精

度明显优于WOAEP–Uncertain算法,在其他测试函
数上WOAEP–Stable算法的性能则稍弱于WOAEP–
Uncertain算法.

为了进一步比较不同算法在标准测试函数上的

收敛速度,绘出4种算法在标准测试函数上最佳目
标函数值的平均值收敛曲线,如图6–7所示. 从图中
可以看出除函数f8(x)以外, WOAEP–Stable算法的
收敛速度最快,且在函数f9(x)和f11(x)上WOAEP–
Stable算法能快速稳定收敛到理论最优值0. 这表明
确定稳定的A和C参数选择方法能保证算法差分方

程求解时的误差影响不会随着迭代次数的增加而上

升,也就保证了算法在该参数选择域内取值是一定
确保收敛的. WOAEP–Unstable算法在所有测试函

数上很早就陷入局部最优,而WOAEP–Uncertain算
法的收敛速度在各测试函数上并不稳定. 比如WO-
AEP–Uncertain算法在函数f3(x)和f4(x)上收敛性

极弱,在函数f1(x), f7(x), f9(x), f10(x)和f11(x)上

收敛速度明显比WOAEP–Stable算法慢,而在函数
f2(x), f5(x), f6(x), f12(x)和f13(x)上虽然其收敛

速度稍慢,但是在算法的迭代后期可以达到优于
WOAEP–Stable算法的收敛精度.这是由于WOAEP–
Uncertain算法每次迭代过程中其差分方程不确定
稳定,也就意味着算法迭代时可能收敛也可能发散,
从而使得该算法可以保持一定的全局开发能力. 而
确定收敛的WOAEP–Stable算法在迭代后期的全局
开发能力较弱,因此WOAEP–Uncertain算法可以在
部分测试函数上取得优于WOAEP–Stable算法的收
敛精度.由于经典的鲸鱼优化算法WOA同时具有收
敛性迥异的螺旋更新机制和收缩包围机制,其在大
部分标准测试函数上也显示出了与WOAEP–Uncer-
tain算法相类似的性能.
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(a) f1(x) (b) f2(x)

(c) f3(x) (d) f4(x)

(e) f5(x) (f) f6(x)

(g) f7(x) (h) f8(x)

图 6 WOAEP–Uncertain算法、WOAEP–Unstable算法、WOAEP–Stable算法和WOA算法在函数f1(x) ∼ f8(x)上的收敛曲线图

Fig. 6 Convergence plots of WOAEP–Uncertain, WOAEP–Unstable, WOAEP–Stable and WOA algorithms on benchmark func-
tions f1(x) ∼ f8(x)
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(a) f9(x)

(b) f10(x)

(c) f11(x)

(d) f12(x)

(e) f13(x)

图 7 WOAEP–Uncertain算法、WOAEP–Unstable算法、WO-
AEP–Stable算法和WOA算法在函数f9(x)∼f13(x)上

的收敛曲线图

Fig. 7 Convergence plots of WOAEP–Uncertain, WOAEP–
Unstable, WOAEP–Stable and WOA algorithms on
benchmark functions f9(x) ∼ f13(x)

6 结结结论论论

本文采用随机过程中的马尔科夫链理论对WOA
算法的收敛性进行了分析,论证了WOA算法的依概
率全局收敛性,证明了WOA算法的全局收敛性由算
法中的收缩包围机制所决定. 在此基础上基于冯诺
依曼稳定准则给出了收缩包围机制中参数A和C的

合理取值范围.在标准测试函数上的仿真实验结果
也证明了参数A和C的不同选择方法对于WOA算
法收缩包围机制的收敛或发散有着重要影响.
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