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摘要:本文研究多智能体系统的分布式约束优化问题,系统中的每个智能体仅知道自身的局部目标函数和全局
非空约束集,通过与邻居节点进行信息交互,最终协同求出优化问题的最优解. 本文所提出的算法针对通信网络为
时变不平衡有向图,且每个智能体不知道它的出度的情况. 同时考虑到现实中通信带宽有限和通讯成本的限制,应
用基于编译码方案的量化技术对节点之间的通讯信息进行预处理,再利用事件触发广播技术降低网络的通信次数.
同时引入高斯光滑函数和随机无梯度方法替代传统的次梯度方法. 本文提出了基于事件触发的分布式量化随机无
梯度算法,在目标函数为凸且Lipschitz连续的条件下,证明了所提算法能收敛到最优值的邻域,同时给出了使量化
器不饱和量化水平更新规则.最后通过数值仿真验证了算法的有效性和可行性.
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Distributed quantized random gradient-free algorithm with
event triggered communication
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Abstract: We study the distributed constraint optimization problem of multi-agent systems, where each agent only
knows its own local objective function and a global non-empty constraint set and the optimal solution of the optimization
problem is finally obtained by communicating with neighbor nodes. The proposed algorithm is for the case that the commu-
nication network is time-varying unbalanced digraphs and each agent does not know its out-degree. Considering the limited
bandwidth and communication cost in reality, the quantization technology based on coding and decoding scheme is used
to preprocess the communication information between nodes and the event triggered broadcasting technology is also used
to reduce the communication times of the networks. Gaussian smooth function and gradient-free oracle are introduced to
replace the traditional subgradient method in this paper. We propose a distributed quantized random gradient-free algorithm
based on event triggering communication, and under the condition that the objective function is convex and Lipschitz con-
tinuous, it is proved that the proposed algorithm can converge to the neighborhood of the optimal value. Furthermore, the
update rule of quantization level that makes the quantizer unsaturated is given. Finally, numerical simulations are provided
to illustrate the validity and feasibility of the algorithm.
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1 引引引言言言

有线和无线技术的最新进展导致了大规模网络的

出现,带来了多智能体网络中的许多新应用,其中分
布式优化问题得到了广泛关注,其目标函数为网络中
所有智能体的目标函数之和,每个智能体在仅知道自

身目标函数的情况下,利用网络通信对状态信息进行
更新,最终所有的智能体的状态在最优解处达到一致.
分布式优化理论和应用已经成为当代系统和控制科

学的重要发展方向之一,并在许多领域取得了重大突
破[1–7]. 例如近年来逐渐取得广泛关注的智能电网调
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度策略、分布式机器学习、基于分布式优化的信息—
物理系统的优化控制、自主式水下机器人的队形控

制、基于算术均值融合的分布式随机集多目标跟踪

等[8–10].

分布式优化问题的特点是算法设计依赖于节点组

成的通信网络拓扑结构和节点间的信息传输方式,而
传输的信息依赖于目标函数模型,不同性质的目标函
数假设意味着个体能获取的信息不同.下面就从网络
结构、信息传输和目标函数3方面阐述已有的与本文
相关的研究结果.

早期的研究大多考虑在平衡网络中分布式优化算

法,如Nedić(2009)提出了分布式次梯度算法[11–12],
Srivastava(2010)研究了带白噪声的分布式次梯度算
法[13], Lin(2016)研究了通信带延迟的分布式次梯度
算法[14].

现实中智能体很可能分布在时变不平衡网络中,
此时通信网络图的权重矩阵不再是双随机的. 为了解
决不平衡网络所带来的影响, Nedić(2015)提出了
subgradient-push算法[15],只要求权重矩阵是列随机
矩阵,随后(2017)提出了Push-DIGing算法,要求权重
矩阵是列随机且采用了固定步长. 而Xie(2018)借助优
化问题的上境图形式抵消了不平衡图给分布式次梯

度算法带来的影响[16].

上述分布式算法要求智能体准确地接收到邻居的

状态信息.但随着模型规模变大,例如在深度学习算
法中,每次迭代的通信开销成为主要瓶颈,量化通信
是解决此问题的主要方法,但这导致了许多的结果无
法直接应用. Rabbat(2005)研究了分布式量化增量优
化算法[17], Nedić(2008)研究了分布式量化次梯度算
法[18], Taheri(2020)研究了量化graident-push算法[19].
此外, Li(2011)提出了一个基于编译码方案的量化
器[20], Yi(2014)应用这个编译码的量化方案设计了分
布式量化次梯度算法[21]. Zhang(2018)将节点间的量
化信息减少到只用符号信息[22].

为了进一步解决通信成本问题,可以让智能体选
择在必要时才与邻居通信. Yu(2019)研究了基于事件
触发机制和传输延迟的分布式优化算法[23], Hayashi
和Naoki(2020)提出了基于事件触发机制的定步长次
梯度分布式算法[24], Li(2018)结合了事件触发机制和
量化的技术,提出了基于事件触发机制的分布式量化
次梯度算法[25].

上述文献为解决目标函数不可微都采用了次梯度

的方法,当目标函数的次梯度求解太过于繁琐时,
Nesterov(2017)提出了一种随机无梯度方法[26]. 随机
无梯度方法仅要求目标函数是凸的且Lipschitz连续,
其求解过程不需用到梯度信息,具有广泛的应用前景.
文献[27–33]将随机无梯度方法应用到分布式算法上.
特别地, Yuan(2015)基于gradient-push提出了不平衡

图上的随机无梯度算法[32],但该算法不易拓展到约束
优化问题. Ding(2017)提出了分布式量化随机无梯度
投影算法[33],但该算法仅适用于时变平衡图的情况且
在文章中没有给出具体的量化方案.

目前,分布式随机无梯度方法有待深入研究,本文
在文献[33]的基础上,应用文献[34]中对梯度加权的
方法,将随机无梯度投影算法拓展到时变不平衡图上,
该算法仅要求权重矩阵是行随机的,这在基于广播的
通信机制中具有更好的实用性. 同时为减少通信成本,
本文结合了编译码动态量化规则和事件触发机制提

出了基于事件触发机制的分布式量化随机无梯度投

影算法,降低了对通信网络的带宽要求且更大效率地
利用通信资源.

本文的主要结果是如下3个方面:

1) 在分布式优化算法的基础上,考虑到了通信带
宽和通信成本的限制,采用了基于事件触发的动态编
译码方案进行信息传输,有效地降低了对网络通信带
宽的要求和通信次数. 此外,采用了随机无梯度方法
替代传统的次梯度方法,仅要求目标函数是凸的且
Lipschitz连续.

2) 在所有的量化器不饱和的条件下,第3.2节给出
一种时变不平衡有向图上的分布式算法求解优化问

题的近似解.

3) 在所有的量化器不饱和的条件下,第4节对所
提算法进行收敛性分析,给出算法的收敛速率,并求
出了量化器不饱和的量化水平下界.

本文余下部分的结构如下: 第2节介绍了分布式优
化问题并给出预备知识;第3节陈述了编译码量化规
则和事件触发设置,设计了基于事件触发的分布式量
化随机无梯度算法;第4节研究了所提出的算法的收
敛性并给出使量化器不饱和的量化水平下界;第5节
提供了具体的仿真来验证分布式优化算法的有效性;
最后,第6节给出结论.

记号:所有向量均视为列向量. 智能体i涉及的变
量(可能是标量、集合和函数)均标有下标i,例如xi(k)

智能体i在迭代时刻k的状态值.用·̂代表涉及量化的相
关变量估计,例如x̂ij(k)代表智能体j得到对xi(k)的

量化估计值.用·̃代表涉及事件触发机制的相关变量估
计,例如x̃ij(k)为考虑事件触发机制后智能体j得到对

xi(k)的估计值.设1m为所有元素均为1的m维列向
量, I为m维单位矩阵, R和Rn分别为全体实数集合

和n维实数空间. 向量x的欧式范数和无穷范数分别记
为∥x∥和∥x∥∞,

∥x∥ = (xTx)
1
2 , ∥x∥∞ = max

16i6m
|xi|.

向量x在非空闭凸集X上的投影记为PX(x),

PX(x) = argmin
y∈X

∥x− y∥.
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∇f(x)代表f(x)的梯度,问题(1)–(2)的最优解分别记
为x∗和x∗

µ,即

x∗ = argmin
x∈X

f(x), x∗
µ = argmin

x∈X
fµ(x).

2 问问问题题题描描描述述述与与与预预预备备备知知知识识识

本文考虑一个由V = {1, 2, · · · ,m}标记的智能
体网络. 智能体之间可以局部的交换信息.多智能体
系统的共同目标是协同求解一个凸优化问题,该问题
的目标函数是所有智能体局部目标函数的和,

min f(x) =
m∑
i=1

fi(x),

s.t. x ∈ X,

(1)

其中: fi : Rn → R是智能体 i的局部目标函数,全局
约束集X ⊆ Rn.

假假假设设设 1 a) X是一个有限的非空的闭凸集,半径
为CX. 即∥x∥ 6 CX, ∀x ∈ X .

b) 优化问题(1)的最优解集非空.

c) 局部目标函数fi(x)为凸的且L0(fi)-Lipschitz
连续,即存在L0(fi) > 0使得

∥fi(x)− fi(y)∥ 6 L0(fi)∥x− y∥, ∀x, y ∈ X.

注注注 1 文献[34]采用次梯度算法,假设中不要求目标函

数满足Lipschitz连续的条件,只要求次梯度存在且有界,而根

据文献[35],次梯度有界其本质等价于目标函数Lipschitz连

续.在非光滑优化算法中,存在目标函数非光滑非Lipschitz连

续的优化算法,如文献[35],但该算法依然需要计算次梯度.

随机无梯度方法如文献[27–33]皆要求目标函数Lipschitz连

续,以保证光滑后的函数能逼近原函数. 本文假设1是随机无

梯度方法的通常假设.

由于每个局部目标函数fi(x)都是非光滑的,则
fi(x)的梯度不存在,而次梯度信息在有些实际问题中
计算相对复杂,此时基于梯度或次梯度的方法不能有
效的解决优化问题(1). 为此,本文通过高斯光滑函数
fi,µi

(x)逼近原目标函数进而得到随机无梯度,用于代
替传统的梯度信息.由文献[26]知高斯光滑函数fi,µi

(x)

和随机无梯度∇̃fi,µi
(x)定义如下:

fi,µi
(x) =

1

(2π)
n
2

w
Rn
fi(x+ µiu)e

− 1
2∥u∥

2

du,

其中µi是fi,µi
(x)的非负光滑参数.

∇̃fi,µi
(x) =

fi(x+ µiu)− fi(x− µiu)

2µi

u,

其中u是单位球体上均匀分布的随机向量. 由文[26]
可知fi,µi

(x)是可微的,且有

E[∇̃fi,µi
(x(k))|F (k)] = ∇fi,µi

(x(k)),

其中F (k)是由迭代算法从0步到k − 1步产生的随机

变量构成的σ–代数,即

{
F (k) = {xi(τ), u(τ); 0 6 τ 6 k − 1, i ∈ V },
F (0) = {xi(0), i ∈ V }.

注注注 2 1)次梯度的计算需要一定的技巧与时间,且在

次梯度的计算过程中,有时需要额外的内存来储存中间变量,

这对于有记忆限制的模型不再适用. 2) 当系统的确切表达式

不可知,仅知道系统的输入与输出时,基于次梯度的算法不再

适用但可以采用随机无梯度方法[36–37].

引引引理理理 1[26] 若fi(x)满足假设1(c)则

a) fi,µi
(x)是凸函数,且满足

fi(x) 6 fi,µi
(x) 6 fi(x) +

√
nµiL0(fi).

b) fi,µi
(x)是L(fi,µi

)-Lipschitz连续的,且L(fi,µi
)

6 L0(fi).

c) 存在常数C∇f 6 nL0(fi)使得

E[∥∇̃fi,µi
(x)∥|F (k)]6 C∇f .

将问题(1)的目标函数用所对应的高斯光滑函数替
代,得到问题(2).

多智能体之间的信息通信可以建模成时变有向

min fµ(x) =
m∑
i=1

fi,µi
(x),

s.t. x ∈ X.

(2)

图G(k) = (V,E(k)),其中节点i ∈ V代表第i个智能

体,有向边(i, j) ∈ E(k)表示在k时刻信息可以从智

能体i传送到智能体j. A(k) = [aij(k)]为时变有向图

G(k)的非负权重矩阵,当(i, j) ∈ E(k)则有aji(k) >

0,否则aji(k) = 0. 如果存在一系列的有向边(i1, i2),

(i2, i3), · · · , (it−1, it),使得 (il−1, il) ∈ E(k), l = 2,

· · · , t,称k时刻i1是可达it. 如果任意节点都是可达其
他节点的,称时变有向图是强连通的. 本文对时变有
向图的连通性有如下常见的假设,见文献[15, 34, 38].

假假假设设设 2 时变有向图是B-强连通的,即对任意
k > 0,存在一个正整数B使得

G(k)
∪
G(k + 1) · · ·

∪
G(k +B − 1)

是强连通的.

在假设2的条件下,时变有向图G(k)不需要在任
意时刻k都保持连通,但G(k)是B-强连通的,以保证
在B连续时间段内信息能从一个节点传输到另一个节

点.

注注注 3 对于时变不平衡有向图,权重矩阵的双随机条

件不再满足,许多平衡图下的算法不再适用,因此有必要设计

新的分布式优化算法. 文献[15]提出gradient-push算法,该算

法要求权重矩阵是列随机的,即
m∑
i=1

aij(k) = 1,为此每个节

点要求知道它的出度.而本文仅要求权重矩阵是行随机的,相

比于双随机矩阵和列随机矩阵,行随机矩阵在通信机制中有

更好的实用性.
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定义转移矩阵A(k : s):{
A(k : s)=A(k)A(k−1) · · ·A(s+1)A(s), k>s,
A(k : k + 1)=I.

引引引理理理 2 [34] 在假设2成立的条件下,对于所有s
> 0,存在一随机向量π(k),即πT(k)1m = 1,

a) 对任意i, j ∈ V和k > s,有

∥[A(k : s)]ij − πj(k)∥ 6 Cξk−s,

其中常数C > 0, 0 < ξ < 1.

b) 对任意i ∈ V和k > 0,有πi(k) > η成立,其中
η > 0.

c) πT(k) = πT(k + 1)A(k).

智能体在传递信息之前必须将模拟信号转换成数

字信号,而这就必须涉及到量化器的设计和使用. 最
基本的量化操作就是取整,一般称之为均匀量化. 这
种量化器易于实现和分析,但遗憾的是如果要量化的
信息具有非常大的幅值,则对量化结果进行编码就需
要相当多的比特数. 这将会给通讯网络带来巨大的负
载. 许多研究人员提出了新的量化器形式,例如抖动
量化器,对数量化器等,这些量化操作相比于基础的
均匀量化来说均有不同方面性能的提升,但这种静态
的量化方案所产生的量化误差是从始至终都存在的.
文献[20]提出了一种动态量化的方案,通过在量化编
译中引入动态的伸缩函数β(k),随着智能体状态的变
化动态地调整量化信号,以此逐步消除量化对信号传
输的影响.

传统的分布式优化算法通常会固定采样周期,在
每个周期开始的时候,传感器会对智能体的状态进行
采样量化并发送出去,但这种模式会造成不必要的网
络资源的浪费. 一个最明智的方法是通过事件触发更
新. 其主要的思想是让智能体在必要时刻才进行信息
传输,更确切地说,只有当系统的某一项指标超过了
阈值,通信才会发生. 从这个意义上讲,事件触发策略
比传统的固定采样周期的策略在减少不必要的通讯

方面更具有优势.

下面本文结合动态量化编译和事件触发机制,提
出基于事件触发机制的分布式量化随机无梯度投影

算法解决不平衡图上的分布式优化问题.

3 基基基于于于事事事件件件触触触发发发的的的分分分布布布式式式量量量化化化随随随机机机无无无梯梯梯度度度

算算算法法法

3.1 编编编译译译码码码量量量化化化规规规则则则和和和事事事件件件触触触发发发设设设置置置

由于通信带宽的限制,在将信息发送之前,智能体
必须对信息进行量化. 对于向量xi = (x1

i , x
2
i , · · · ,

xn
i )

T ∈ Rn,定义一个n维均匀量化器QK(xi):

QK(xi) = [qK(x
1
i ) qK(x

2
i ) · · · qK(xn

i )]
T.

对xi的任意分量x
p
i (p=1, 2, · · ·, n),量化函数qK(·) :

R→Λ={0,−K,−K + 1, · · · , 0, 1, · · · ,K}的定义
如下:

qK(x
p
i ) =



0, −1

2
6 xp

i <
1

2
,

l,
2l − 1

2
6 xp

i <
2l + 1

2
,

K, xp
i > 2K + 1

2
,

−qK(−xp
i ), x

p
i < −1

2
,

其中l = 1, 2, · · · ,K. 其作用是将xp
i转换为一个整数,

从而降低信息传输所需要的比特数. 例如xp
i =

1

2
, 则

QK(x
p
i ) = 1, xp

i =
1

4
,则QK(x

p
i ) = 0. 如果∥x∥∞ 6

K +
1

2
,本文称n维均匀量化器QK(x)不饱和,在这种

情况下有量化误差∥x−QK(x)∥∞ 6 1

2
. 更多的细节

可见文献[39]第5章.

上述静态均匀量化器的量化水平为2K + 1,所需
的比特数为nlog2(2K + 1). 可以通过降低量化水平
减少信息传输所需的比特数,从而减少信息传输所需
的带宽,但量化水平过小会导致量化器饱和从而算法
不收敛. 为此,本文采用与文献[20, 25]类似的动态编
译码方案替代传统的静态均匀量化器,降低量化水平
的同时确保量化器不饱和.

在k时刻,有向通信通道(i, j)上信息发送端智能

体i的编码器设计如下:
ξij(0) = 0,

sij(k) = QK(
1

β(k − 1)
(xi(k)− ξij(kij))),

ξij(k) = β(k − 1)Iij(k)sij(k) + ξij(kij),

其中: ξij(k)是编码器的内部变量; xi(k)和sij(k)分别

为编码器的输入和输出; kij表示智能体i在k时刻之前
的最新事件触发时刻; β(k − 1)是伸缩函数,用于放
大缩小信号xi(k)− ξ(kij); Iij(k)为示性函数,

Iij(k) =

{
1, aji(k) > 0,

0, aji(k) = 0.

信息接收端智能体j的解码器设计如下:{
x̂ij(0) = 0,

x̂ij(k) = β(k − 1)Iij(k)sij(kij) + x̂ij (kij) .

因为信息发送端的ξij(k)和信息接收端的x̂ij(k)有相

同的更新方程,所以在事件触发时刻kij有

ξ(kij) = x̂ij(kij). (3)

注注注 4 静态的均匀编码方式是直接对状态值xi(k)进行

量化编码,但当xi(k)具有较大的幅值,就需要相当多的比特

数. 而本文知道在xi(k)收敛的情况下, xi(k)− x̂ij(kij)会收
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敛到零,即xi(k)− ξij(kij)也会收敛到零,文献[20, 25]通过

在量化编译中引入动态的伸缩函数β(k),使得sij(k)的编码

范围
1

β(k − 1)
(xi(k)− ξij(kij))变化不会太大,从而有效的

降低通信带宽.

定义k时刻在通信通道(i, j)上量化器的量化误差

∆ij(k),

∆ij(k) =QK(
1

β(k − 1)
(xi(k)− ξij(kij)))−

1

β(k − 1)
(xi(k)− ξij(kji)).

当aji(k)>0,即Iij(k)=1时,定义ξij(k)和xi(k)之间

的误差êij(k):

êij(k) = ξij(k)− xi(k) =

β(k − 1)Iij(k)sij(k) + ξij(kij)− xi(k) =

β(k − 1)(sij(k)−
xi(k)− ξij(kij)

β(k − 1)
) =

β(k − 1)∆ij(k). (4)

下面考虑事件触发机制的设置.智能体i在kij时刻
将发送量化器的输出值sij(kij)给邻居智能体j,记kli
是由智能体i的一系列事件触发时刻组成的数列. 在
不失一般性的前提下,假设0 ∈ kli, ∀i ∈ V . 令x̃ij(k)

为智能体j在最新事件触发时间接收到智能体i的量化

值x̂ij(kij),由式(3)有

x̃ij(k) =

{
ξij(k), k ∈ kli,

x̃ij(k − 1), 其他.

当∥ξij(k)− ξij(kij)∥ > ωij(k)时,选择k作为事件触
发时刻, ωij(k)是触发条件的正阈值.由触发条件的设
置有∥ξij(k)− x̃ij(k)∥ < ωij(k).在这篇文章中,设定
ωij(k) = β(k)H̃ , H̃为任意常数,其大小决定了触发
频率从而影响收敛速度.定义事件触发机制对状态值
的传输所带来的误差为ẽij(k) = x̃ij(k)− ξij(k),有

∥ẽij(k)∥ = ∥x̃ij(k)− ξij(k)∥ 6 β(k)H̃. (5)

假假假设设设 3 伸缩函数β(k)需满足
∞∑
k=0

β(k) <∞.

3.2 基基基于于于事事事件件件触触触发发发的的的分分分布布布式式式量量量化化化随随随机机机无无无梯梯梯度度度投投投影影影

算算算法法法

为解决分布式优化问题(1),本文提出如下的基于
事件触发的分布式量化随机无梯度投影算法:

ṽi(k) =
m∑
j=1

aij(k)x̃ji(k),

xi(k + 1) = PX(ṽi(k)− g(k)
∇̃fi,µi

(ṽi(k))

zi(k)
),

zi(k + 1) =
m∑
j=1

aij(k)zj(k),

(6)

其中: x̃ji(k)是在最新触发时刻智能体i接收到智能体

j的状态值,任意选取初值x̃ji(0), ∀j ∈ V ; g(k) > 0

是单调递降的步长; PX是非空闭凸集X的投影算子;
∇̃fi,µi

(ṽi(k))是fi,µi
(x)在ṽi(k)处的随机无梯度; zi(k)

是引入的辅助变量,初值为zi(0) = 1, ∀i ∈ V . 为简
化起见,假设算法(6)生成的序列只有一个维度,即n
= 1. 对于xi(k) ∈ Rn的情况,借助Kronecker乘积,下
面的分析方法将类似. 改写式(6)得

xi(k + 1) = vi(k) + εi(k),

εi(k) = PX(vi(k) + Ẽi(k) + Êi(k)−

g(k)
∇̃fi,µi

(ṽi(k))

zi(k)
)− vi(k),

(7)

其中: vi(k)=
m∑
j=1

aij(k)xj(k), Ẽi(k)=
m∑
j=1

aij(k)êji(k),

Êi(k) =
m∑
j=1

aij(k)ẽji(k).

假假假设设设 4 对步长作如下假设:
∞∑
k=0

g(k) = ∞,
∞∑
k=0

g2(k) <∞, (8)

并且存在常数0 < γ < 1使得

g(k + 1)

g(k)
> γ > ξ. (9)

注注注 5 式(8)是分布式优化算法典型的步长约束,一般

可取g(k) =
1

k
. 此时,当 k → ∞,

g(k + 1)

g(k)
→ 1,可知式(9)也

不难满足,类似的步长约束出现在文献[20, 24]中.

算法的详细流程如下:

初始化: 生成初始状态变量x̃(0), x̂ij(0), ξij(0),
常数H̃ ,选择伸缩函数β(k),阈值函数ω(k) = β(k)H̃

和步长g(k). 利用式(6)更新状态xi(0).

迭代:在第k步,

S1) 信息发送端智能体i的编码器更新:
sij(k) = QK(

1

β(k − 1)
(xi(k)− ξij(kij))),

ξij(k) = β(k − 1)Iij(k)sij(k) + ξij(kij).

S2) 信息接收端智能体j的解码器更新:

x̂ij(k) = β(k − 1)Iij(k)sij(kij) + x̂ij(kij).

S3) 判断k是否是事件触发时刻:若

∥ξij(k)− ξij(kij)∥ > ωij(k),

更新变量x̃j(k) = x̂(k),并更新kij . 否则

x̃ij(k) = x̃ij(k − 1).

S4) 利用式(6)进行状态更新.

4 收收收敛敛敛性性性分分分析析析和和和量量量化化化水水水平平平估估估计计计

为证明所提出算法的收敛性,本文先给出下面4个
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引理.

引引引理理理 3 [40] 投影的非扩张性.

∥PX(y)− PX(x)∥ 6 ∥y − x∥, ∀x, y ∈ Rm. (10)

引引引理理理 4 卷积上界公式:
k∑

l=0

ξk−lg(l) 6 γ

γ − ξ
g(k). (11)

证证证 该引理的证明与文献[24]中的引理4证明类

似. 记ω(k) =
k∑

l=0

ξk−l(
g(l)

g(k)
),由假设4有

ω(k + 1)=
k+1∑
r=0

ξk−l+1 g(r)

g(k + 1)
=

k∑
r=0

ξk−l+1 g(r)

g(k + 1)
+ 1 6

ξ

γ
ω(k) + 1.

上式进行迭代有

w(k + 1) 6
k+1∑
τ=0

(
ξ

γ
)τ 6 γ

γ − ξ
,

由w(k)的定义可知不等式(11)成立. 证毕.

引引引理理理 5 [41] 设{ι(k)}, {χ(k)}和{ψ(k)}是非负
的随机序列, {ζ(k)}为确定性的非负序列. 记F(k)

是通过ι(1), · · · , ι(k), χ(1), · · · , χ(k), ψ(1), · · · , ψ(k)
产生的σ-代数,若有

1)
∞∑
k=0

ζ(k) <∞ a.s.,
∞∑
k=0

ψ(k) <∞ a.s.;

2) E[ι(k + 1)|F(k)]6 (1 + ζ(k))ι(k) − χ(k) +

ψ(k).

那么存在一个非负变量ι,使得

lim
k→∞

ι(k) = ι a.s. 且
∞∑
k=0

χ(k) <∞.

引引引理理理 6 在量化器不饱和的条件下有

E[∥xi(k + 1)− x̄(k + 1)∥|F (k)] 6

Cξk
m∑
j=1

∥δj(0)∥+ CQγ
g(k)

γ − ξ
,

其中:

x̄(k) =
m∑
i=1

πi(k)xi(k) = πT(k)x(k),

δ(k) = x(k)− 1mx̄(k),

Q = max
k

β(k)

g(k)
(2mH̃ +m) + CzC∇f ,

Cz = sup
l>0

max
i

1

zi(l)
.

证证证 记

x(k) = [x1(k) x2(k) · · · xm(k)]
T,

ε(k) = [ε1(k) ε2(k) · · · εm(k)]T,

那么式(7)可以写成紧凑的向量形式,

x(k + 1) = A(k)x(k) + ε(k). (12)

令ε̄(k) = 1mπ
T(k + 1)ε(k),由

πT(k) = πT(k + 1)A(k),

等式(12)两边同时乘以1mπ
T(k + 1)得

1mx̄(k + 1) = 1mx̄(k) + ε̄(k). (13)

由式(12)减式(13)得

δ(k + 1)= (A(k)− 1mπ
T(k))x(k)+ε(k)−ε̄(k).

(14)

由

(A(k)− 1mπ
T(k))1mx̄(k) =

(A(k)1m − 1mπ
T(k)1m)x̄(k) = 0,

式(14)等价于

δ(k + 1)=(A(k)− 1mπ
T(k))δ(k)+ε(k)−ε̄(k).

(15)

由引理2(c)有
s∏

l=k

(A(l)− 1mπ
T(l)) = A(s : k)− 1mπ

T(k),

通过数学归纳法从式(15)可得

δ(k + 1)= (A(k : 0)− 1mπ
T(0))δ(0) +

k∑
l=0

(A(k : l + 1)− 1mπ
T(l + 1))×

(ε(l)− ε̄(l)). (16)

将式(16)写成标量形式,

δi(k+1)=
m∑
j=1

(A(k : 0)− 1mπ
T(0))ij δj(0) +

m∑
j=1

k∑
l=0

(A(k : l+1)−1mπ
T(l + 1))ij ×

(ε(l)− ε̄(l))j. (17)

由引理2(a)和式(17)可得

∥δi(k + 1)∥ 6

Cξk
m∑
j=1

∥δj(0)∥+mC
k∑

l=0

ξk−l∥ε(l)−ε̄(l)∥∞. (18)

令

ẽ(l)=max
i

max
j

∥ẽji(l)∥, ê(l)=max
i

max
j

∥êji(l)∥,

由∥I − 1mπ
T(l)∥∞ 6 2,结合ε(l)和ε̄(l)的定义和引

理1有

E[∥ε(l)− ε̄(l)∥∞|F (k)] 6
E[∥(I − 1mπ

T(l))ε(l)∥∞|F (k)] 6
∥I − 1mπ

T(l)∥∞ max
i

E[∥Ẽi(l) +
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Êi(l)− g(l)
∇̃fi,µi

(ṽi(l))

zi(l)
∥|F (k)] 6

2(∥ẽ(l)∥+ ∥ê(l)∥) + 2g(l)CzC∇f . (19)

由式(4)–(5)和假设∆(l) 6 1

2
,结合式(18)–(19)可得

E[∥δi(k + 1)∥|F (k)] 6

Cξk
m∑
j=1

∥δj(0)∥+

2mC
k∑

l=0

ξk−l(β(l)(H̃ +∆(l)) + g(l)CzC∇f ) 6

Cξk
m∑
j=1

∥δj(0)∥+ C
k∑

l=0

ξk−lg(l)Q 6

Cξk
m∑
j=1

∥δj(0)∥+ CQγ
g(k)

γ − ξ
. (20)

最后一个不等号是由引理4得出. 证毕.

下面是本文的主要结果.在量化器不饱和的条件
下,定理1和定理2证明了所提算法的收敛性,定理3给
出了算法的收敛速率,定理4求出了使得量化器不饱
和的最小的量化水平.

定定定理理理 1 在量化器不饱和及假设1–4成立的条件
下,迭代序列xi(k)几乎必然收敛到问题(2)的最优解.
即存在x∗

µ ∈ X使得

lim
k→∞

xi(k) = x∗
µ a.s..

证证证 记Ẽ(k) = max
i
Ẽi(k), Ê(k) = max

i
Êi(k),

由投影的非扩张性有

E[∥xi(k + 1)− x∗
µ∥2|F (k)] 6

E[∥vi(k) + Ẽi(k) + Êi(k)−

g(k)
∇̃fi,µi

(ṽi(k))

zi(k)
− x∗

µ∥2|F (k)] 6

E[∥vi(k)− g(k)
∇̃fi,µi

(ṽi(k))

zi(k)
− x∗

µ∥2|F (k)] +

∥Ẽ(k) + Ê(k)∥2 + 2∥Ẽ(k) + Ê(k)∥ ×

E[∥vi(k)− g(k)
∇̃fi,µi

(ṽi(k))

zi(k)
− x∗

µ∥|F (k)] :=

d1 + d2 + d3. (21)

下面估计式(21)右端d1, d2, d3的上界.

记L = max
i
L(fi,µi

), ẽ(k) = max
i

max
j

∥ẽij(k)∥,

ê(k)=max
i

max
j

∥êij(k)∥,

−2g(k)
E[∇̃fi,µi

(ṽi(k))|F (k)]
zi(k)

(vi(k)− x∗
µ) =

−2g(k)
∇fi,µi

(ṽi(k))

zi(k)
(ṽi(k)−x∗

µ+vi(k)−ṽi(k))6

2
g(k)

zi(k)
(|fi,µi

(ṽi(k))−fi,µi
(x̄(k))|−(fi,µi

(x̄(k))−

fi,µi
(x∗

µ)) +∇fi,µi
(ṽi(k))∥Ẽ(k) + Ê(k)∥) 6

2
g(k)

zi(k)
(L∥ṽi(k)− x̄(k)∥ − (fi,µi

(x̄(k))−

fi,µi
(x∗

µ)) +∇fi,µi
(ṽi(k))∥Ẽ(k) + Ê(k)∥) 6

2
g(k)

zi(k)
(L

m∑
j=1

aij(k)∥xj(k)− x̄(k)∥ −

(fi,µi
(x̄(k))−fi,µi

(x∗
µ))+(∇fi,µi

(ṽi(k)) + L)×
∥ẽ(k) + ê(k)∥). (22)

倒数第3个不等式是由于fi,µi
(x)的凸性,最后一个不

等式是由于范数的凸性和权重矩阵A(k)是行随机的,
结合d1的定义和式(22)有

d1 6
m∑
j=1

aij(k)∥xj(k)− x∗
µ∥2 +

g2(k)

z2i (k)
C2

∇f +

2
g(k)

zi(k)
(L

m∑
j=1

aij(k)∥xj(k)− x̄(k)∥ −

(fi,µi
(x̄(k))− fi,µi

(x∗
µ)) +

(∇fi,µi
(ṽi(k)) + L)∥ẽ(k) + ê(k)∥). (23)

由引理1(c)和假设量化误差有界∆(k) 6 1

2
有

d1 6
m∑
j=1

aij(k)∥xj(k)− x∗
µ∥2 +

g2(k)

z2i (k)
C2

∇f +

2
g(k)

zi(k)
(LCξk

m∑
j=1

∥δj(0)∥+ LCQγ
g(k)

γ − ξ
−

(fi,µi
(x̄(k))− fi,µi

(x∗
µ)) +

(C∇f + L)β(k)(H̃ +
1

2
)). (24)

同理有

d2 6 β2(k)(H̃ +
1

2
)2, (25)

d3 6 2β(k)(H̃ +
1

2
)

m∑
j=1

aij(k)∥xj(k)− x∗
µ∥+

2
β(k)g(k)

zi(k)
(H̃ +

1

2
)C∇f . (26)

由引理2(c)有
m∑
i=1

πi(k + 1)
m∑
i=1

aij(k)∥xj(k)− x∗
µ∥2 =

m∑
i=1

πi(k)∥xi(k)− x∗
µ∥2. (27)

在式(21)的两边乘以π(k + 1)并在i ∈ V上求和,结合
式(23)–(27)有

m∑
i=1

E[πi(k + 1)∥xi(k + 1)− x∗
µ∥2|F (k)] 6

m∑
i=1

πi(k)∥xi(k)−x∗
µ∥2+

g2(k)

z2i (k)

m∑
i=1

πi(k+1)C2
∇f+

ξk2LC
m∑
i=1

πi(k + 1)
g(k)

zi(k)

m∑
j=1

∥δj(0)∥+
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g2(k)
m∑
i=1

πi(k + 1)
2LCQγ

zi(k)(γ − ξ)
+

β(k)(H̃ +
1

2
)

m∑
j=1

πi(k + 1)(
g(k)

zi(k)
×

(4C∇f + 2L) + β(k)(H̃ +
1

2
) +

2
m∑
j=1

aij(k)∥xj(k)−x∗
µ∥)−2g(k)

m∑
i=1

πi(k + 1)

zi(k)
×

(fi,µi
(x̄(k))− fi,µi

(x∗
µ)). (28)

记

D1 = sup
k

max
i

1

z2i (k)

m∑
i=1

πi(k + 1)C2
∇f ,

D2 = sup
k

max
i

2LC
m∑
i=1

π(k+1)
g(k)

zi(k)
L

m∑
j=1

∥δj(0)∥,

D3 = sup
k

max
i

m∑
i=1

πi(k + 1)
2LQ2

zi(k)(1− ξ)
,

D4 = sup
k

max
i

(H̃ +
1

2
)

m∑
j=1

πi(k + 1)×

(
g(k)

zi(k)
(4C∇f + 2L) + β(k)(H̃ +

1

2
)),

D5 = inf
k
min

i
2
πi(k + 1)

zi(k)
.

令

ι(k) =
m∑
i=1

πi(k)∥xi(k)− x∗
µ∥2,

χ(k) = D5g(k)(fµ(x̄(k))− fµ(x
∗
µ)), ζ(k) = 0,

ψ(k) = g2(k)(D1 +D3) + ξkD2 + β(k)D4.

由引理5有
∞∑
k=1

g(k)(fµ(x̄(k))− fµ(x
∗
µ)) <∞几乎必

然成立和
m∑
i=1

πi(k)∥xi(k)− x∗
µ∥2几乎必然收敛. 结合

假设
∞∑
k=0

g(k) = ∞有

lim
k→∞

inf fµ(x̄(k)) = fµ(x
∗
µ), a.s.. (29)

由{x̄(k)}有界和式(29),故存在子列{x̄(kl)}⊆{x̄(k)},
使得

lim
k→∞

fµ(x̄(kl)) = fµ(x
∗
µ), a.s.,

由函数fµ(x)的连续性,故存在x∗
µ ∈ X∗,使得

lim
k→+∞

x̄(kl) = x∗
µ a.s..

根据引理6,有 lim
k→+∞

∥xi(k)− x̄(k)∥ = 0 a.s.可

知xi(k)和x̄(k)收敛到同一个最优值.因此可以推断,

lim
k→+∞

x̄(k) = x∗
µ a.s. 及 lim

k→+∞
xi(k) = x∗

µ a.s..

证毕.

定定定理理理 2 在量化器不饱和及假设1–4成立的条件

下,令x̃(k) =

k∑
τ=0

g(τ)x̄(τ)

k∑
τ=0

g(τ)

则有

E[f(x̃(k))]− f(x∗) 6

ι∗(0) +
k∑

τ=0

ψ(τ)

D5

k∑
τ=0

g(τ)

+
m∑
i=1

µi

√
nL0(fi),

其中ι∗(k) =
m∑
i=1

πi(k)∥xi(k)− x∗∥2.

证证证 类似于定理1的证明过程,将式(28)中的x∗
µ替

换为x∗不等式依然成立,将不等式从k时刻迭代回0时
刻,可得

E[ι∗(k + 1)|F (k)] 6 ι∗(0)+
k∑

τ=0

ψ(τ)−
k∑

τ=0

χ∗(τ),

其中χ∗(k)=D5g(k)(fµ(x̄(k))− fµ(x
∗)). 对上式两

边同时取期望,由于E[E[ι∗(k + 1)|F (k)]] > 0,
k∑

τ=0

E[χ∗(τ)] 6 ι∗(0) +
k∑

τ=0

ψ(τ),

即

D5

k∑
τ=0

g(τ)(E[fµ(x̄(τ)]− fµ(x
∗
µ)) 6

ι∗(0) +
k∑

τ=0

ψ(τ).

上式两端同时除以D5

k∑
τ=0

g(τ),

D5

k∑
τ=0

g(τ)(E[fµ(x̄(τ))]− fµ(x
∗
µ))

D5

k∑
τ=0

g(τ)

6

ι∗(0) +
k∑

τ=0

ψ(τ)

D5

k∑
τ=0

g(τ)

.

利用函数的凸性有

E[fµ(x̃(k))]− fµ(x
∗) 6

ι∗(0) +
k∑

τ=0

ψ(τ)

D5

k∑
τ=0

g(τ)

. (30)

由引理1(a)有f(x)6fµ(x) 6f(x) +
m∑
i=1

µi

√
nL0(fi),

结合式(30)定理得证. 证毕.

注注注 6 由假设3–4可知,定理2中不等式右边的第1项在

k趋向∞时会趋于0,第2项是由于本文的算法采用了随机无

梯度方法而产生的. 由定理2可知算法产生的序列E[f(x̃(k))]

能收敛到问题1最优值的邻域,其半径由µi和L0(fi)所决定,
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在µi → 0, ∀i ∈ V的情况下,当k → ∞, E[f(x̃(k))]收敛到

f(x∗).

定定定理理理 3 在µi → 0,∀i ∈ V的情况下,若步长

g(k) =
1

(k + 1)r
,算法的收敛速率为O(

1

k1−r
). 若步

长g(k) =
1

k + 1
,算法的收敛速率为O(

1

ln k
).

证证证 由定理2有

lim
µi→0,i∈V

E[f(x̃(k))]−f(x∗)6
ι∗(0) +

k∑
τ=0

ψ(τ)

D5

k∑
τ=0

g(τ)

.

(31)

选择步长g(k) =
1

(k + 1)r
,
1

2
< r 6 1,由

k∑
τ=0

1

(τ + 1)r
>

w k+1

0

ds

(s+ 1)r
=

1

1− r
((k + 2)1−r − 1),

1

2
< r < 1,

ln(k + 2), r = 1.

结合式(31)可得

lim
µi→0,i∈V

E[f(x̃(k))]− f(x∗) 6

(1− r)(ι∗(0) +
k∑

τ=0

ψ(τ))

D5((k + 2)1−r − 1))
,
1

2
< r < 1,

ι∗(0) +
k∑

τ=0

ψ(τ)

D5 ln(k + 2)
, r = 1,

其中ι∗(0) +
k∑

τ=0

ψ(τ)有界. 证毕.

为使得量化器不饱和可以一直采用较大的量化水

平,但会造成通信资源的浪费. 现在笔者给出随迭代
时间变化的量化水平更新规则以节约通信成本.

定定定理理理 4 在假设1–4成立和随机无梯度有界的条
件下,若K(k)满足

K(1)> g(0)

β(0)
C∇f −

1

2
,

K(k)> ξk

β(k)
(2C

m∑
j=1

∥δj(0)∥) +
g(k)

β(k)
(CzC∇f +

2CQγ

γ − ξ
) +

3

β(k)
(H̃ +

1

2
)− 1

2
,

其中: k = 2, 3, · · · , Cz = sup
k

max
i

1

zi(k)
,则量化器

QK不饱和.

证证证 下面通过数学归纳法证明量化器QK不饱和,

即量化误差∆(kij) 6
1

2
, kij ∈ kli. 若k = 1∈kli时,由

ξij(0) = x̂ij(0) = x̃ij(0)可得

∥xi(1)− ξij(0)

β(0)
∥ =

1

β(0)
∥PX[

m∑
j=1

aij(0)(x̂j(0))− g(0)
∇̃fi,µi

(k)

zi(k)
]−

(x̂i(0))∥ 6 g(0)

β(0)
C∇f 6

K(1) +
1

2
.

则有∆(1) 6 1

2
,即量化器在k = 1时刻不饱和.

假设量化器在k之前的触发时刻kij都未饱和,即

∆(kij) 6
1

2
,若有k + 1 ∈ kli,即k + 1为事件触发时

刻.由于

ξij(kij) = x̂ij(kij) = x̃ij(kij) =

xi(kij) + ẽij(kij) + êij(kij)

有

∥xi(k + 1)− ξij(kij)

β(k)
∥ =

1

β(k)
∥PX[

m∑
j=1

aij(k)(xj(k) + ẽji(k) +

êji(k))− g(k)
∇̃fi,µi

(ṽi(k))

zi(k)
]−

(xi(kij) + ẽij(kij) + êij(kij))∥ 6
1

β(k)
(max

ij
∥xj(k)−xi(kij)∥+∥ẽji(k)+êji(k)∥+

g(k)CzC∇f + ∥ẽji(kij) + êji(kij)∥) 6
1

β(k)
(max

ij
(∥xj(k)−xi(k)∥+∥xi(k)−xi(kij)∥)+

∥ẽji(k) + êji(k)∥+ g(k)CzC∇f +

∥ẽji(kij) + êji(kij)∥) 6
1

β(k)
(max

ij
(∥xj(k)−x̄(k)∥+∥xi(k)−x̄(k)∥)+

3(∥ẽ(k) + ê(k)∥) + g(k)CzC∇f ).

结合引理6有

∥xi(k + 1)− ξij(kij)

β(k)
∥ 6

ξk

β(k)
(2C

m∑
j=1

∥δj(0)∥) +
3

β(k)
(H̃ +

1

2
) +

g(k)

β(k)
(CzC∇f +

2CQγ

γ − ξ
) 6

K(k) +
1

2
,

故有

∥∆ij(k + 1)∥ 6 1

2
,
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即量化器在k + 1时刻不饱和,故定理2成立.

5 数数数值值值仿仿仿真真真

考虑由10个智能体组成的多智能体系统:

min
x

f(x) =
10∑
i=1

fi(x),

s.t. x ∈ X.

假设x ∈ R, X = [−2, 2]. 智能体i的局部目标函
数如下:

fi(x) =
pi∑
j=1

1

2
∥aijx− bij∥+ λ∥x∥∞,

其中: pi = 10, ∀i ∈ V , λ = 10, aij和bij都是按照正
态分布随机生成的. 通信网络按照图1给出了时变的
一般不平衡有向图连接,其中任何单个图都不连通的,
但它们的联合图是连通的. 假设在整个迭代过程中,
图G(k)在图1中的两个图上连续变化.

图 1 时变联合强连通有向图

Fig. 1 Time-varying joint strongly connected directed graph

由引理1的结论

fi(x) 6 fi,µi
(x) 6 fi(x) +

√
nµiL0(fi),

给定fi,µi
(x)− fi(x) 6 ϵ,有µi 6

ϵ√
nL0(fi)

. 在仿真

例子中, L0(fi) =
ai
2

+ λ,其中: λ=10, n=10, ai服

从正态分布.令ϵ = 0.1, L0 ≈ λ,有µi 6 0.025. 令所
有的fi,µi

(x)的光滑参数µi = 0.05,∀i ∈ V ,量化级数
K = 100,触发条件中常数H̃ = 5,选取收缩函数

为β =
1

k1.1
,步长为g(k) =

1

k
.

将本文算法与分布式gradient-push,原有的不带事
件触发和量化机制的随机无梯度投影方法在相同参

数设置下进行对比. 图 2比较了 3种算法误差 f(x)−
f(x∗)的收敛情况,结果表明3种算法都能收敛到最优
解.

图 2 误差f(x)− f(x∗)的收敛情况

Fig. 2 Convergence of error f(x)− f(x∗)

相比于gradient-push算法,虽然gradient-push算法
有更快的收敛速率,如图3所示,但带投影算子的gra-
dient-push的收敛性尚未得到证明,且算法要求权重矩
阵是列随机矩阵,这在构造权重矩阵时要求每个智能
体知道节点的出度.

图 3 Gradient-push算法状态值xi(k)的收敛情况

Fig. 3 Convergence of state value xi(k) of Gradient-push al-
gorithm
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而本文的算法是针对约束优化问题,且仅要求权
重矩阵是行随机矩阵,在基于广播的通信机制中具有
更好的实用性. 相比于原有的不带事件触发和量化机
制的随机无梯度投影方法,两种算法的收敛速率变化
不大,如图4–5所示. 但本文的算法不要求智能体准确
地接收到邻居的状态信息,且应用了量化通信和事件
触发机制,降低了对通信网络的带宽要求且减少了通
信次数,如图6所示,其中∗为事件触发时刻.图7显示
了不同参数µi对状态值收敛情况的影响,可以看出,
选取不同µi值,虽然不会影响到智能体的收敛速率,
但µi过大时,会影响到状态值收敛的精确度.

图 4 Gradient-free projection算法状态值xi(k)的收敛情况

Fig. 4 Convergence of state value xi(k) of Gradient-free pro-
jection algorithm

图 5 本文算法状态值xi(k)的收敛情况

Fig. 5 Convergence of state value xi(k) of the algorithm in this
paper

图 6 事件触发时刻数列kli

Fig. 6 Event trigger time sequence kli

图 7 不同参数µ对智能体1的状态收敛情况的影响

Fig. 7 The influence of different parameters µ on the state con-
vergence of agent 1

6 结结结论论论

本文结合编译码动态量化规则和事件触发机制提

出了一种基于事件触发的分布式量化随机无梯度投

影算法,用于解决分布式约束优化问题.所提出算法
适用于一般行随机的时变不平衡有向图,这在基于广
播的通信机制中具有更好的实用性. 本文证明了当目
标函数为凸且Lipschitz连续,在选取合适的量化水平
后,所有的智能体的状态值收敛到其高斯光滑近似函
数的最优解,序列E[f(x̃(k))]能收敛到问题1最优值
的邻域,并给出了选择不同步长时算法的收敛速率.
数值仿真验证了所提算法的收敛性,表明了在合理的
设置事件触发机制和量化通信的规则后,降低了对通
信网络的带宽的要求,更有效地利用通信资源,同时
不会降低原有分布式随机无梯度算法的收敛速率.
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