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摘要: 本文针对一类具有非参数不确定性和输出约束的非线性系统,提出一种双迭代优化学习控制策略,将复杂
的迭代学习过程简化为两个相对简单的迭代控制器. 首先引入一类饱和非线性函数不仅可以满足系统的位置约束,
同时能够保证系统跟踪误差收敛于给定的邻域,然后针对每次迭代初始误差设计参考轨迹自修正策略,在每个迭代
周期上设置一个固定的调整时间域,根据上次迭代的输出调整下一次迭代的参考轨迹. 双迭代的控制结构可以同
时更新两个迭代控制器的参数,来处理系统的非参数不确定性. 进一步利用Barrier复合能量函数证明双迭代控制策
略的收敛性和稳定性,并给出收敛条件.最后,通过一个算例证明了该控制策略的有效性.
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Abstract: In this work, a double iterative optimal learning control strategy is proposed for a nonlinear systems with
non-parametric uncertainties and output constraints. Firstly, a class of saturated nonlinear functions is introduced, which
can not only satisfy the position constraints of the system, but also ensure that the tracking error converges to the given
neighborhood. Then, a reference trajectory self-tuning strategy is designed for the initial error of each iteration. A fixed ad-
justment time domain is set in each iteration cycle, and the reference trajectory of the next iteration is adjusted according to
the output of the last iteration. The dual iterative control structure can update the parameters of the two iterative controllers
at the same time to deal with the non-parametric uncertainties of the system. Furthermore, the convergence and stability of
the double iterative control strategy are proved by using the barrier composite energy function. Finally, an example is given
to prove the effectiveness of the control strategy.
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1 引引引言言言

迭代学习控制(iterative learning control, ILC)是一
种先进的控制方法,适用于有限时间重复运行的控制
过程,通过重复学习,不断修正当前的输入信号,实现
控制系统对期望轨迹的完全跟踪[1–3]. 在过去的几十
年里, ILC已经成为许多学者关注的焦点[4–6].

一般来说,经典的迭代学习控制律可分为D型[7]、

P型[8–9]、PD型、PID型[10]、高阶PD型[11–12]、以及基

于反馈的PD型、PID型[13]和组合型[14]等. 迭代学习
控制以其结构简单、学习能力强等优点,在机器人控
制[15–16]和工业重复运动控制[17–18]中得到了广泛的应

用.

目前,在迭代学习控制的研究中仍然存在着一些
挑战,第1个挑战是系统约束问题.文献[19]提出了一
种新的参数迭代学习控制算法,该算法对距离和角度
跟踪误差有非对称约束要求. 文献[20]引入了一种独
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特的不对称Barrier Lyapunov(BLF)函数,在满足非对
称输出约束的条件下,同时解决具有和不具有非对称
输出约束的高阶非线性系统的有限时间镇定问题.
BLF是一个类似Lyapunov的函数,当参数接近某个极
限时,它会增长到无穷大.在闭环系统中,通过分析
BLF的有界性,来保证参数的约束,这为作者的工作
提供了一定的启发.

ILC研究面临的第2个挑战是如何处理系统的非参
数不确定性. 通常系统的不确定性满足参数化的假设,
即假设系统不确定性是由常量或周期性的未知项组

成. 当上述假设不成立时,传统的ILC将无法满足系统
的控制要求. 文献[21]针对具有参数和非参数不确定
性的离散非线性系统,提出了一种新的鲁棒自适应迭
代学习控制方法. 文献[22]针对一类输入输出耦合参
数未知的不确定非线性系统的迭代学习控制问题,提
出了一种基于学习的输入输出耦合参数辨识技术. 文
献[23]对一类离散不确定非线性系统,提出了一种新
的带调整因子的网络迭代学习控制(NILC)方案,并严
格证明了在一定条件下,系统跟踪误差沿迭代方向收
敛至零. 文献[24]针对一类扰动周期与参考信号周期
之间无公共倍数的非参数不确定系统,提出一种鲁棒
双周期重复控制方法.

第3个挑战是不同的迭代初始条件. ILC要求被控
系统的初始位置必须严格位于期望轨迹的起点,但由
于复位条件和实际重复精度的限制,初始误差难以避
免. 文献[25]针对一类参数化高阶不确定非线性连续
系统,设计迭代学习控制算法,以解决随机初态对系
统跟踪性能产生的负面影响.文献[26]针对一类非参
数不确定系统,提出状态受限迭代学习控制的参考信
号初始修正方法,以解决任意初态下的状态受限轨迹
跟踪问题.目前在迭代学习控制中,对不同迭代初始
条件的研究较少,因此,如何提高重复运动系统在任
意初始状态下,迭代学习控制的跟踪性能是一个值得
探讨的问题.

此外,可靠性问题也受到越来越多的关注. 例如执
行器发生故障可能会影响整个控制目标,甚至会发生
安全隐患.但是执行器故障在ILC文献中还没有得到
足够的重视,只有最近的一些文献讨论了这类问
题[28–30].

综上所述,以迭代学习控制框架为基础,在任意初
始状态下,如何解决重复运动系统的非参数不确定问
题,同时满足系统输出约束是本文的研究重点. 因此,
本文的目的是设计一种双迭代控制策略,主要工作和
创新: 1)将复杂的迭代学习过程简化为两个相对简单
的迭代控制器,并在控制器设计中引入一类非线性饱
和函数,该函数的引入不仅有利于收敛性的分析,还
避免了参数的正向叠加对系统收敛性的影响,同时能
够保证系统跟踪误差收敛于给定的邻域; 2)设计参考

轨迹自修正策略,在每个迭代周期上设置一个固定的
调整时间域,根据上次迭代的输出调整下一次迭代的
参考轨迹,随着迭代次数的增加,该策略可实现预设
时刻后的精确跟踪控制.

2 问问问题题题的的的提提提法法法

2.1 问问问题题题描描描述述述

考虑如下多输入多输出(multiple input multiple
output, MIMO)非线性系统:

ẋk,i(t) = A(xxxk)xk,i(t) + F (xxxk, t) + Uk(t), (1)

其中: k = 1, 2, · · ·为迭代次数, t ∈ [0, T ], T > 0为

迭代周期, xxxk = [xk,i ẋk,i] ∈ Rn为系统状态, A(xxxk)

为系统矩阵, F (xxxk, t) ∈ Rn为不确定干扰和未建模的

动态向量, Uk(t) ∈ Rn为控制输入:

Uk(t) = ρk(t)uk(t) + ϕk(t), (2)

其中: uk(t) ∈ Rn是迭代控制器给出的控制量,

ρk(t)=diag{ρk,1(t), ρk,2(t), · · · , ρk,n(t)} ∈ Rn×n

是执行器乘性故障, ϕk(t) ∈ Rn是执行器加性故障.

注注注 1 式(2)是执行器故障的一般表达式[27, 31]. 乘性故

障存在于控制输入通道,表示不确定增益.加性故障和乘性故

障都随着迭代次数和迭代次数的增加而改变.当ϕk(t)=0,且

ρk(t) = In×n时,不存在执行器故障. 当0 < ρk,i(t) 6 1, i =

1, 2, · · · , n时,表示执行器失效.

2.2 系系系统统统约约约束束束

定义第k次迭代的初始参考轨迹为xd(t),因此,每
次迭代的系统误差约束如下:

∥xk(t)− xd,k(t)∥ 6 Λb,k(t), t ∈ [T1, T ], (3)

其中: ∥x∥是x的欧几里德范数, Λb,k(t)是预定义的系

统误差约束, T1 > 0是一个任意小的正常数.

注注注 2 上述误差约束是在有限的时间间隔[T1, T ]内给

出的,而不是整个迭代周期t ∈ [0, T ]. 每次迭代的初始期望状

态可能不同,初始条件也可能会随着迭代次数而改变.也就是

说,每次迭代的初始误差不为0. 由于初始误差是随机的,因

此初始误差不包含在误差约束中. 当T1是一个足够小的常数,

时间间隔[T1, T ]可以无限接近[0, T ].

当需要限制系统的输出时,式(3)可写为如下形式:

∥xk(t)∥ < Λy,k(t), t ∈ [T1, T ], (4)

其中Λy,k(t)是预定义的输出约束. 因为

∥xk(t)∥= ∥xk(t)− xd,k(t) + xd,k(t)∥ 6
∥xk(t)− xd,k(t)∥+ ∥xd,k(t)∥,

所以在此设计了一个连续函数Λb,k(t)满足

0 < Λb,k(t) 6 Λy,k(t)− ∥xd,k(t)∥,

则可以得到
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∥xk(t)∥6 ∥xk(t)− xd,k(t)∥+ ∥xd,k(t)∥ <
Λb,k(t) + ∥xd,k(t)∥ 6
Λy,k(t). (5)

注注注 3 为了保证系统输出轨迹的精确跟踪,必须保证

系统输出约束的范数大于参考轨迹的范数,这意味着Λy,k(t)

− ∥xd,k(t)∥ > 0.

本节引入非线性饱和函数,利用其“小误差放大,
大误差饱和”的特性来处理系统中的误差,如式(6)所
示,式中α, γ ∈ (0, 1], β > 1为设计参数,

F (x) =



|x|α+1

α+ 1
+

(α−1)γα

2(α)
, γ< |x|<β,

−γα−1|x|2

2
, |x| 6 γ,

(α−1)γα−2αβα

2α
−βα|x|, |x| > β.

(6)

将式(6)求导,可得到

f(x) =


|x|αsgnx, γ < |x| < β,

−γα−1|x|, |x| 6 γ,

βαsgnx, |x| > β.

(7)

sgnx是标准符号函数. 对于式(6)–(7)中所示的非线性
函数,有以下引理[32]:

引引引理理理 1 1) 当x = 0时, F (x) = 0, f(x) = 0,当
x ̸= 0时, F (x) > 0;

2) F (x)连续可微, f(x)对于x来说是单调增函数,
且|f(x)| 6 βα;

3) 对x ̸= 0,存在正常数κ > 0,使得下式成立:

F (x) > κf2(x) > 0; (8)

4) 对x ̸= 0,存在正常数κ1 > 0,使得下式成立:

xf(x) > κ1f
2(x) > 0. (9)

2.3 参参参考考考轨轨轨迹迹迹自自自修修修正正正策策策略略略

在每个迭代周期内,重复运动系统的参考轨迹
xd,k(t)会随着时间t,迭代次数k和初始状态xd,k(0)的

改变而变化. 显然,这很难保证初始误差: xk(0)−
xd,k(0)在整个迭代周期[0, T ]内都是一样的.

所以,本节设计考轨迹自修正策略如下:

x̂d,k(t) = xd,k(t)−∆1(t)[xd,k(0)− xk(0)]−
∆2(t)[ẋd,k(0)− ẋk(0)]. (10)

∆1为时变函数,并满足如下条件: 1) ∆1(0) = 1,

∆1(T1) = 0,在t ∈ [T1, T ]时, ∆1(t) = 0; 2) ∆̇1(t)和

∆̈1(0)有界; 3) ∆̇1(0) = 0, ∆̇1(T1)=0, t ∈ [T1, T ]时,
∆̇1(t) = 0; 4) ∆̈1(T1)=0, t ∈ [T1, T ]时, ∆̈1(t)=0;

∆2为时变函数,并满足如下条件: 1) ∆2(0) = 0,

∆2(T1) = 0,在t ∈ [T1, T ]时, ∆2(t) = 0; 2) ∆̇2(t)和

∆̈2(0)有界; 3) ∆̇2(0) = 1, ∆̇2(T1)=0, t∈ [T1, T ]时,
∆̇2(t) = 0; 4) ∆̈2(T1)=0, t ∈ [T1, T ]时, ∆̈2(t)= 0.

∆1和∆2可以取如下形式:

∆1(t) =

cos3(
πt

2T1

), t ∈ [0, T1),

0, t ∈ [T1, T ],
(11)

∆2(t) =

t cos3(
πt

2T1

), t ∈ [0, T1),

0, t ∈ [T1, T ].
(12)

显然, t ∈ [T1, T ]时, x̂d,k(0) = xk(0), x̂d,k(t) =

xd,k(t). 所以,在整个时间区间[0, T ]中,控制器的设
计目标是使系统跟踪修正后的参考轨迹x̂d,k(t).

3 双双双迭迭迭代代代优优优化化化学学学习习习控控控制制制策策策略略略

在设计迭代学习控制器之前,首先定义轨迹跟踪
误差为ek = xk − x̂d,k,其中xk为实际运动轨迹, x̂d,k

为修正后的参考轨迹,并提出了以下假设和引理:

假假假设设设 1 式(2)中的执行器乘性故障可写为如下
形式:

ρk(t) = diag{ρk,1(t), ρk,2(t), · · · , ρk,n(t)},

满足ρk,i(t) > ρ0 > 0, i=1, 2, · · · , n,其中ρ0是一个

未知的正数. 定义µ0 =
1

ρ0
也是一个未知正数.

假假假设设设 2 式(1)–(2)中的未建模动态和执行器加
性故障有界,即µ0∥F (qk, q̇k, t) + ϕk(t)∥ 6 d,其中d
为未知正常数.

假假假设设设 3 假设存在已知参数ψ、未知参数θ(t)和

已知的回归矩阵ξ(ψ,xxx),使得下面等式成立:

A(xxx)ψ = ξ(ψ,xxx)θ(t). (13)

时变函数满足µ0∥θ(t)∥ 6 φ,其中φ ∈ R为未知
常数.

引引引理理理 2 对于任意δ > 0和η ∈ Rn,非线性饱和
函数(6)–(7)满足如下不等式:

|η| − ηf(
η

δ
) < 2βδ, (14)

其中β > 1.

引引引理理理 3 定义收敛序列λk =
ω

kl
,其中: ω > 0, l

> 2为设计参数,则有

lim
k→∞

k∑
i=1

λi 6 2ω. (15)

为了简化符号,在没有混淆的情况下,在后文的公
式中将省略系统的时间t.

3.1 控控控制制制策策策略略略设设设计计计

本节所设计的双迭代控制器由两层迭代控制器组

成,根据迭代误差设计第1层迭代控制器vk,将其定义
为vk = [vk,1 vk,2 · · · vk,n]T,第 2层迭代控制器uk
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由本次迭代误差和上一次迭代的vk−1组成,即式(2)中
的控制量uk,将其定义为uk=[uk,1 uk,2 · · · uk,n]

T.

具体表达式如下:

uk,j = vk−1,j +K(rk−1,j − huk−1,j), (16)

vk,j =−K1ėk,j −K2∥ek∥f2(
∥ek∥ėk,j
λk

)−

ϕ̂k∥ξk∥f(
ϕ̂k∥ξk∥ek,j

λk

)− d̂kf(
d̂kek,j
λk

), (17)

其中: j=1, 2, · · · , n, ξk
∆
= ξ(ψ,xxxk), K,K1,K2为控

制增益, K1 > 0, h为设计参数, φ̂k和d̂k分别为φ和d

的估计值,迭代学习律如下:

rk,j = rk−1,j + qek,j, r0 = 0, (18)

φ̂k = φ̂k−1 + pφ(
n∑

j=1

|ek,j|)∥ξk∥, φ̂0 = 0, (19)

d̂k = d̂k−1 + pd(
n∑

j=1

|ek,j|), d̂0 = 0, (20)

其中q, pφ和pd为大于零的设计参数,所以φ̂k和d̂k始

终大于0.

式(16)中采用h算子来表示第1层迭代控制器和
第2层迭代控制器之间的映射关系.由于非参数不确
定性的存在,使用式rk(t)来表示第1层迭代控制器产
生的虚拟参考信号,该序列由学习律(18)给出.

注注注 4 为了进一步阐述第2层迭代控制律是如何工作

的,考虑一个特殊情况: 虚拟参考信号rk(t), ∀t ∈ [0, T ]在迭

代域内没有变化,即算子h是静态的. 在这种情况下,对于任

意时刻t,第2层迭代控制律由式(16)给出.

假假假设设设 4 对于迭代控制律(16),令Φk(t) = rk(t)

− huk(t),算子h已知, rk(t)为任意连续函数,对于任
意实数对(Φ, υ),存在一个正整数N2 = N2(Φ, υ)在t

∈ [0, T ]内满足

|Φ1(t)| 6 Φ⇒ |Φk(t)| 6 υ, ∀k > N2, (21)

其中k为迭代次数.

注注注 5 假设4表明,在t ∈ [0, T ]内, Φk(t)在N2次迭代中

收敛到零的υ邻域.此外, N2的选择不依赖于时间t.

3.2 收收收敛敛敛性性性分分分析析析

定定定理理理 1 对于式(17)所控制的重复运动系统(1),
应用迭代学习律(19)–(20),在假设1–3的条件下,可以
保证系统的轨迹跟踪误差在时间间隔[T1, T ]上是收

敛的,即 lim
k→∞

(xk − xd,k) = 0.

证证证 首先定义Barrier复合能量函数如下:

Ek(t) =
2∑

i=1

Wi,k(t) +Wd,k(t) +Wφ,k(t), (22)

其中:

W1,k(t)=Λ
2
b,k(t)f

2(
eTk ek

2Λ2
b,k(t)

), W2,k(t)=
1

2
eTk ek,

Wd,k(t)=
ρ0
2pd

w T

0
d̃2kdτ, Wφ,k(t)=

ρ0
2pφ

w T

0
φ̃2

kdτ,

其中: d̃k = d̂k − d, φ̃k = φ̂k − φ.

1) Barrier复合能函数的有界性分析.

本小节的目的是证明在时间间隔[0, T ]内,能量函
数Ek(t)的有界性. 首先分析Ek(t)的单调性,由式(22)
可知

∆Ek(t)=
2∑

i=1

∆Wi,k(t)+∆Wd,k(t)+∆Wφ,k(t).

下面分别讨论上式中的各项:

∆W1,k(t) =Λ2
b,k(t)f

2(
eTk ek

2Λ2
b,k(t)

)−

Λ2
b,k−1(t)f

2(
eTk−1ek−1

2Λ2
b,k−1(t)

). (23)

由引理1,可以得到

∆W1,k(t) =Λ2
b,k(0)f

2(
eTk (0)ek(0)

2Λ2
b,k(0)

)−

Λ2
b,k−1(t)f

2(
eTk−1ek−1

2Λ2
b,k−1(t)

) +

2
w T

0
[Λb,kΛ̇b,kf

2(
eTk ek

2Λ2
b,k(t)

)]dτ +

2
w T

0
[Λ2

b,k(t)f(
eTk ek

2Λ2
b,k(t)

)]dτ <

2
w T

0
[
Λb,kΛ̇b,k

κ
F (

eTk ek
2Λ2

b,k(t)
)]dτ +

2
w T

0
[Λ2

b,k(t)β
α]dτ −

Λ2
b,k−1(t)f

2(
eTk−1ek−1

2Λ2
b,k−1(t)

). (24)

同理可得

∆W2,k(t) =
1

2
eTk (0)ek(0)−

1

2
eTk−1ek−1 +w T

0
(eTk ėk)dτ. (25)

由式(10)可知,当∆1(0)=1, ∆2(0)=0时,所以有
x̂d,k(0) = xd,k(0)− [xd,k(0)− xk(0)] = xk(0). 进而
有ek(0) = xk(0)− x̂d,k(0) = 0.

结合式(1)(13)和式(25)可得

∆W2,k(t) =
w T

0
(eTk ρkvk + eTk ξ(ψ,xxxk)θ)dτ +w T

0
[eTk (F (xxxk, t)+ϕk)]dτ−

1

2
eTk−1ek−1.

(26)

令ξk
∆
= ξ(ψ,xxxk), Fk

∆
= F (xxxk, t),则

−eTk ξkθ6∥ek∥φ∥ξk∥ρ06(
n∑

j=1

|ek,j|)φ∥ξk∥ρ0=

−(
n∑

j=1

|ek,j|)(φ̃k − φ̂k)∥ξk∥ρ0,
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eTk (Fk + ϕk) 6 (
n∑

j=1

|ek,j|)(d̃+ d̂)ρ0.

因此,式(26)可以写为

∆W2,k(t)6
w T

0
((

n∑
j=1

|ek,j|)ϕ̂∥ξk∥ρ0)dτ +
w T

0
(

n∑
j=1

(ek,jρk,jvk,j))dτ −
w T

0
(ϕ̃∥ξk∥ρ0

n∑
j=1

|ek,j|)dτ −
w T

0
((

n∑
j=1

|ek,j|)(d̃+ d̂)ρ0)dτ −

1

2
eTk−1ek−1. (27)

将控制律(17)代入式(27):

∆W2,k(t)6
w t

0
(−

5∑
j=1

ρ0K1ė
2
k,j)dτ −

w t

0
((

5∑
j=1

|ek,j|)ϕ̃∥ξk∥ρ0)dτ −

ρ0
w t

0
(K2∥ek∥f2(

∥ek∥ėk,j
λk

))dτ −

ρ0
w t

0
(|ek,j|d̃k)dτ −

1

2
eTk−1ek−1 +

2ωTβλkρ0. (28)

对于∆Wd,k(t)和∆Wφ,k(t),分析可得

∆Wd,k(t) =
ρ0
2pd

w T

0
(d̃2k − d̃2k−1)dτ 6

w T

0
ρ0(

n∑
j=1

|ėk,j |)d̃kdτ, (29)

∆Wϕ,k(t) =
ρ0
2pϕ

w T

0
(ϕ̃2

k − ϕ̃2
k−1)dτ 6

w T

0
ρ0(

n∑
j=1

|ėk,j |)ϕ̃k∥ξk∥dτ. (30)

结合式(24)(28)–(30),可以得到

∆Ek 6 2
w T

0

Λb,kΛ̇b,k

κ
F (

eTk ek
2Λ2

b,k(t)
)dτ −

ρ0
w T

0
(K2ėk,j∥ek∥f2(

∥ek∥ėk,j
λk

))dτ −

Λ2
b,k−1(t)f

2(
eTk−1ek−1

2Λ2
b,k−1(t)

)−
w T

0
(

n∑
j=1

ρ0K1ė
2
k,j)dτ +

2
w T

0
Λ2

b,k(t)β
αdτ −

1

2
eTk−1ek−1 + 2ωTβλkρ0. (31)

至此可得Ek满足以下不等式:

Ek(t)6E1(t) + 2
k∑

h=2

w T

0
[Λ2

b,h(t)β
α]dτ +

2
k∑

h=2

w T

0
[
Λb,hΛ̇b,h

κ
F (

eTh eh
2Λ2

b,h(t)
)]dτ −

k∑
h=2

Λ2
b,h−1(t)f

2(
eTh−1eh−1

2Λ2
b,h−1(t)

)−

k∑
h=2

w T

0
(

n∑
j=1

ρ0K1ė
2
h,j)dτ −

ρ0
k∑

h=2

w T

0
(K2∥eh∥f2(

∥eh∥ėh,j
λh

))dτ −

k∑
h=2

1

2
eTh−1eh−1 +

k∑
h=2

2ωTβλhρ0. (32)

由引理3,可知
k∑

h=2

2ωTβλkρ0有界,所以只要证明

E1(t)的有界性,就可以证明Ek(t)的有界性. 下面将
对Ė1(t)进行分析:

Ė1(t) =
2∑

i=1

Ẇi,k(t) + Ẇd,k(t) + Ẇφ,k(t). (33)

与式(24)(28)–(30)类似,可知

Ė1(t) 6 2ωβλ1 +
d2ρ0
2pd

+
φ2ρ0
2pφ

<∞. (34)

所以, E1(t)=E1(0)+
w t

0
Ė1dτ在时间间隔[0, T ]

内是有界的,进而可证明Ek(t)在时间间隔[0, T ]内也

是有界的.

2) 跟踪误差收敛性分析.

当k → ∞时,对式(32)求极限:

lim
k→∞

Ek(t) 6

E1(t)2 lim
k→∞

k∑
h=2

w T

0
[Λ2

b,h(t)β
α]dτ −

2 lim
k→∞

k∑
h=2

w T

0
[
Λb,hΛ̇b,h

κ
F (

eTh eh
2Λ2

b,h(t)
)]dτ −

lim
k→∞

k∑
h=2

Λ2
b,h−1(t)f

2(
eTh−1eh−1

2Λ2
b,h−1(t)

)−

lim
k→∞

k∑
h=2

w T

0
(

5∑
j=1

ρ0K1ė
2
h,j)dτ −

ρ0 lim
k→∞

k∑
h=2

w T

0
(K2∥eh∥f2(

∥eh∥ėh,j
λh

))dτ −

lim
k→∞

k∑
h=2

1

2
eTh−1eh−1 + lim

k→∞

k∑
h=2

2ωTβλkρ0.

因为Ek(t)大于 0, E1(t)和 lim
k→∞

k∑
h=2

2ωTβλkρ0有界.

所以可得到

lim
k→∞

k∑
h=2

Λ2
b,h−1(t)f

2(
eTh−1eh−1

2Λ2
b,h−1(t)

) +

lim
k→∞

k∑
h=2

1

2
eTh−1eh−1 → 0. (35)
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因此可推导出在[0, T ]上, lim
k→∞

ek→0,因为ek =

xk − x̂d,k,且在时间间隔[T1, T ]上, x̂d,k = xd,k,所以
在时间间隔[T1, T ]上, lim

k→∞
(xk − xd,k) → 0,跟踪误

差的收敛性证明结束.

下面探讨第2层迭代控制律uk的一致收敛性. 一
方面,由于第1层迭代控制律的收敛条件较弱,因此要
求第2层迭代控制律具有较强的收敛性. 另一方面,一
旦两层迭代控制律都收敛,就可以确保整个系统的一
致收敛性.

定定定理理理 2 对于式(16)–(17)所控制的重复运动系
统(1),应用迭代学习律(18)–(20),在假设4的条件下,
可以保证跟踪误差半全局收敛. 即|ek(t)| 6 υ,

|Φ0(t)| = |r0(t)− hv0(t)| 6 Φ, t ∈ [0, T ]. (36)

证证证 首先定义一个时间加权复合能量函数如下:

Ek(t)=
1

2
e−ate2k(t) +

1

2q

w t

0
e−aτ (ud − uk)

2
dτ,

其中a > 2Lη + 2q为一个有界大于零的常数, ud为期

望控制量, Lη为Lipschitz常数.

∆Ek(t) =
1

2
e−ate2k(t)−

1

2
e−ate2k−1(t) +

1

2q

w t

0
e−aτ (ud − uk)

2dτ −

1

2q

w t

0
e−aτ (ud − uk−1)

2dτ 6

−a− 2Lη − 2q

2

w t

0
e−aτe2k(τ)dτ −

1

2
e−ate2k−1(t) 6

−1

2
e−ate2k−1(t). (37)

根据假设 4可知rk(t)有界,应用Barbalat引理[33],
可以得出当k → ∞时,误差一致收敛于0. 这表明当
k → ∞时,序列{δk := ud − rk}k∈N一致收敛于0.

利用文献 [34]的定理1,存在光滑Lyapunov函数
V (·),使得下面条件成立:

α1(|δk|) 6 V (δk) 6 α2(|δk|), (38)

V (δk+1)− V (δk) := V (δk − qek+1)− V (δk) 6
−α3(|δk|), (39)

|V (δ1)− V (δ2)| 6 Lv|δ1 − δ2|, ∀δ1, δ2 ∈ R, (40)

其中: α1, α2, α3为连续函数, Lv是一个大于零的常

数. 因为序列 {δk := ud − rk}k∈N在[0, T ]内一致收

敛于0,所以Lyapunov函数V (·)与时间t无关.遵循文
献[34]中引理3.5,存在β ∈ R使得|δk| 6 β|δ0|,应用
Gronwall-Bellman不等式,可得近似误差e′k满足|e′k|

6 l|δk| 6 lβ|δ0|,其中l =
eTLη − 1

Lη

.

根据假设4,对于任意的正数对(Φ1, υ1),存在正整
数N2 = N2(Φ1, υ1),满足如下不等式: |uk−1 − rk−1|
6 Φ1和|uk − rk−1| 6 υ1.

进而可得|ek − e′k| 6 lυ1,由式(18)可得

|ek| 6 lυ1 + l[β(∥ud − r0∥+ q∥e0∥)]. (41)

对于任意的正数对(Φ, υ),必然存在另一个正数
υ1满足

lυ1 <
υ

2
, β(∥ud−r0∥+ q∥e0∥) 6

υ

2l
, ∀k > N1,

所以,由式(41)可知当迭代次数k多于N1N2时,有|ek|
6 υ,至此定理2得证. 证毕.

注注注 6 以上结果表明,在双迭代学习控制中,在有限迭

代N1N2内,系统输出xk可以收敛于期望轨迹xd,k的υ领域

内.由于N1和N2的选择不依赖于时间t,所以整个系统的收

敛性是一致的.

定理2虽然提供了双迭代控制器的一致收敛条件,
但由于第1层迭代控制器必须等到第2层迭代控制律
收敛于期望轨迹xd,k的υ领域内,才能进行下一次迭
代.为了得到更快的收敛速度,即同时更新两层迭代
控制律,提出下面的假设条件.

假假假设设设 5 对于迭代控制律(16),令Φk(t) = rk(t)

− huk(t),算子h未知,存在另一个Φ̃i(t)使得下列不

等式成立|Φk(t)| 6 |Φ̃k(t)|,

|Φk(t)| 6 ε|Φ̃k−1(t)|, ∀t ∈ [0, T ], k ∈ N, (42)

其中: ε ∈ (0, 1), k为迭代次数.

注注注 7 虽然假设5的条件非常严格,但可以使整个系统

有更好的性能,即两个迭代循环可以同时更新. 还可以提高

收敛速度,进而简化收敛性分析.

定定定理理理 3 对于式(16)–(17)所控制的重复运动系
统(1),应用迭代学习律(18)–(20),在假设4的条件下,
轨迹跟踪误差在时间间隔[T1, T ]上是收敛的,即

lim
k→∞

(xk − xd,k) = 0.

证证证 首先构造能量函数如下:

Ek(t) =
1

2
e−ate2k(t)+

1

2q

w t

0
e−aτ (ud − uk)

2
dτ +

1

2q

w t

0
e−aτ (Φ̃k)

2
dτ. (43)

令

V1,k(t) =
1

2
e−ate2k(t),

V2,k(t) =
1

2q

w t

0
e−aτ (ud − uk)

2
dτ,

V3,k(t) =
1

2q

w t

0
e−aτ (Φ̃k)

2
dτ,

其中: a > 2Lη + 2q +
4qε2

1− ε2
为一个有界大于零的
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常数, ud为期望控制量, Lη为Lipschitz常数.

首先探讨Ek(t)的单调性,由式(43)可以得到

∆Ek(t) =Ek(t)− Ek−1(t) =

∆V1,k(t) + ∆V2,k(t) + ∆V3,k(t). (44)

下面分别讨论式(44)中的各项:

∆V1,k(t) =
1

2
e−ate2k(t)−

1

2
e−ate2k−1(t) 6

−a− 2Lη − 2q

2

w t

0
e−aτe2k(τ)dτ +w t

0
e−aτ (ud − uk)dτ −

1

2
e−ate2k−1(t) +w t

0
e−aτ |ek(τ)| · |Φ̃k|dτ, (45)

∆V2,k(t) =
1

2q

w t

0
e−aτ (ud − uk)

2dτ −

1

2q

w t

0
e−aτ (ud − uk−1)

2dτ =

w t

0
e−aτek(τ)(ud − uk)dτ −

q

2

w t

0
e−aτe2k(τ)dτ. (46)

由假设5,可得(Φ̃
rk−1

k−1 )
2 > 1

ε2
(Φ̃

rk−1

k )2,其中

Φ̃
rk−1

k−1 = rk−1 − huk−1, Φ̃
rk−1

k = rk−1 − huk,

因此,

(Φ̃rk
k )2 − (Φ̃

rk−1

k−1 )
2 =

(rk − rk−1 + Φ̃
rk−1

k )2 − (Φ̃
rk−1

k−1 )
2 6

q2e2k + 2q|ek| · |Φ̃rk−1

k | − 1− ε2

ε2
(Φ̃

rk−1

k )2, (47)

进而,

∆V3,k(t) =
1

2q

w t

0
e−aτ [(Φ̃rk

k )2 − (Φ̃
rk−1

k−1 )
2]dτ 6

w t

0
e−aτ |ek(τ)| · |Φ̃rk−1

k |dτ +
q

2

w t

0
e−aτe2k(τ)dτ −

1

2q

w t

0
e−aτ 1− ε2

ε2
(Φ̃

rk−1

k )2dτ. (48)

将式(45)–(46)和式(48)代入式(44)可得

∆Ek(t)6−a− 2Lη − 2q

2

w t

0
e−aτe2k(τ)dτ −

1

2q

w t

0
e−aτ 1− ε2

ε2
(Φ̃

rk−1

k )2dτ −

1

2
e−aτe2k−1(t) +

2
w t

0
e−aτ |ek(τ)| · |Φ̃rk−1

k |dτ. (49)

因为

2|ek(τ)| · |Φ̃vk−1

k | =

2

√
2q√

1− ε2

ε2

|ek(τ)|

√
1− ε2

ε2

√
1

2q
|Φ̃rk−1

k | 6

2qε2

1− ε2
e2k(τ) +

1− ε2

ε2
1

2q
(Φ̃

rk−1

k )2, (50)

所以可得到

∆Ek(t)6−(
a− 2Lη − 2q

2
− 2qε2

1− ε2
)×

w t

0
e−aτe2k(τ)dτ −

1

2
e−aτe2k−1(t). (51)

因为a > 2Lη + 2q +
4qε2

1− ε2
,所以

∆Ek(t) 6 −
w t

0
e−aτe2k(τ)dτ −

1

2
e−aτe2k−1(t) 6 0.

这说明了Ek(t)为随时间变化的非增函数. 应用
Barbalat引理,由式(51)可以推导出

Ek(t)6E1(t)−
k−1∑
j=0

1

2
e−ate2k(t), (52)

其中Ek(t)大于零,已知Ek(t)有界,所以可以得到当
k → ∞时, ek(t) → 0,即 lim

i→∞
ek(t) = 0. 证毕.

4 仿仿仿真真真验验验证证证

以二自由度机械臂为例,来验证本文所设计的双
迭代优化控制器在实际系统应用中的有效性. 已知二
自由度机械臂一般动力学模型可描述为如下形式:

M(qk)q̈k+C(qk, q̇k)q̇k+G(qk)+F (qk, q̇k, t)=Uk,

(53)

其中: k = 1, 2, · · ·为迭代次数, qk, q̇k, q̈k ∈ Rn为关

节的位置、速度和加速度, t ∈ [0, T ], T > 0为迭代周

期, M(qk) ∈Rn×n为对称正定惯性矩阵, C(qk, q̇k)∈
Rn×n为哥氏力和离心力矩阵, G(qk) ∈ Rn为重力矩

阵, F (qk, q̇k, t) ∈ Rn为不确定干扰和未建模动态, Uk

∈ Rn为包含执行器故障的控制输入. 定义xk,1 = qk,
xk,2 = q̇k,则式(53)可用如下状态空间方程来表示:

ẋk,2 =M−1[Uk−C(xk,1, xk,2)xk,1−
G(xk,1)− F (xk,1, xk,1, t)],

ẋk,1 = xk,2.

(54)

系统参数选取如下:

M = [mij]2×2,

m11=m1l
2
c1 +m2(l

2
1 + l2c2 + 2l1lc2 cos q2),

m12=m21=m2(l
2
c2 + 2l1lc2 cos q2),

m22=m2l
2
c2, C=[cij]2×2, c11=−m2l1lc2q̇2 sin q2,

c21=−m2l1lc2q̇1 sin q2,

c12=−m2l1lc2(q̇1 + q̇2) sin q2,

c22=0, G=[G1 G2]
T,
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G1=(m1lc1 +m2l1)g cos q1+m2lc2g cos(q1+q2),

G2=m2lc2g cos(q1 + q2).

干扰项F为幅值为1的随机信号.机器人质量为m1 =

m2 = 1,机械臂长度为l1 = l2 = 0.5,连杆重心距离
为lc1 = lc2 = 0.25, g = 9.8.

设定目标轨迹为sin(2πt)和cos(2πt),为了保证被
控系统初始值与给定初值一致,取被控系统的初始状
态为x0 = [0 2π 1 0]T. 设非线性饱和函数(7)中的参
数分别为α = 0.7, β = 2.0, δ = 0.01. 执行器乘性故
障ρk = 0.8 + 0.2e−1.5t,执行器加性故障ϕk = 0.1(1

− e−1.5t). 回归矩阵范数∥ξk∥ = 1. 控制器增益设计
为K1= 10, K2 =6, K = 0.9. 迭代更新参数为q =1,
pφ = 0.3, pd = 0.7. 迭代次数为20,每次迭代周期为
1 s. 参考轨迹调整时间域为[0, 0.2].

图1–4分别显示了第1次迭代和20次迭代后的实际
输出和期望参考轨迹,实线为参考轨迹,虚线为实际
输出曲线.可以明显看出,经过20次迭代后,系统输出
轨迹可以很好的跟踪期望参考轨迹. 值得注意的是,
第1次迭代和第20次迭代的参考轨迹是不同的,这是
因为0 s∼0.2 s为系统参考轨迹修正阶段,此时在给定
参考轨迹基础上,根据系统的状态进行变参考的修正,
在0.2 s之后,系统逐渐进入稳定跟踪状态. 由此可见,
本文所设计的控制策略可以较好的处理迭代初始误

差不确定问题.

图 1 关节1的第1次迭代轨迹跟踪曲线

Fig. 1 Trajectory tracking curve of Joint 1 at first iteration

图 2 关节2的第1次迭代轨迹跟踪曲线

Fig. 2 Trajectory tracking curve of Joint 2 at first iteration

为了更清晰的展示参考轨迹修正过程,图5–7为放
大后的首次迭代、二次迭代和20次迭代后的参考轨
迹. 由此可见,前两次的参考轨迹修正效果更为明显,
系统的误差也较大,但是经过20次迭代后的参考轨迹

逐渐拟合于初始给定轨迹,证明了本文所设计的参考
轨迹自修正策略的有效性.

图 3 关节1的第20次迭代轨迹跟踪曲线

Fig. 3 Trajectory tracking curve of Joint 1 at 20 iteration

图 4 关节2的第20次迭代轨迹跟踪曲线

Fig. 4 Trajectory tracking curve of Joint 2 at 20 iteration

图 5 首次迭代后的参考轨迹

Fig. 5 Reference trajectory after the first iteration

图 6 第2次迭代后的参考轨迹

Fig. 6 Reference trajectory after two iterations

图 7 20次迭代后的参考轨迹

Fig. 7 Reference trajectory after 20 iterations
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图8显示了20次迭代的平均跟踪误差对比,随着迭
代次数的增加,跟踪误差有下降的趋势,即下一个迭
代周期相比于前一个迭代周期具有更好的跟踪性能,
且可以迅速收敛于0,这体现了双迭代学习控制的优
越性. 以上结果证明了本文所提出的双迭代优化控制
策略可以保证在迭代初值不确定的情况下,非线性重
复运动系统仍然能够稳定跟踪期望轨迹,并且随着迭
代次数的增加,跟踪性能逐渐提高.

图 8 20次迭代跟踪误差对比

Fig. 8 Comparison of 20 iterations tracking error

5 结结结论论论

本文针对非线性重复运动系统的非参数不确定问

题,设计了一类双迭代优化学习控制策略.该控制策
略将复杂的迭代学习过程分解为两个相对简单的迭

代学习控制器. 并设计了参考轨迹自修正策略,保证
了在参考轨迹不确定的情况下重复运动系统的稳定

运行. 另外,本文引入一种饱和非线性函数来处理系
统误差,使重复运动系统的轨迹满足约束条件.应用
Barrier复合能量函数证明了该控制策略可以在有限时
间间隔内一致收敛. 最后,通过仿真实验证明了所提
出的非参数不确定迭代优化学习控制方法的有效性

和实用性.
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