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摘要:针对连续弱测量中存在高斯噪声的情况,提出一种带有自适应学习速率的矩阵指数梯度在线量子态估计
算法. 将量子态估计问题转化为含量子约束的凸优化问题,通过引入Von Neumann散度(量子相对熵),在一阶最优条
件下,推导出指数型的量子态迭代公式,保证量子态密度矩阵的半正定性. 再通过对迭代结果进行迹为1的投影,得
到最终的量子态估计值.同时在迭代公式中设计自适应的学习速率,进一步加快算法的收敛速度.将所提出的算法
分别在1, 2, 3和4个量子位系统上,进行了在线量子态估计的数值仿真实验,并与现有的在线量子态估计算法进行了
性能对比. 实验结果表明,所提出的算法具有更好的快速收敛性,以及更高的状态估计精度.
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Abstract: For the presence of Gaussian noise in the continuous weak measurement process, an online quantum state
estimation optimization algorithm with adaptive learning rate matrix exponentiated gradient (ALR–MEG) is proposed. The
quantum state online estimation problem is transformed into convex optimization problem with quantum state constraints,
and Von Neumann divergence (quantum relative entropy) is introduced into the problem. Under the first-order optimal
condition, an exponential quantum state iteration formula is derived, which ensures the positive semi-definite of the quantum
state density matrix, and then by projecting the iteration result with one trace, the final quantum state estimate is obtained.
At the same time, the adaptive learning rate is designed in the iterative formula to accelerate the convergence speed of the
algorithm. The proposed algorithm is applied on the 1, 2, 3 and 4 qubit systems, and numerical simulation experiments
of online quantum state estimation are carried out. The performance is compared with the existing online quantum state
estimation algorithm. The results show that the proposed algorithm has better rapid convergence, higher state estimation
accuracy.
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1 引引引言言言

量子状态的估计(quantum state estimation, QSE)
是实现高精度量子系统状态反馈控制的重要前提[1],
也是量子通信和量子计算的基础. 量子状态可以用一
个密度矩阵表示. 一个n比特量子系统中的状态可以

采用希尔伯特空间中的一个密度矩阵ρ ∈ Cd×d来描

述,其中, d = 2n[2],同时满足半正定,单位迹的厄米
矩阵约束要求. 量子层析术(quantum state tomograp-
hy, QST)[3]是人们最早用来进行量子状态估计的技术,
此技术通过测量未知量子态的大量全同副本的输出

值,计算出测量的平均值,再重构出量子状态. 自2006

年压缩感知理论[4]的提出,使得人们可以通过较少的
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测量次数,高精度地重构出量子状态密度矩阵. Hein-
osaari等人基于压缩感知的量子层析技术,研究了先
验条件对于重构所需最少测量值的影响[5]. Zhang等
人基于压缩感知与交替方向乘子法(alternating dire-
ction multiplier method, ADMM),解决了含有稀疏干
扰与高斯噪声的量子态估计问题[6–7]. 不过,他们都是
采用离线的数据处理,对一个固定的量子态进行估计.
在实际应用中,尤其是量子系统的状态反馈控制中,
需人们实时在线地对动态变化的量子状态进行估计.

Silberfarb提出的连续弱测量 (continuous weak
measurement, CWM)[8],可以在对量子系统影响较小
的情况下,通过计算系综均值来重构出量子状态[9],
为在线量子态估计提供了理论基础. Silberfarb等人首
先采用极大似然法(maximum likelihood method, ML)
开发出在线ML估计器[8–9]. Ralph等人推导出完整的
贝叶斯估计算法,用于单量子位系统的频率跟踪和参
数估计[10]. 他们是在海森堡绘景中,先估计出初始量
子态,然后通过系统模型的演化,获得动态密度矩阵.
Yang等人提出一种在薛定谔绘景下直接估计当前时
刻量子态的方法: 将每个时刻的状态估计问题转换为
一个含有约束最小二乘问题,并采用MATLAB–CVX
凸优化工具箱对其进行求解[11]. 不过,他们所采用的
方法实际上是将离线算法应用到在线求解过程中,在
每一次在线估计过程中,进行一个双循环:在外部循
环中在线估计量子状态,而在内部循环的每一次状态
估计中,执行多次迭代,计算量非常大. Zhang等人提
出一种基于在线邻近梯度下降交替方向乘子法(proxi-
mal gradient descent for online alternating direction
multiplier method, OPG–ADMM)[12]的量子态在线估

计算法[13]. 这种方法利用一阶随机梯度信息对量子态
估计值进行更新,实现了量子态的在线估计.该算法
对输出结果进行半定规划(semi-definite programming,
SDP)以保证量子态估计值满足半正定性与迹为1.

本文基于矩阵指数梯度的在线学习算法(matrix
exponentiated gradient algorithm, MEG),设计自适应
的学习速率,提出一种带有自适应学习速率的矩阵指
数梯度(adaptive learning rate matrix exponentiated gr-
adient, ALR–MEG)在线量子态估计算法. 通过建立
n比特开放量子系统的离散演化模型,构造连续弱测
量下的输出值序列. 将量子态估计问题转化为含量子
状态约束的凸优化问题,并引入表示真实状态与估计
状态距离的、对数型Von Neumann散度(量子相对熵),
保证了量子态密度矩阵的半正定性,再通过对迭代结
果进行迹为1投影,得到最终的量子态估计值.由于所
提算法对对数形式的性能指标进行求导,得到指数型
迭代公式,指数与对数运算的对称性保证了输出结果
的厄米特性. 因此避免了现有的在线量子态估计算法
在每次估计中都中需要求解一个SDP问题,减少了计

算量. 另外,在迭代公式中采用自适应学习速率,提高
了收敛速度.将所提算法应用于1, 2, 3和4个量子位状
态的估计,并与现有的在线量子态估计算法OPG–A-
DMM进行性能对比.

本文安排如下: 第2节为连续弱测量下的开放量子
系统演化模型与测量序列构造,第3节提出在线量子
态矩阵指数梯度算法,第4节为仿真性能对比实验,
第5节为全文总结.

2 连连连续续续弱弱弱测测测量量量下下下的的的开开开放放放量量量子子子系系系统统统

一个n比特量子系统可以由薛定谔绘景下的连续

随机开放量子系统主方程描述:

ρ(t+∆t)− ρ(t) =∑
[Lρ(t)LH − 1

2
(LHLρ(t) + ρ(t)LHL)]∆t−

i

~
[H, ρ(t)]∆t+

√
η
∑

[Lρ(t) + ρ(t)LH]dW, (1)

其中: ρ(t) ∈ Cd×d为量子状态密度矩阵; H ∈ Cd×d

为系统总哈密顿量; L为Lindlabd算符; LH表示L的共

轭转置; ∆t为相互作用时间; ~通常设置为1; η为测量
效率; dW是零差测量时产生的随机噪声,可满足
E(dW ) = 0的Wiener过程.

量子状态在线估计过程如图1所示,它是由连续弱
测量过程和量子状态在线估计器两部分组成. 在单量
子位系统的弱测量过程中,通过引入一个二能级探测
系统P ,并将其与被测系统S组成联合系统,联合系统
状态演化方程为

|Ψ(∆t)⟩ = U(∆t)(|ϕ⟩ ⊗ |φ⟩),

其中: |ϕ⟩和|φ⟩分别为系统P和S的初始状态, ⊗表示

Kronecker积, U(∆t) := exp(
−iξH∆t

~
)为联合演化

算符, ξ > 0为系统相互作用强度. |O⟩表示投影测量
后,探测系统P的本征态. 联立联合演化算符U(∆t)

以及弱测量前后联合系统状态|Ψ(∆t)⟩变化关系式,
推导出通过对一个二能级探测系统P的直接投影测

量,间接作用在被测系统S上的弱测量算符: m0(∆t)

和m1(∆t)[11]. 基于二能级量子系统的弱测量算符,可
以利用张量积计算多能级量子系统的弱测量算符

M [14].

图 1 基于连续弱测量的量子状态在线估计过程

Fig. 1 Online quantum state estimation process based on con-
tinuous weak measurement
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由连续弱测量过程可知,在每个采样时刻,可以获
得一个含有测量噪声的测量值.在线估计器期望能够
即时精确重构当前采样时刻的量子状态密度矩阵ρ̂,
以达到高效的在线估计随时间变化的量子系统的状

态.

2.1 n-比比比特特特开开开放放放量量量子子子系系系统统统离离离散散散演演演化化化模模模型型型
二能级量子系统的弱测量算符为

m0(∆t) := I − (
LHL

2
+ iH)∆t,

m1(∆t) := L
√
∆t[6],

其中: H = H0 + uxHx(H0为系统自由哈密顿量, Hx

为外加控制量强度, ux为外加控制哈密顿量); L=ξσ,
其中σ为Pauli算符:

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i

i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
,

I2×2为单位矩阵. n-比特量子系统的弱测量算符可以
通过m0(∆t)和m1(∆t)的张量积计算获得

M1(∆t)=m0(∆t)⊗ · · · ⊗m0(∆t)⊗m0(∆t)︸ ︷︷ ︸
n

,

M2(∆t)=m0(∆t)⊗ · · · ⊗m0(∆t)⊗m1(∆t)︸ ︷︷ ︸
n

,

...
M2n(∆t)=m1(∆t)⊗ · · · ⊗m1(∆t)⊗m1(∆t)︸ ︷︷ ︸

n

.

(2)

考虑随机开放量子系统(1)中的随机噪声和弱测量
效率,二能级量子系统的演化算符可以定义为

a0(∆t) = m0(∆t) +
√
ηL · dW,

a1(∆t) = m1(∆t) +
√
ηL · dW [6].

n-比特量子系统的演化算符可以通过a0(∆t)和a1(∆t)

的张量积计算为

A1(∆t) = a0(∆t)⊗ · · · ⊗ a0(∆t)⊗ a0(∆t)︸ ︷︷ ︸
n

,

A2(∆t) = a0(∆t)⊗ · · · ⊗ a0(∆t)⊗ a1(∆t)︸ ︷︷ ︸
n

,

...
A2n(∆t) = a1(∆t)⊗ · · · ⊗ a1(∆t)⊗ a1(∆t)︸ ︷︷ ︸

n

.

(3)

根据式(1)的随机开放量子系统主方程以及式(3)
的演化算符,通过令t = ∆t · k,被测量子系统S的动

态离散演化模型为

ρk+1 =
2n∑
i=1

Ai(∆t)ρkAi(∆t)H, (4)

其中k = 1, 2, · · · , N表示采样时间.

式(4)可以通过线性化变换为

vec(ρk+1) = (
2n∑
i=1

Ai(∆t)⊗ (Ai(∆t)H)T) vec(ρk),

(5)
其中: vec(X)表示将矩阵X的所有列组合串联为一

个列向量, XT表示矩阵X的转置.

连续弱测量过程中作用在被测系统状态上的测量

算符的动态离散演化模型为

Mk+1 =
2n∑
i=1

Mi(∆t)HMkMi(∆t). (6)

2.2 连连连续续续弱弱弱测测测量量量输输输出出出序序序列列列的的的构构构造造造

在薛定谔绘景下,每一采样时刻人们在系统S输

出端获得的测量输出为yi. 设初始测量算符为M1,离
散化的量子系统状态为{ρi}ki=1,那么,每一采样时刻
测量输出的计算公式为

yi = tr(MH
1 ρi) = vec(M1)

H vec(ρi), (7)

其中tr(X)表示矩阵X的主对角线元素之和.

实现在线算法的思路是: 基于连续弱测量,在连续
不断的每一个时间序列里,获得一个测量值,通过利
用前面已经获得了的测量值,结合当前的获得的输出
值,构造出一组对当前时刻量子态估计的数据集和相
应的采样矩阵,然后再结合测量值与密度矩阵之间的
关系,重构出密度矩阵. 所以,通过在线测量实现对一
个量子态估计的关键,在于构造出合适的测量值数据
序列. 将测量值序列用bk表示,在每一个采样时刻获
取一个测量值,从第2个时刻起,所获得的测量值序列
由当前时刻获得的值与以前所有时刻获得测量值构

成,即k时刻的测量值序列bk = [y1 y2 · · · yk],其
中:

yi = tr(MH
k−i+1ρk) = vec(Mk−i+1)

H vec(ρk). (8)

根据式(8)测量数据序列的构造方法[15],测量值序
列的长度会随着采样次数ρk的增加而增大,不能一味
地增加测量值序列的长度,来增加计算机的运算负担.
基于压缩传感理论,在一定的测量次数下,就可以获
得较高的估计精度.考虑到估计精度以及在线处理的
计算代价,在量子态估计中,需要限制并且固定一个
测量值序列的长度,从第1次测量获取数据开始,直到
达到给定的测量长度之后,每一次新获得测量数据,
将更新替代掉已有数据序列中的一个数据,从而始终
保持估计数据序列限制在给定的长度里,本文称此为
滑动窗口. 由此可得实际量子态估计中所使用的、带
有滑动窗口的测量值序列为

bk =

{
(y1 · · · yk−1 yk)

T, k < l,

(yk−l+1 · · · yk−1 yk)
T, k > l,

(9)

其中l为测量值序列的滑动窗口长度.

此时, bk为一个具有长度l的动态滑动窗口的数据



第 8期 丛爽等: 带有自适应学习速率的矩阵指数梯度在线量子态估计算法 1191

集,滑动窗口的更新策略为先进先出.根据式(8),可以
构造与式(9)对应的采样矩阵为

Ak=

{
(vec(Mk) · · · vec(M2) vec(M1))

H, k<l,

(vec(Ml) · · · vec(M2) vec(M1))
H, k> l.

(10)

考虑到弱测量过程中不可避免的存在测量噪声,
并结合式(9)–(10),本文将测量值序列bk重写为

bk = Ak vec(ρk) + ek, (11)

其中ek ∈ Rk(l < k)或ek ∈ Rl(k > l)为测量噪声,并
被假设为均值为0的高斯噪声.

到此,本文完成对连续弱测量过程中的量子系统
离散状态演化模型式(5)的建立,以及测量值序列式
(11)的构造.

3 带带带有有有自自自适适适应应应学学学习习习速速速率率率的的的矩矩矩阵阵阵指指指数数数梯梯梯度度度在在在

线线线量量量子子子态态态估估估计计计算算算法法法

传统的矩阵指数梯度(MEG)学习算法,是应用于
对称正定矩阵的矩阵核学习算法. 它通过对数运算,
误差修正,再指数运算的方式输出结果,确保了计算
结果的正定性与自共轭性. 该运算过程与量子态密度
矩阵的的物理约束条件相吻合.在对量子态在线估计
中,需要同时考虑满足密度矩阵的物理约束条件,以
及对动态变化的量子密度矩阵估计的实时性,算法的
设计中需要考虑对计算状态空间距离的Bregman散度
表达式的选择,以及学习速率的设置.本节中,通过将
Bregman散度转换为Von Neumann散度,重新定义量
子态的测量更新中的损失函数,以及设计带有自适应
的学习速率,来推导出在线量子态密度估计中的
ALR–MEG算法.

3.1 Von Neumann散散散度度度
在量子态估计中,当F在定义域内是一个严格的

凸函数,且f(ρ) = ∇ρF (ρ),那么,关于量子密度矩阵
ρ与ρ̂的Bregman散度定义为

DB(ρ̂, ρ) = F (ρ̂)−F (ρ) + tr((ρ̂− ρ)f(ρ)T). (12)

当取F (ρ) = tr(ρ log ρ− ρ), Bregman散度成为
Von Neumann散度(量子相对熵):

DV(ρ̂, ρ) = tr(ρ̂ log ρ̂− ρ̂ log ρ− ρ̂+ ρ). (13)

在所研究问题中,量子密度矩阵必须满足条件为
tr(ρ̂) = tr(ρ) = 1. 将其代入式(13)中,可以得到简化
后的量子相对熵表达式为

DV(ρ̂, ρ) = tr(ρ̂ log ρ̂− ρ̂ log ρ). (14)

3.2 量量量子子子态态态估估估计计计值值值的的的迭迭迭代代代更更更新新新

根据测量值序列的表达式(11),定义k时刻测量过

程的损失函数为

Lk(ρ̂) := ∥Ak vec(ρ̂)− bk∥22, (15)

此时,可将量子态在线估计问题转化为一个包含Bre-
gman散度以及以损失函数为修正项,并同时满足量子
状态约束的优化问题[16]:

min
ρ̂k

DB(ρ̂k, ρ̂k−1) + ηkLk(ρ̂k),

s.t. ρ̂k ≽ 0, tr(ρ̂k) = 1, ρ̂Hk = ρ̂k,
(16)

其中: ρ̂k为待估计k时刻的密度矩阵; ρ̂k−1表示k − 1

时刻密度矩阵估计值; DB(ρ̂k, ρ̂k−1)表示Bregman散
度,其作用是保留历史估计值的影响; Lk(ρ̂k)表示k时

刻的损失函数,其作用是更新当前时刻的估计值,使
损失函数尽可能的小; ηk表示k时刻的学习速率,用于
平衡DB(ρ̂k, ρ̂k−1)与Lk(ρ̂k)的作用强度.

首先考虑优化问题(16)中无约束情况下的求解问
题,对于这样一个具有平方损失函数的优化问题,在
每一步迭代过程中,要解决的问题是

ρ̂k = argmin
ρ

DB(ρ, ρ̂k−1) + ηkLk(ρ). (17)

问题(17)是一个机器学习中经典的迭代问题,只
要保证该问题是一个凸优化问题,便能通过令其导函
数为零的方法直接求解. 损失函数(15)是一个凸二次
函数, Von Neumann散度是Bregman散度的一种特殊
形式,且是严格的凸函数[17]. 因而,将式(14)代入式
(17),可以得到

ρ̂k=argmin
ρ

tr(ρ log ρ−ρ log ρ̂k−1)+ηkLk(ρ). (18)

问题(18)为一个凸优化问题.对式(18)求导并令其
导函数为零,可以获得方程

ρ̂k = exp(log(ρ̂k−1)− ηk∇Lk(ρ̂k)). (19)

方程(19)是一个指数型函数,为非线性的,且等式
两边均有待估计状态,无法直接得到ρ̂k的闭式解. 常
用的解决方法是将∇Lkρ̂k近似为∇Lkρ̂k−1

[18],从而
得到ρ̂k的解析解为

ρ̂k ≈ exp(log(ρ̂k−1)− ηk∇Lk(ρ̂k−1)), (20)

其中, log运算将对称的半正定矩阵映射到一个对称矩
阵,加上一个对称的误差梯度修正,通过exp运算,将
对称矩阵映射为一个对称的半正定矩阵,由此保证了
运算过程中,只要k−1时刻估计值ρ̂k−1是对称的半正

定阵,那么迭代产生的下一个k时刻的估计值ρ̂k一定

是对称的半正定阵. 通过选择Von Neumann散度,不
需要经过任何其他处理,便可通过式(20)获得估计值,
同时还满足问题(16)中的约束条件: ρ̂k ≽ 0, ρ̂Hk = ρ̂k.

对于式(20)中的学习速率,设计自适应学习速率:
根据误差的变化情况,自动的调整学习速率的大小,
来进一步加快算法的收敛速度.

ηk =


1.04ηk−1, SSEk < SSEk−1,

0.88ηk−1, SSEk > 1.055SSEk−1,

ηk−1, 其他,

(21)
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其中: ηk表示k时刻的学习速率, SSEk表示k时刻的平

方误差Lk(ρ̂k−1).

最后,考虑问题(16)中迹为1的约束,对式(20)的结
果进行投影.得到最终的估计状态的迭代式为

ρ̂k =
exp(log(ρ̂k−1)− ηk∇Lk(ρ̂k−1))

tr(exp(log(ρ̂k−1)− ηk∇Lk(ρ̂k−1)))
. (22)

式(22)就是本文推导出的带有自适应学习速率的
矩阵指数梯度(ALR–MEG)在线量子态估计算法.

在算法的实际实现过程中,为了减少迭代的计算
量,提高运行效率,对(20)式两边取对数,得到

log(ρ̂k) ≈ log(ρ̂k−1)− ηk∇Lk(ρ̂k−1).

此时,令Gk = log ρ̂k,可以得到

Gk = Gk−1 − ηk∇Lk(ρ̂k−1). (23)

将式(23)代入式(22),得到

ρ̂k =
expGk

tr(expGk)
. (24)

算法在迭代过程最后一步对Gk进行指数运算,并
进行迹为1的投影,得到k时刻密度矩阵的估计值.这
种方法,只需在第一次迭代时,对密度矩阵估计值计
算log ρ̂0,而后每次迭代,对Gk指数运算即可,使得迭
代的计算量大大降低.

本文所提的带有自适应学习速率矩阵指数梯度算

法(ALR–MEG)的在线量子态估计优化算法步骤总结
在算法1中.

算算算法法法 1 ALR–MEG.

Input: 初始化ρ̂0, G0 = log ρ̂0,步长η0;滑动窗口
长度l ∈ Z+.

for k = 1, 2, · · · , do

获取测量输出bk;

根据式(15)计算k时刻的误差Lk(ρ̂k−1);

根据式(21)计算更新k时刻的学习速率ηk;

根据式(23)计算Gk;

根据式(24)计算k时刻的估计值ρ̂k;

end

本文所提的ALR–MEG算法,从算法推导的过程
中就保证了输出结果的半正定性与自共轭性. 对比现
有OPG–ADMM算法,省去了对每次输出结果的半定
规划(SDP)处理. 在OPG–ADMM算法中,其学习速率
ηk计算公式为

[15]

ηk =
τ

αλmax + c
, (25)

其中: τ与c均为正常量, λmax为AH
kAk的最大特征值.

由式(25)可以看出, OPG–ADMM算法在更新学习
速率的过程中,需要获得AH

kAk的最大特征值λmax,

这需要对AH
kAk进行奇异值分解. 根据式(10)可知,测

量矩阵Ak的维度随窗口长度l的增加而增大,因而使

得OPG–ADMM算法在窗口长度较长的情况下,耗时
大大增加. 而本文所提的ALR–MEG算法中,主要的
复杂度体现在对于ρ̂k的对数运算与指数运算上, Ak

仅仅参与损失函数(15)中的乘法运算.且算法的学习
速率是根据实际情况自适应变化的,不受窗口长度l的

影响,因此在运行效率上优于OPG–ADMM算法.

4 量量量子子子态态态在在在线线线估估估计计计数数数值值值仿仿仿真真真实实实验验验及及及其其其结结结果果果

分分分析析析

本节将ALR–MEG算法与OPG–ADMM算法进行
性能对比的数值方真实验,比较不同参数在量子态在
线重构中对性能的影响.本文将进行3个实验: 1)滑动
窗口大小对性能影响的实验; 2)固定窗口长度下的性
能对比实验; 3)两种算法耗时性能对比实验.

实验中,量子系统的真实状态ρk由式(5)产生,测
量矩阵Ak和测量值序列bk分别由式(10)–(11)构造.对
于n-比特量子系统模型,密度矩阵的初始值设为

ρn1 = ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρ1︸ ︷︷ ︸
n

,

其中: ρ1 = [0.5,
1− i√

8
;
1 + i√

8
, 0.5];密度矩阵估计值

的初值根据ALR–MEG算法的初值要求设置为 ρ̂n1 =
Id
d

, d = 2n. 初始测量矩阵取值为

Mn
1 = σz ⊗ · · · ⊗ σz︸ ︷︷ ︸

n

;

实验中分别研究了1, 2, 3和4量子位下的算法性能,并
着重研究4量子位系统两种算法性能表现. 实验中设
置系统相互作用强度为ξ = 0.5;外加控制量强度为
ux = 2;系统测量效率为η = 0.5;随机噪声为dW的

幅值为0.01;高斯噪声的信噪比(signal-to-noise ratio,
SNR)为60 dB.对于估计值精度的衡量,本文采用采用
了两种评价标准.一是在纯态研究中常用的保真度
fidelity(ρ̂k, ρk),其定义为

fidelity(ρ̂k, ρk) = tr(

√√
ρ̂kρk

√
ρ̂k). (26)

另一种是误差归一化的距离D(ρ̂k, ρk),其定义为

D(ρ̂k, ρk) =
∥ρ̂k − ρk∥2F

∥ρk∥2F
, (27)

其中: ρ̂k表示k时刻密度矩阵的估计值, ρk表示k时刻

密度矩阵的真实值.保真度作为纯态研究中重要的精
度衡量指标,其主要反应了密度矩阵估计值与真实值
在对角线元素上的保真程度.保真度的值在(0, 1)之
间,越接近1,那么意味着两个状态间越相似. 误差的
归一化距离D(ρ̂k, ρk)体现了密度矩阵估计值与真实

值之间所有元素的保真程度.其值也在 (0, 1)之间,
D(ρ̂k, ρk)的值越接近于0,代表估计值与真实值之间
相似程度越高. 本文将采用两种精度标准,全面评价
算法的各项性能.如引言中所说,基于极大似然估计
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法(ML)和凸优化工具箱(CVX–LS)的量子态在线优化
算法,本质上是双重迭代的方式. 在每个状态下均需
多次迭代才能获得估计值.由于其运行效率较低,在
此不对其进行比较. 本文将重点比较ALR–MEG算法
与OPG–ADMM算法在各项性能上的优劣. 实验中
ALR–MEG算法与OPG–ADMM算法的参数均已调至
最优,运行环境为MATLAB 2016b, 2.20 GHz Inter
Core i7 8750H CPU, 16 GB内存.

4.1 滑滑滑动动动窗窗窗口口口的的的大大大小小小对对对于于于算算算法法法影影影响响响的的的实实实验验验

在本实验中,针对1, 2, 3和4量子位,验证不同长度
的滑动窗口对于算法的影响.实验中,系统的外加控
制量强度ux = 2,总采样次数设置为N = 500,滑动
窗口的长度取值l = 1, 2, · · · , 100,性能指标设置为
保真度fidelity(ρ̂k, ρk) > 0.90. 在每一种窗口长度下,
记录不同量子位,达到性能指标所需要的最小采样次
数kmin. 实验结果如图2所示.

图 2 滑动窗口大小对在线估计的影响

Fig. 2 Impact of the sliding window size on online estimation

从图2可以看到,随着滑动窗口尺寸的不断增加,
对于不同的量子位,最小采样次数kmin均有不断减小

并趋于平缓的过程. 这意味着, ALR–MEG算法对于
不同的量子位有各自不同的最佳窗口长度.在1, 2, 3,
4量子位下的最佳窗口长度分别为11, 13, 16和80,对
应达到性能指标的最小采样次数分别为11, 20, 23
和101.

为了更好的体现两种算法对于密度矩阵全部元素

的估计效果,对4量子位的状态估计进行了进一步研
究,采用误差归一化距离D(ρ̂k, ρk) 6 0.10的性能指

标,滑动窗口的长度取值l = 1, 2, · · · , 100,在每个窗
口长度下重复十次实验,记录每个窗口长度下达到性
能指标的最少采样次数kmin十组,并计算每个窗口长
度下最小采样次数kmin的标准差. 对比ALR–MEG与
OPG–ADMM算法达到性能指标的最小采样次数随窗
口长度的变化及标准差大小. 实验结果如图3所示.

图 3 可变窗口长度下算法性能对比

Fig. 3 Algorithm performance comparison under variable win-
dow length

从图3的实验结果中可以得到以下结论:

1) 4量子位下,随着窗口长度的增加,两种算法达
到性能指标所需的采样次数逐渐递减,并在窗口长度
达到一定值后趋于稳定. ALR–MEG和OPG–ADMM
算法最佳窗口长度分别为83和81,但是两种算法达到
稳定的采样次数分别为89和153. 这表明4量子位下,
ALR–MEG比OPG–ADMM有更快的收敛速率.

2) 对于每一个窗口长度,标准差表示随机噪声对
于算法稳定性的影响.从图3可以看出,对两种算法而
言,窗口长度的增加都有助于降低标准差,增强算法
的抗干扰能力. 当kmin稳定,即窗口长度在[80, 100]

时, ALR–MEG算法的标准差范围在[0.41, 8.80],标准
差的均值为5.07,而OPG–ADMM算法的标准差在
[5.82, 24.03]之间,标准差的均值为12.55. 这表明当
kmin趋于稳定时, ALR–MEG算法表现出比OPG–
ADMM更优异的抗干扰能力.

为了增强算法对噪声干扰的稳定性,选取略比最
佳窗口长度稍大一些的窗口进行接下来的实验. 下面
的所有实验中1, 2, 3和4量子位的窗口长度分别选取
13, 16, 16, 88.

4.2 固固固定定定窗窗窗口口口长长长度度度下下下的的的性性性能能能对对对比比比实实实验验验

本节中固定窗口长度,采用保真度fidelity(ρ̂k, ρk)

> 0.90,和归一化距离D(ρ̂k, ρk) 6 0.10,两种性能指
标.对比ALR–MEG算法和OPG–ADMM算法在不同
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量子位下达到目标精度所需的采样次数. 实验结果如
图4所示,横坐标为量子位数,纵坐标为达到性能指标
所花费的采样次数.

图 4 固定窗口长度的性能对比

Fig. 4 Online estimation performance of two algorithms under
fixed sliding window size

从图4的实验结果中可以得到如下结论:

1) 在最大采样次数N = 500内, ALR–MEG与
OPG–ADMM算法均能达到目标精度.且随着量子位
数的增加,达到目标精度所需的采样次数逐渐递增.
用保真度衡量两种算法的性能时,两种算法所表现的
性能差距不大.

2) 随着量子位数的增加,达到D(ρ̂k, ρk) 6 0.10

所需的采样次数不断增加. 两种算法在1, 2和3量子位
下的性能相差不大,但是在4量子位时, ALR–MEG算
法的采样次数小于OPG–ADMM算法.

针对4量子位两种算法的性能差异,进行了进一步

的实验. 固定相同的窗口长度为88,记录误差归一化
距离D(ρ̂k, ρk)随着采样次数的变化. 实验结果如图5
所示.

图 5 4量子位归一化距离随采样次数变化

Fig. 5 Normalized distance changes with the number of sample
for 4 qubit

从图 5的实验结果中可以看到,在 4量子位下,
ALR–MEG与OPG–ADMM算法达到目标精度所需采
样次数分别为106与166次,并且ALR–MEG比OPG–
ADMM算法早60次采样达到目标精度.在采样次数
k=100时, ALR–MEG与OPG–ADMM的归一化距离
分别为(100, 0.08814)和(100, 0.1665).

当k = 100时,真实的量子状态密度矩阵幅值为
|ρ100|,如图6(a)所示,采用ALR–MEG与OPG–ADMM
算法的估计出的状态密度矩阵幅值分别如图6(b)和
6(c)所示.

图 6 k = 100时真实以及估计状态的密度矩阵幅值

Fig. 6 When k = 100 the density matrix amplitude of the real state and the estimated state

对比图6(b)与6(c),可以发现, ALR–MEG算法在
k = 100时,不仅更好的反映了主对角线元素的特
征,而且对于非对角线元素,相比OPG–ADMM算法
也有更好的估计效果.这是由于ALR–MEGG算法
采用的是自适应的学习速率,其步长会根据误差
的变化而变化,以更快的达到收敛. 而OPG–ADMM

算法的学习速率是通过求测量矩阵的最大奇异值而

得,当测量矩阵选定时,其步长会按照固定的曲线
递减. 4量子位的状态估计中,两种算法的学习速率
随采样次数的变化曲线如图7所示.

从图7的实验结果中可以得到, ALR–MEG算法
的学习速率是一个先增加再递减的过程,而OPG–
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ADMM算法的学习速率是一个递减到定值的过程,
这与采样次数达到窗口长度后,每次采样所使用的
测量矩阵保持不变相对应.由于两种算法的梯度计
算方式不同,学习速率的绝对值大小并没有意义,
本文只需关注学习速率的变化趋势即可.在线估计
问题中,本文将k − 1时刻产生的估计值,当作k时刻

的真实值并计算误差来得到k时刻的估计值.但是
由于演化造成的误差并不时一个单纯的递减过程,
这使得OPG–ADMM算法的学习速率选择存在一定
不足,也让ALR–MEG算法表现出更好的跟踪效果.

图 7 两种算法的学习速率随采样次数的变化

Fig. 7 Learning rate of the two algorithms varies with the num-
ber of samples

4.3 两两两种种种算算算法法法耗耗耗时时时性性性能能能对对对比比比实实实验验验

本节中,对两种算法的计算时间进行了性能对
比实验,实验结果如图8所示. 其中,图8(a)为量子位
数分别在在1, 2, 3和4下,固定窗口长度分别为13,
16, 16, 88时,达到窗口长度后每估计一次所花费的
计算时间;图8(b)为4量子位下,采样500次,且在不
同窗口长度下所花费的计算时间.

1) 从图8(a)中可以看出: OPG–ADMM算法在1,
2, 3量子位时,所花费的计算时间比ALR–MEG算法
少,但4量子位时, OPG–ADMM算法所需时间明显
增加,并且超过ALR–MEG算法的用时.

(a) 不同量子位下估计一次的计算时间

(b) 4量子位下计算时间随窗口长度变化

图 8 两种算法的计算时间对比

Fig. 8 Comparison of the calculation time of two algorithms

2) 从图 8(b)中可以看出:在 4量子位下, ALR–
MEG算法估计所花费的计算时间并不随窗口长度
的变化而发生太大变化,而OPG–ADMM算法的计
算时间随着窗口长度的增加而增加,该算法学习速
率的计算需要对AH

k Ak进行奇异值分解以求得其最

大特征值λmax,随着估计量子态位数的增加,窗口
长度也增加,使得奇异值分解计算量也随之增加.
这使得OPG–ADMM算法的耗时也不断增加,如图
8(b)中实线所示,而ALR–MEG算法在更高维的量
子态在线估计上,因其估计计算时间不随窗口长度
的增加而增长,如图8(b)中虚线所示,而表现出更好
的性能.

5 结结结论论论

对于连续弱测量下的动态量子系统状态估计问

题,本文提出了一种带有自适应学习速率的矩阵指
数梯度量子态在线估计算法ALR–MEG.所提算法
通过使用量子相对熵作为Bregaman散度参与迭代,
省去了对输出结果的半定规划处理. 设计自适应学
习速率加快算法的收敛速度,并设置输出序列的滑
动窗口进一步提高了估计效率.数值实验表明,所提
方法在高量子位下,能以更少的采样次数与耗时达
到高精度的量子态在线估计,显示出ALR–MEG算
法在高量子位状态估计问题中的优越性.
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