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摘要:针对一类含有状态约束和任意初态的严格反馈非线性系统,本文提出了基于二次分式型障碍李雅普诺夫
函数的误差跟踪学习控制算法.二次分式型障碍李雅普诺夫函数保证了系统跟踪误差在迭代过程中限制于预设的
界内,进而保持状态在约束区间内.引入一级数收敛序列用于处理扰动对系统跟踪性能的影响.构造期望误差轨迹
解决了系统的初值问题.经迭代学习后,所设计的学习控制器能够实现系统输出在预指定作业区间上精确跟踪参考
信号.最后的仿真结果验证了所提控制算法的有效性.
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Abstract: For a class of strict-feedback nonlinear systems in the presence of state constraints and arbitrary initial state,
an error-tracking iterative learning control strategy based on quadratic-fraction barrier Lyapunov function is proposed.
The system tracking error is enforced to stay in the pre-specified range based on the quadratic-fraction barrier Lyapunov
function to realize the state constraint in the iterative process. A kind of expected error trajectory is constructed to solve the
initial condition problem. A series convergence sequence is introduced to deal with the influence of disturbance term. After
iterative learning, the system output can accurately track the reference signal on the specified interval. Finally, numerical
results demonstrate the effectiveness of the learning control schemes.
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1 引引引言言言

迭代学习控制(iterative learning control, ILC)方法
适用于处理具有重复运动性质的被控对象.它通过寻
找合适的控制输入,实现系统实际输出在有限时间区
间上精确跟踪参考信号.自适应控制方法是处理非线
性常参数不确定系统的主要技术,通过结合反推技术
可以解决不满足匹配条件系统的全局自适应控制问

题[1].随着自适应控制的深入研究,人们逐渐从自适
应控制角度去设计学习控制,也利用学习控制来改善
自适应过渡过程的动态品质.两种控制方法的结合,
可以取长补短并拓宽各自的适用范围,从而不断完善
自适应迭代学习控制理论[2–3].迭代学习控制方法要

求零初始误差条件[4–5],即每次迭代时系统初值与期
望轨迹初值一致.然而,受限于设备复位精度,实际操
作时可能会产生重置偏差.因此,如何处理该初始条
件(也称为初值问题)是迭代学习控制研究的基本问题
之一.目前, Lyapunov-like方法下初值问题研究日益
受到人们的关注,包括时变边界层法[6–7]、有限时间吸

引子法[8–9]、变期望轨迹校正[10].值得关注的是文献
[11]构造了一种期望误差轨迹,首次提出了误差跟踪
设计方法.该方法的新颖之处在于每次迭代时不用重
新设计初始段轨迹,只需要保证期望误差轨迹初值与
实际误差轨迹初值一致,从而拓宽了迭代学习控制的
应用范围.
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人们在设计自适应控制器或自适应学习控制器时,
为了提升系统的鲁棒性,通常会对控制输入或参数估
计采取饱和函数或投影算子等限幅手段.然而,只对
控制输入或参数估计限幅是不够的,为了满足系统性
能和安全方面的要求,需要对位移–速度等系统状态
进行约束.因此,在控制器设计时考虑状态约束问题
是值得研究的课题.近年来,障碍李雅普诺夫函数
(barrier Lyapunov function, BLF)技术逐渐发展成为
处理非线性系统,如严格反馈系统[12–14]、纯反馈系

统[15–16]以及Brunovsky系统[17]约束问题的有效方法.
在现有相关文献中,学者们已经提出BLF的3种主要
类型. a)对数型BLF函数.文献[12]研究了一类输出受
限的严格反馈系统的控制问题,并提出一种新的对数
分段BLF函数,即非对称对数BLF函数.文献[16]利用
均值定理将非仿射系统转化为仿射系统,并引入对数
BLF函数设计了全状态受约束控制器.文献[18]基于
非对称对数BLF函数,提出了动态面控制方案用于解
决一类非线性系统的时变输出约束. b)积分型BLF
函数.文献[19]设计了一种能兼顾状态约束和响应特
性的积分型BLF函数. c)正切型BLF函数.文献[20]
设计了一种自适应容错控制器,并采用正切时变BLF
函数实现状态约束.文献[21]提出一类正切障碍复合
能量函数,解决了带有参数和非参数不确定性系统的
迭代学习控制问题.相较于上面的3类BLF函数形式,
文献[22]首次提出新的BLF函数:二次分式型障碍李
雅普诺夫函数(quadratic-fraction BLF, QFBLF)用于
控制器设计.该二次分式型BLF函数只包含简单分式,
且数值计算简单,更有利于实际系统中的实现.文献
[23]考虑了一类非参数不确定系统的学习控制问题,
利用QFBLF函数设计控制器,实现控制过程中的状态
约束.尽管基于BLF函数思路来解决系统的状态约束
或输出约束问题已经有了一些研究成果,仍需要进一
步深入探讨.
本文考虑一类严格反馈非线性系统的状态约束学

习控制问题,拟构造QFBLF函数的两种典型形式:对
称QFBLF函数 (symmetric QFBLF, SQFBLF)和非对
称QFBLF函数(asymmetric QFBLF, AQFBLF)来分别
设计控制器.前者采用微分学习律估计未知参数,后
者采用微分–差分学习律估计未知参数.同时,文中引
入一级数收敛序列消除扰动对系统跟踪性能的影响.
分析表明,两种控制算法均能实现系统输出在预指定
作业区间上对参考信号的精确跟踪.同时,通过将跟
踪误差囿于预设的界内,从而保持系统状态在约束区
间内.

2 问问问题题题描描描述述述和和和预预预备备备

2.1 问问问题题题描描描述述述

考虑在有限时间区间[0, T ]上的严格反馈非线性

系统



ẋi,k = xi+1,k + θTφi(x̄i,k) + di(x̄i,k, t),

1 6 i 6 n− 1,

ẋn,k = uk + θTφn(x̄n,k) + dn(x̄n,k, t),

yk = x1,k,

(1)

其中: k(= 1, 2, · · · )是迭代次数; xi,k ∈ R表示可测量
的系统状态, x̄i,k = [x1,k x2,k · · · xi,k]

T ∈ Ri, 1 6
i 6 n. uk ∈ R, yk ∈ R为系统输入和系统输出; θ ∈
Rl, φi(x̄i,k) ∈ Rl是未知参数向量和已知光滑函数向

量; di(x̄i,k, t) ∈ R表示外部扰动.为了后续使用方便,
记di,k = di(x̄i,k, t), φi,k=φi(x̄i,k).给定参考信号为
r1(t), t ∈ [0, T ],使得 ri+1(t) = ṙi, 1 6 i 6 n,且存
在已知常数Ri,满足|ri(t)| 6 Ri.
定义状态误差

e1,k = x1,k − r1, (2)

ei,k = xi,k − αi−1,k − ri, 2 6 i 6 n, (3)

其中αi,k是虚拟控制,将在后面给出.

假假假设设设 1 存在已知常数δi,满足

|xi,k(0)− ri(0)| 6 δi, 1 6 i 6 n. (4)

一般地,重复作业系统的复位点不一定与期望轨
迹初态一致,但复位点落在以期望轨迹初态为中心的
某一邻域内,这一点是可以被允许的,因此假设1是合
理的.
由于系统(1)中存在扰动,为了防止系统发散,需

要借助一级数收敛序列{∆k}.

定定定义义义 1 级数收敛序列{∆k}定义为[5]

∆k =
q

km
, (5)

其中: k = 1, 2, · · · ;给定常数q > 0 ∈ R, m> 2 ∈N.

对式(5)两边关于k求和,并取极限,得到
∞∑
k=1

∆k 6 2q. (6)

2.2 期期期望望望误误误差差差轨轨轨迹迹迹设设设计计计

给定期望误差轨迹为e∗i,k, t ∈ [0, T ],并取

e∗i,k(t) =

ei,k(0)ξi(t), t ∈ [0, t1],

0, t ∈ (t1, T ],
(7)

式中: i = 1, 2, · · · , n; t1 ∈ [0, T ]是e∗i,k从非0到0的过
渡点; ξi(t)用于描述ei,k的衰减性能.对于ξi(t)的表达
式,除了它是时间区间[0, t1]上的单调递减函数外,还
需满足下面的条件:

1) ξi(0) = 1;
2) ξi(t1) = 0;
3) ξ(j)i (0) = ξ

(j)
i (t1) = 0, j = 1, 2, · · · , n.
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定义跟踪误差

εi,k(t) = ei,k(t)− e∗i,k(t), 1 6 i 6 n, (8)

其中t ∈ [0, T ].由式(7)和条件(1)知, εi,k在t = 0时满

足εi,k(0) = 0, ∀k.
本文的控制目标是,设计学习控制器uk,使得迭代

学习中跟踪误差囿于预设的界内,从而保持系统状态
在约束区间内;同时实现系统输出在预指定作业区间
(t1, T ]上精确跟踪参考信号.

2.3 二二二次次次分分分式式式型型型BLF函函函数数数
为了设计约束学习控制器的需要,这里先给出

QFBLF函数的两种典型形式.
1) 对称QFBLF函数的形式为

V̄ ∗
i,k =

1

2

ε2i,k
b2i − ε2i,k

, 1 6 i 6 n, (9)

式中常数bi > 0 ∈ R.应用式(9)时,需假设实现时系
统所受到的各种干扰无法使得|εi,k| > bi,否则会使
V̄ ∗
i,k负定,导致系统发散.
对V̄ ∗

i,k求导,得

˙̄V ∗
i,k = B̄i,kεi,kε̇i,k,

其中B̄i,k =
b2i

(b2i − ε2i,k)
2
> 0.

2) 非对称QFBLF函数的形式为

V ∗
i,k =

1

2

ε2i,k
((bi1 + εi,k)(b2i − εi,k))2

, (10)

式中: i = 1, 2, · · · , n,常数bi1 > 0 ∈ R, bi2 > 0 ∈ R,
且bi1 ̸= bi2.应用式(10)时,需假设实现时系统所受到
的各种干扰无法使得εi,k < −bi1及εi,k > b2i.
对V ∗

i,k求导,得

V̇ ∗
i,k = Bi,kεi,kε̇i,k,

其中Bi,k =
bi1bi2 + ε2i,k

((bi1 + εi,k)(bi2 − εi,k))3
> 0.

为表达简便,在不引起混淆之处,文中略去函数的
时间自变量.

3 学学学习习习控控控制制制器器器的的的设设设计计计与与与性性性能能能分分分析析析

针对系统(1),文中将基于二次分式型障碍李雅普
诺夫函数,并结合反推技术进行控制器的设计.在步
骤1到步骤n− 1中设计虚拟控制量αi,k;步骤n中设
计控制律uk.由于系统中存在扰动,在控制器的设计
过程中,利用定义1的级数收敛序列来防止系统发散.

3.1 对对对称称称QFBLF函函函数数数情情情形形形
系统(1)的控制器设计基于对称QFBLF函数(9),且

未知参数θ采用微分学习律进行估计.
在迭代过程中,系统(1)中状态初值满足约束条件:

|xi,k(0)| < bci , 1 6 i 6 n,其中bci为已知的正常数.

步步步骤骤骤 1 令ω1,k = φ1,k, D1,k = d1,k,对ε1,k求导,
得

ε̇1,k = ε2,k + α1,k + θTω1,k +D1,k + e∗2,k − ė∗1,k.

(11)

假假假设设设 2 |D1,k| 6 ψ1p1,k,其中ψ1为未知参数;
p1,k : R 7→ R+是已知光滑函数.

由Young′s不等式,根据假设2,有如下不等式成
立:

|B̄1,kε1,k|ψ1p1,k 6 1

∆k

B̄2
1,kε

2
1,kp

2
1,k +

∆k

4
ψ2

1, (12)

记τ̄1,k = B̄1,kΓε1,kω1,k, Γ是对称正定矩阵,取虚拟
控制

α1,k = −c1ε1,k − θ̂Tk ω1,k + αk
1,r − e∗2,k + ė∗1,k, (13)

其中: c1是正常数, αk
1,r = − 1

∆k

B̄1,kε1,kp
2
1,k用于处理

扰动项D1,k,将式(13)代入式(11),得

ε̇1,k = −c1ε1,k + ε2,k + θ̃Tk ω1,k +D1,k + αk
1,r,

(14)

式中参数估计误差θ̃k = θ − θ̂k.
取如下对称QFBLF函数:

V̄1,k = V̄ ∗
1,k +

1

2
θ̃Tk Γ

−1θ̃k, (15)

对V̄1,k求导,将式(14)代入,结合假设2及式(12),得
˙̄V1,k 6−B̄1,kc1ε

2
1,k + B̄1,kε1,kε2,k +

B̄1,kε1,kα
k
1,r + |B̄1,kε1,k|ψ1p1,k +

θ̃Tk Γ
−1(B̄1,kΓε1,kω1,k − ˙̂

θk) 6
−B̄1,kc1ε

2
1,k + B̄1,kε1,kε2,k +

B̄1,kε1,kα
k
1,r +

1

∆k

B̄2
1,kε

2
1,kp

2
1,k +

∆k

4
ψ2

1 + θ̃Tk Γ
−1(τ̄1,k − ˙̂

θk) =

−B̄1,kc1ε
2
1,k + B̄1,kε1,kε2,k +

∆k

4
ψ2

1 + θ̃Tk Γ
−1(τ̄1,k − ˙̂

θk). (16)

步步步骤骤骤 i (2 6 i 6 n− 1) 类似于步骤1,对εi,k求
导,得

ε̇i,k = εi+1,k + αi,k + θTφi,k + di,k − α̇i−1,k +

e∗i+1,k − ė∗i,k, (17)

此处,

α̇i−1,k =
i−1∑
j=1

∂αi−1,k

∂xj,k

θTφj,k +
i−1∑
j=1

∂αi−1,k

∂xj,k

dj,k +

∂αi−1,k

∂θ̂k

˙̂
θk +Hi−1,k,

Hi−1,k =
i−1∑
j=1

(
∂αi−1,k

∂xj,k

xj+1,k +
∂αi−1,k

∂rj
rj+1) +
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∂αi−1,k

∂e∗i−1,k

ė∗i−1,k +
∂αi−1,k

∂ė∗i−1,k

ë∗i−1,k +

∂αi−1,k

∂e∗i,k
ė∗i,k.

令ωi,k = φi,k −
i−1∑
j=1

∂αi−1,k

∂xj,k

φj,k, Di,k = di,k −
i−1∑
j=1

∂αi−1,k

∂xj,k

dj,k,则

ε̇i,k = εi+1,k + αi,k + θTωi,k −
∂αi−1,k

∂θ̂k

˙̂
θk +Di,k −

Hi−1,k + e∗i+1,k − ė∗i,k. (18)

假假假设设设 3 |Di,k| 6 ψipi,k,其中 ψi 是未知参数,
pi,k : R 7→ R+是已知光滑函数.

由Young′s不等式,根据假设 3,有如下不等式成
立:

|B̄i,kεi,k|ψipi,k 6 1

∆k

B̄2
i,kε

2
i,kp

2
i,k +

∆k

4
ψ2

i , (19)

记τ̄i,k = τ̄i−1,k + B̄i,kΓεi,kωi,k,取虚拟控制

αi,k =−ciεi,k − B̄−1
i,k B̄i−1,kεi−1,k − θ̂Tk ωi,k +

∂αi−1,k

∂θ̂k
τ̄i,k + αk

i,r +Hi−1,k − e∗i+1,k +

ė∗i,k + v̄i,k, (20)

其中 αk
i,r = − 1

∆k

B̄i,kεi,kp
2
i,k 用于处理扰动项Di,k.

v̄i,k是步骤3起才有的新增项,即v̄2,k = 0,当i > 3时,

v̄i,k=Γωi,k

i−2∑
j=1

B̄j+1,kεj+1,k

∂αj,k

∂θ̂k
,现将式(20)代入式

(18),得

ε̇i,k = εi+1,k − ciεi,k − B̄−1
i,k B̄i−1,kεi−1,k + θ̃Tk ωi,k +

Di,k +
∂αi−1,k

∂θ̂k
(τ̄i,k − ˙̂

θk) + αk
i,r + v̄i,k. (21)

取如下对称QFBLF函数:

V̄i,k = V̄i−1,k + V̄ ∗
i,k, (22)

对V̄i,k求导,将式(21)代入,结合假设3及式(19),得

˙̄Vi,k 6−
i∑

j=1

B̄j,kcjε
2
j,k + θ̃Tk Γ

−1(τ̄i,k − ˙̂
θk) +

i−1∑
j=1

B̄j+1,kεj+1,k

∂αj,k

∂θ̂k
(τ̄i,k − ˙̂

θk) +

∆k

4

i∑
j=1

ψ2
j + B̄i,kεi,kεi+1,k. (23)

步步步骤骤骤 n 对εn,k求导,得

ε̇n,k = uk + θTφn,k + dn,k + α̇n−1,k −
rn+1 − ė∗n,k, (24)

令

ωn,k = φn,k −
n−1∑
j=1

∂αn−1,k

∂xj,k

φj,k,

Dn,k = dn,k −
n−1∑
j=1

∂αn−1,k

∂xj,k

dj,k;

记

τ̄n,k = τ̄n−1,k + B̄n,kΓεn,kωn,k;

v̄n,k = Γωn,k

n−2∑
j=1

B̄j+1,kεj+1,k

∂αj,k

∂θ̂k
.

假假假设设设 4 |Dn,k| 6 ψnpn,k,其中ψn是未知参数,

pn,k : R 7→ R+是已知光滑函数.

由Young′s不等式,根据假设4,有如下不等式成

立:

|B̄n,kεn,k|ψnpn,k 6 1

∆k

B̄2
n,kε

2
n,kp

2
n,k +

∆k

4
ψ2

n.

(25)

设计控制律

uk =−cnεn,k − B̄−1
n,kB̄n−1,kεn−1,k − θ̂Tk ωn,k +

∂αn−1,k

∂θ̂k
τ̄n,k + αk

n,r +Hn−1,k + rn+1 +

ė∗n,k + v̄n,k, (26)

这里, αk
n,r = − 1

∆k

B̄n,kεn,kp
2
n,k同样用于处理扰动项

Dn,k.

微分学习律

˙̂
θk = τ̄n,k, (27)

将式(26)代入式(24),结合假设4及式(25),得

ε̇n,k =−cnεn,k − B̄−1
n,kB̄n−1,kεn−1,k + θ̃Tk ωn,k +

Dn,k +
∂αn−1,k

∂θ̂k
(τ̄n,k − ˙̂

θk) + αk
n,r + v̄n,k.

(28)

取如下对称QFBLF函数:

V̄n,k = V̄n−1,k + V̄ ∗
n,k, (29)

对V̄n,k求导,将式(27)(28)代入并结合假设4,得

˙̄Vn,k 6−
n∑

j=1

B̄j,kcjε
2
j,k +

∆k

4

n∑
j=1

ψ2
j . (30)

假假假设设设 5 对∀k,当t = 0时, θ̂k(0) = θ̂k−1(T ).

定定定理理理 1 非线性系统(1),满足假设1–5,并且满足

初值条件|xi,k(0)| < bci ,采用控制律(26)以及微分学

习律(27),则系统有以下性质:

i) 系统中所有信号有界,且

lim
k→∞

εi,k =0, 1 6 i 6 n; (31)

ii) 保证迭代运行过程中, |εi,k| < bi成立,同时保

持系统状态有界约束始终满足.

证证证 i)变量有界性和系统收敛性.
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根据假设5,可知∥εk(0)∥2 = 0 6 ∥εk(T )∥2,这里
εk = [ε1,k ε2,k · · · εn,k]T,由式(29),得

V̄n,k(εk(0), θ̂k(T )) 6

V̄n,k(εk(0), θ̂k(0)) +
w T

0

˙̄Vn,kds. (32)

式(30)代入式(32),取k = 1, 2, · · · , N并求和,得

V̄n,N(εN(0), θ̂N(T )) 6

V̄n,1(ε1(0), θ̂1(0))−
N∑

k=1

n∑
j=1

w T

0
B̄j,kcjε

2
j,kds+

T
N∑

k=1

n∑
j=1

∆k

4
ψ2

j , (33)

取ψ , max
16i6n

{ψj},式(33)变为

V̄n,N(εN(0), θ̂N(T )) 6

V̄n,1(ε1(0), θ̂1(0)) +
nTψ2

4
(

N∑
k=1

∆k)−

N∑
k=1

n∑
j=1

w T

0
B̄j,kcjε

2
j,kds, (34)

令V̄0,k = V̄n,1(ε1(0), θ̂1(0)) +
nTψ2

4
(

N∑
i=1

∆k),则

N∑
k=1

n∑
j=1

w T

0
B̄j,kcjε

2
j,kds 6

V̄0,k − V̄n,k(εk(0), θ̂k(T )) 6 V̄0,k. (35)

利用式(6),得 lim
k→∞

V̄0,k 6 V̄n,1 +
nTqψ2

2
.又因V̄n,1有

界,则V̄0,k有界.根据级数收敛性质,得

lim
k→∞

n∑
j=1

w T

0
B̄j,kcjε

2
j,kds=0. (36)

由式 (29)知,对∀k,有 V̄n,k(t) = V̄n,k(0)+
w t

0

˙̄Vn,kds.

将式(30)代入,得

V̄n,k(t) 6 V̄n,k(0)−
n∑

j=1

w t

0
B̄j,kcjε

2
j,kds+

nt∆k

4
ψ2.

(37)

根据式(36)知
n∑

j=1

w t

0
B̄j,kcjε

2
j,kds有界.再由假设5知,

∀k, V̄n,k−1(0, θ̂k−1(T ))有界,故V̄n,k(0, θ̂k(0))也有界.
因此,对∀k, Vn,k(t)有界,从而有εi,k有界, θ̂k亦有界.
由式(26)可知uk有界.由式(21)知ε̇i,k有界,故εi,k 一
致连续,由此得到式(31).

ii) 系统状态的有界约束.
在各次迭代过程中,有|εi,k| < bi, 1 6 i 6 n.下

面先证x1,k的有界约束.由式(8)及ξ1的单调递减性,
结合假设1知|e∗1,k(t)| 6 |e1,k(0)| 6 δ1.因为r1的有界
性,得

|x1,k|6 |ε1,k|+ |r1|+ |e∗1,k| <
b1 +R1 + δ1,

令b1 = bc1 −R1 − δ1,得到|x1,k| < bc1 .接下来为了
说明|x2,k| < bc2 ,需要先证明存在上界ᾱ1,使得|α1,k|
6 ᾱ1.由于α1,k 是关于x1,k, r1, θ̂k的连续可微函数,
且x1,k, r1, θ̂k有界,从而存在上界ᾱ1,使得|α1,k|6 ᾱ1.
根据假设1,结合式(3)和式(8)可知: |e∗2,k(t)|6|e2,k(0)|
6 ᾱ1 + δ2,得

|x2,k|6 |ε2,k|+ |α1,k|+ |r2|+ |e2,k(0)| <
b2 + 2ᾱ1 +R2 + δ2,

令b2 = bc2 − 2ᾱ1 −R2 − δ2,得到|x2,k| < bc2 .以此
类推,当i = 3, · · · , n时,同样可证明存在上界ᾱi,使
得|αi,k| 6 ᾱi,得到

|xi,k|6 |εi,k|+ |αi−1,k|+ |ri|+ |ei,k(0)| <
bi + 2ᾱi−1 +Ri + δi,

令bi = bci − 2ᾱi−1 −Ri − δi,得到|xi,k| < bci .
证毕.
由定理1可以看出,运用本节构造的对称二次分式

型障碍Lyapunov函数,通过囿于εi,k在预设的界内,从
而实现状态约束.

3.2 非非非对对对称称称QFBLF函函函数数数情情情形形形
相比于对称障碍 Lyapunov函数,非对称障碍

Lyapunov函数更具一般性.后者在控制器设计时能获
得更好的控制性能,但同时也增加了设计难度.进一
步地,自适应迭代学习控制中的参数估计通常基于时
间域的自适应律[3]或者迭代域的学习律[6].文献[2]中
的参数估计采用微分–差分学习律,有效结合了时间
域–迭代域两个维度的估计信息.针对系统(1),下面将
基于非对称QFBLF函数(10)设计控制器,参数估计采
用微分–差分学习律.
本节控制器设计过程中使用的假设以及变量同

第3.1节的描述,这里只给出不相同的变量及其说明.
在第3.1节中使用了式(12)(19)(25),下面分析时需

要使用类似的不等式

|Bi,kεi,k|ψipi,k 6 1

∆k

B2
i,kε

2
i,kp

2
i,k +

∆k

4
ψ2

i , (38)

其中1 6 i 6 n.
在迭代过程中,系统(1)中状态初值满足约束条件:

−bci < xi,k(0) < b̄ci , 1 6 i 6 n,其中bci , b̄ci为已知
正常数.
步步步骤骤骤 1 记τ1,k = B1,kΓε1,kω1,k,取虚拟控制

α1,k = −c1ε1,k − θ̂Tk ω1,k + αk
1,r − e∗2,k + ė∗1,k, (39)

其中αk
1,r = − 1

∆k

B1,kε1,kp
2
1,k,将式(39)代入式(11),

得

ε̇1,k = −c1ε1,k + ε2,k + θ̃Tk ω1,k +D1,k + αk
1,r.

(40)
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取如下非对称QFBLF函数:

V1,k = V ∗
1,k +

1− η

2
θ̃Tk Γ

−1θ̃k, (41)

式中: η是常数,且η ∈ [0, 1).对V1,k求导,将式(40)代
入,结合假设2及式(38),得

V̇1,k 6−B1,kc1ε
2
1,k + θ̃Tk Γ

−1(τ1,k − (1− η)
˙̂
θk) +

∆k

4
ψ2

1 +B1,kε1,kε2,k. (42)

步步步骤骤骤 i (2 6 i 6 n− 1) 记 τi,k = τi−1,k +Bi,k

Γεi,kωi,k, χi,k = −ηθ̂k + ηθ̂k−1 + τi,k; v2,k = 0,当i

> 3时, vi,k = Γωi,k

i−2∑
j=1

Bj+1,kεj+1,k

1

1− η

∂αj,k

∂θ̂k
, 取

虚拟控制

αi,k =−ciεi,k −B−1
i,kBi−1,kεi−1,k − θ̂Tk ωi,k +

1

1− η

∂αi−1,k

∂θ̂k
χi,k + αk

i,r +Hi−1,k −

e∗i+1,k + ė∗i,k + vi,k, (43)

其中αk
i,r=− 1

∆k

Bi,kεi,kp
2
i,k,将式(43)代入式(18),得

ε̇i,k = εi+1,k − ciεi,k −B−1
i,kBi−1,kεi−1,k + θ̃Tk ωi,k +

Di,k +
1

1− η

∂αi−1,k

∂θ̂k
(χi,k − (1− η)

˙̂
θk) +

αk
i,r + vi,k. (44)

取如下非对称QFBLF函数:

Vi,k = Vi−1,k + V ∗
i,k, (45)

对Vi,k求导,将式(44)代入,结合假设3及式(38),得

V̇i,k 6−
i∑

j=1

Bj,kcjε
2
j,k + θ̃Tk Γ

−1(τi,k − (1− η)
˙̂
θk) +

i−1∑
j=1

Bj+1,kεj+1,k

1

1− η

∂αj,k

∂θ̂k
(χi,k −

(1− η)
˙̂
θk) +

∆k

4

i∑
j=1

ψ2
j +Bi,kεi,kεi+1,k. (46)

步步步骤骤骤 n 记τn,k = τn−1,k +Bn,kΓεn,k ωn,k, χn,k

= −ηθ̂k + ηθ̂k−1 + τn,k; vn,k = Γωn,k

n−2∑
j=1

Bj+1,k·

εj+1,k

1

1− η

∂αj,k

∂θ̂k
.

设计控制律

uk =−cnεn,k −B−1
n,kBn−1,kεn−1,k − θ̂Tk ωn,k +

1

1− η

∂αn−1,k

∂θ̂k
χn,k + αk

n,r +Hn−1,k +

rn+1 + ė∗n,k + vn,k, (47)

这里αk
n,r = − 1

∆k

Bn,kεn,kp
2
n,k.

微分–差分学习律

(1− η)
˙̂
θk =−ηθ̂k + ηθ̂k−1 + τn,k, (48)

其中θ̂−1 = 0,将式(47)代入式(24),得

ε̇n,k =−cnεn,k −B−1
n,kBn−1,kεn−1,k + θ̃Tk ωn,k +

Dn,k +
1

1− η

∂αn−1,k

∂θ̂k
(χn,k − (1− η)

˙̂
θk) +

αk
n,r + vn,k. (49)

取如下非对称QFBLF函数:

Vn,k = Vn−1,k + V ∗
n,k, (50)

对Vn,k求导,将式(48)–(49)代入,结合假设4及式(38),
得

V̇n,k 6−
n∑

j=1

Bj,kcjε
2
j,k +

∆k

4

n∑
j=1

ψ2
j +

θ̃Tk Γ
−1(ηθ̂k − ηθ̂k−1). (51)

定定定理理理 2 非线性系统(1),满足假设1–5,并且满足
初值条件−bci < xi,k(0) < b̄ci ,采用控制律(47)以及
微分–差分学习律(48),则系统有以下性质:

i) 系统中所有信号有界,且

lim
k→∞

εi,k =0, 1 6 i 6 n; (52)

ii) 保证迭代运行过程中, −bi1 < εi,k < bi2成立,
同时系统状态有界约束始终满足.

证证证 i)变量有界性和系统收敛性.
选择第k次的障碍Lyapunov泛函为

Lk = Vn,k +
η

2

w t

0
θ̃Tk Γ

−1θ̃kds, (53)

连续2次迭代周期的差分为

Lk − Lk−1 =w t

0
V̇n,kds+ Vn,k(0)− Vn,k−1(t) +

η

2

w t

0
(θ̃Tk Γ

−1θ̃k − θ̃Tk−1Γ
−1θ̃k−1)ds 6

−
n∑

j=1

w t

0
Bj,kcjε

2
j,kds+ Vn,k(0)− Vn,k−1(t) +

∆k

4

w t

0

n∑
j=1

ψ2
jds+

w t

0
θ̃Tk Γ

−1(ηθ̂k − ηθ̂k−1)ds+

η

2

w t

0
(θ̃Tk Γ

−1θ̃k − θ̃Tk−1Γ
−1θ̃k−1)ds. (54)

由(B−A)Γ−1(2A− 2C)+ (B−A)Γ−1(B−A)−
(B−C)Γ−1(B−C) = −(C−A)TΓ−1(C−A),则
式(54)的最后两项得到w t

0
θ̃Tk Γ

−1(ηθ̂k − ηθ̂k−1)ds+

η

2

w t

0
(θ̃Tk Γ

−1θ̃k − θ̃Tk−1Γ
−1θ̃k−1)ds 6

−η
2

w t

0
(θ̂k−1 − θ̂k)

TΓ−1(θ̂k−1 − θ̂k)ds. (55)

则

Lk − Lk−1 6
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−
n∑

j=1

w t

0
Bj,kcjε

2
j,kds+

∆k

4

w t

0

n∑
j=1

ψ2
jds+ Vn,k(0)− Vn,k−1(t). (56)

令t = T ,根据假设5,得Vn,k(0) − Vn,k−1(T ) 6 0.令
ψ , max

16i6n
{ψj},取式(56)中的k = 1, 2, · · · , N ,并求

和,结合Lk(T )的非负性,得

LN(T )6L1(T )−
N∑

k=1

n∑
j=1

w T

0
Bj,kcjε

2
j,kds+

nTψ2

4
(

N∑
k=1

∆k), (57)

记L0(T ) = L1(T ) +
nTψ2

4
(

N∑
k=1

∆k),式(57)变为

N∑
k=1

n∑
j=1

w T

0
Bj,kcjε

2
j,kds 6 L0(T )− LN(T ). (58)

由式(6)知

lim
k→∞

L0(T )6L1(T ) +
nqψ2T

2
,

故L0(T )有界,得到 lim
k→∞

n∑
j=1

w T

0
Bj,kcjε

2
j,kds = 0.由

于闭环系统中所有参数有界,得 ε̇i,k 有界.因为

lim
k→∞

w T

0
ε2i,kds = 0,其导数ε̇i,k一致有界,在区间[0,

T ]上利用Barbalat引理,由此得到结论(52).
ii) 系统状态的有界约束.
在各次迭代中有−bi1 < εi,k < bi2.下面说明系统

状态的有界约束,证明过程类似于定理1的步骤.由
于x1,k = ε1,k + r1+ e

∗
1,k,得−bc1 < x1,k < b̄c1 ,其中,

b11 = bc1 −R1 − δ1, b12 = b̄c1 −R1 − δ1.进一步地,
由于xi,k=εi,k+αi−1,k+ri+e

∗
i,k,得−bci<xi,k < b̄ci ,

其中: bi1 = bci − 2ᾱi−1 − Ri − δi, bi2 = b̄ci−2ᾱi−1

− Ri−δi. 证毕.
由定理2可以看出,运用本节构造的非对称二次分

式型障碍Lyapunov函数,通过将εi,k囿于预设的界内,
亦能实现状态约束.
综上,本文通过构造期望误差轨迹来解决迭代学

习控制的初值问题,且期望误差轨迹的设计方法简单.
给出了QFBLF函数的两种典型形式并分别设计了带
约束机制的控制器.由定理1–2的分析和证明部分可
以看出,系统跟踪误差在迭代过程中囿于预设的界内,
从而实现对系统状态的有界约束.

4 数数数值值值仿仿仿真真真

为了验证所提控制算法的有效性,考虑如下二阶
严格反馈非线性系统:

ẋ1,k = x2,k + θTφ1,k + d1,k,

ẋ2,k = uk + θTφ2,k + d2,k,

yk = x1,k.

(59)

给定参考信号为[cos(2πt) − 2π sin(2πt)]T.设定各

个参数值以及参数估计初值如下:

c1 = 0.3, c2 = 1; δ1 = 0.6; q = 40, m = 2;

Γ = diag{0.09 0.17}; θ = [0.1 0.28]T,

θ̂k(0) = [0.06 0.05]T.

取φ1,k = [1 x1,k]
T, φ2,k = [x1,k + x2,k 1]T.外

部扰动为

d1,k = 0.01 sin(tx1,k), d2,k = 0.01 sin(tx2,k).

状态初值为

[x1,k(0) x2,k(0)] = [1.3 + 0.3 rand 0]T ̸= [1 0]T,

b1 = min{|b11|, |b12|}.

令t1 = 0.2, T = 1,记Jk , max
t∈[0,T ]

|ε1,k(t)|.取i =

1, 2,给定期望误差轨迹:当t ∈ [0, t1],

e∗i,k(t) = ei,k(0)[
6(t1 − t)5

t51
− 15(t1 − t)4

t41
+

10(t1 − t)3

t31
],

ė∗i,k(t) = ei,k(0)[−
30(t1 − t)4

t51
+

60(t1 − t)3

t41
−

30(t1 − t)2

t31
],

ë∗1,k(t) = e1,k(0)[
120(t1 − t)3

t51
− 180(t1 − t)2

t41
+

60(t1 − t)

t31
];

当t ∈ (t1, T ],

e∗i,k(t) = 0, ė∗i,k(t) = 0, ë∗1,k(t) = 0.

可知, e∗1,k, e
∗
2,k的衰减性态能够保证e1,k, e2,k在有限

时间[0, t1]内衰减至零.由于

|D2,k|= |d2,k −
∂α1,k

∂x1,k

d1,k| 6 0.01 · (1 + |∂α1,k

∂x1,k

|),

|D1,k|= |0.01 sin(tx1,k)|,

可取p2,k = 1 + |∂α1,k

∂x1,k

|, p1,k = 1.

根据对称QFBLF函数和非对称QFBLF函数这两

种情形,分别进行仿真.

1)对称QFBLF函数情形.

设定|x1,k| < 1.7, |x2,k| < 8.28以及b1 = 0.1, b2

= 2,采用控制律(26)以及微分学习律(27),迭代5次的

仿真结果如图1–4所示.
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图 1 情形1下的x1(t)及参考信号r1(t)

Fig. 1 x1(t) and the reference signal r1(t) in Case 1
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图 2 情形1下的控制输入

Fig. 2 Control input in Case 1
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图 3 情形1下的e1(t)及期望误差轨迹e∗1(t)

Fig. 3 e1(t) and the expected error trajectory e∗1(t) in Case 1

为了比较,采用无约束学习控制律

uk =−c2ε2,k − ε1,k − θ̂Tk ω2,k +
∂α1,k

∂θ̂k

˙̂
θk −

1

∆k

ε2,kp
2
2,k +H1,k + r3 + ė∗2,k, (60)

以及微分学习律

˙̂
θk =Γ (ε1,kω1,k + ε2,kω2,k) (61)

进行仿真.期望误差轨迹的构造形式及各参数值选取
同对称QFBLF函数的仿真.图5是控制律(60)作用下,
|ε1,k|随迭代次数(k = 20)变化的情况.可以看出,学
习律参照式(61)的无约束学习控制算法不能保证Jk 6
b1,且需要的迭代次数更多.
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图 4 情形1下的误差性能指标Jk

Fig. 4 Error performance index Jk in Case 1
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图 5 情形1下无约束的Jk收敛过程

Fig. 5 Jk without SQFBLF in Case 1

2) 非对称QFBLF函数情形.
设定−1.7 < x1,k < 2.3, −7.28 < x2,k < 8.28以

及

b11 = 0.1, b12 = 0.7, b21 = 1.5, b22 = 2, η = 0.5,

采用控制律(47)以及微分–差分学习律(48),迭代5次
后的仿真结果如图6–9所示.
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图 6 情形2下的x1(t)及参考信号r1(t)

Fig. 6 x1(t) and the reference signal r1(t) in Case 2
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图 7 情形2下的控制输入

Fig. 7 Control input in Case 2
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图 8 情形2下的e1(t)及期望误差轨迹e∗1(t)

Fig. 8 e1(t) and the expected error trajectory e∗1(t) in Case 2

同样为了比较,采用控制律(60),并使用微分–差
分学习律

(1− η)
˙̂
θk =−ηθ̂k + ηθ̂k−1 +

Γ (ε1,kω1,k + ε2,kω2,k) (62)

进行仿真.期望误差轨迹的构造形式及各参数值选取
同非对称QFBLF函数情形仿真.图10是控制律(60)作
用下, |ε1,k|随迭代次数(k = 20)变化的情况.可以看
出,学习律参照式(62)的无约束学习控制算法亦不能
保证Jk 6 b1.
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图 9 情形2下的误差性能指标Jk

Fig. 9 Error performance index Jk in Case 2
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图 10 情形2下无约束的Jk收敛过程

Fig. 10 Jk without AQFBLF in Case 2

图1和图6表明,从时间0.2 s起系统输出精确跟踪
上参考信号;图3和图8表明,所提出的两种控制算法
均能在任意初值下实现状态误差在整个作业区间上

完全跟踪期望误差轨迹;图4和图9可以看出,在迭代
过程中|ε1,k(t)|, t ∈ [0, T ]被限制于[0, b1]区间内.

5 结结结论论论

针对一类严格反馈非线性系统,文中给出能够实
现状态约束的迭代学习控制算法.通过构造两类形式
简单的二次分式型障碍Lyapunov函数,结合反推技术
分别设计控制器,使得系统状态在迭代过程中保持在
约束区间内.控制器设计过程中考虑了扰动对系统跟
踪性能的影响,为防止系统发散引入了级数收敛序列.
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构造期望误差轨迹解决了迭代学习控制中的初值问

题,经迭代学习,实现系统输出在预指定作业区间上
精确跟踪参考信号.由仿真结果对比可以看出,采用
约束机制设计的控制器可以得到更好的控制性能.需
要说明的是,文中提出的二次分式型障碍Lyapunov函
数是新颖的,基于它的控制器设计方法适用于更广泛
的动态系统,有待进一步研究.
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