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摘要:针对一类非严格反馈非线性系统,系统中包含不确定函数和未知外部扰动,提出一种带不匹配扰动补偿的
输出反馈模糊控制器. 采用模糊逻辑系统逼近未知的非线性函数,同时构造模糊状态观测器观测系统未知状态. 考
虑观测器和控制器会受到外部扰动和模糊逼近误差构成的不匹配总扰动信号影响,采用改进的扰动观测器对不匹
配扰动进行估计和补偿,使扰动观测误差能够在有限时间内平缓地收敛到任意小的范围,消除不匹配扰动信号对模
糊观测器设计的影响.同时在控制器设计中进行扰动的精确补偿,提高系统的抗扰动性. 通过Lyapunov函数证明了
闭环系统所有信号都是有界的. 最后,通过数值仿真进一步验证了所提出方法的有效性.
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Output feedback compensation control for non-strict feedback system
with mismatching disturbance
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Abstract: An output feedback fuzzy controller with mismatched disturbance compensation is designed for a class of
non-strict feedback nonlinear systems, which contain uncertain nonlinear functions and unknown external disturbances.
Considering observer and controller are affected by the mismatched total disturbance signal composed of external dis-
turbance and fuzzy approximation error, improved disturbance observation is designed to estimate and compensate the
mismatched disturbance. Through the improved disturbance observer, the disturbance observation error can gently con-
verge to an small range in finite time, and the influence of mismatched disturbance signal on the design of fuzzy state
observer can be eliminated. Fuzzy logic system is used to approximate the unknown nonlinear function, and the fuzzy
state observer is constructed to observe the unknown state of the system At the same time, the accurate compensation of
disturbance is carried out in the controller design to improve the robustness of the system. Through the Lyapunov theory,
it is proved that all the signals in the closed-loop system are bounded. Finally, the effectiveness of the proposed method is
further verified by numerical simulation.

Key words: non-strict feedback nonlinear system; fuzzy state observer; mismatched disturbance; fuzzy logic; distur-
bance rejection; output feedback

Citation: SUN Guofa, YU Hanbo, ZHOU Yuguo, et al. Output feedback compensation control for non-strict feedback
system with mismatching disturbance. Control Theory & Applications, 2021, 38(5): 652 – 660

1 引引引言言言

在过去十几年中,非线性系统一直是控制理论研
究的热点问题,反步法是处理高阶非线性系统的一种
有效方法. 但传统的反步法并没有考虑到状态未知或
参数不确定等情况,这严重限制了反步法控制在实际
系统中的应用.

但实际系统中,由于系统测量装置受限,系统常常
存在状态未知的情况,在控制策略设计之外,观测器
也是系统中不可或缺的一部分. 观测系统未知状态是
控制策略有效实施的基础,所以观测器性能也必然会
对系统的稳定性能产生影响.为了提高观测性能,研
究人员进行了大量的研究[1–5]. 文献[1]通过神经网络
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对两个未知函数进行分别逼近,设计不带有时间延时
的神经网络观测器,并将其应用于一类非线性系统;
为进一步提高系统鲁棒性,文献[2]选择使用模糊逻辑
系统固有的逼近能力与观测器结合,解决系统含有不
确定函数问题,并提出一类适用于非线性不确定系统
的观测器,使得系统观测器和控制器满足分离原理,
输出反馈在完全可用状态下保持控制器的主要特性.
为提高系统的观测性能,研究人员们设计了高增益观
测器[3]、滑模观测器[4]等,但许多观测器对系统模型
要苛刻,严重阻碍了高性能观测器的发展.

当系统存在不确定扰动时,观测器性能将极大程
度上受到影响.为此,国内外研究人员对此作出了不
懈的努力. 在考虑实际系统中所存在的外界扰动问题,
自抗扰系统中的扩张状态观测器往往会得到应用,文
献[5]利用动态增益自适应扩张观测器去观测由磁性
无杆气缸静摩擦力所带来的扰动;文献[4]则提出坐标
转换,定义一组新的状态变量,将纯反馈非线性系统
转换为正则系统,从而将高阶滑模观测器应用于系统
模型上,解决高阶滑模观测器需要满足串联积分形式
所带来的局限性,并具备优良的观测性能.

上述文献中的观测器设计效果已经得到很好地验

证. 然而,在系统存在不匹配扰动和观测器的误差收
敛问题上,却很少被考虑.自抗扰系统的扩张观测
器[5]有效地解决了匹配扰动问题,但是无法对每一阶
扰动进行精确观测,难以在反步法控制设计中进行精
确的扰动补偿;近几年来有限时间性能也引起了研究
人员的广泛关注,大量有限时间控制器[6–8]被设计并

应用于实际系统当中. 文献[6]将有限时间的预测融入
性能函数之中,提出有限时间性能预测函数的概念并
应用于控制器当中,使系统获得稳定性的同时,具有
一定的预定义的暂态和稳态性能.然而观测器不同于
控制器,控制器有限时间设计主要解决跟踪误差的收
敛问题.根据观测器的工作特性,此方案对观测器并
不适用,在观测器的设计上只有满足对每一阶状态误
差进行优化才会对系统观测性能有显著提高. 综合上
述分析,系统中不匹配扰动对观测器的阻碍以及观测
器的误差收敛问题仍然是当前需要攻克的难题.

从系统模型考虑,以往大部分控制方法都是针对
严格反馈系统提出的. 如果将传统反步法用于处理非
严格反馈非线性系统,虚拟控制信号将包含所有的系
统状态,从而产生代数环问题,导致系统不稳定. 非严
格反馈系统在实际系统中常见,且更难处理. 文献
[9–13]为了克服代数环问题,提出了一些有效的方法.
文献[10]利用不确定函数的单调递增特性,提出了变
量分离技术,从而有效地避免了自适应控制器中的代
数环问题.而文献[11–12]则是通过自适应模糊和NNs
技术可以避免控制器中的代数环问题.因此,在非严
格反馈系统的基础上研究问题更具备研究价值.本文

的主要贡献有以下几个方面:

1) 针对状态未知且含有不匹配扰动的非严格反
馈非线性系统,本文设计带不匹配扰动补偿的输出反
馈模糊控制器. 相比于文献[6, 10],不仅解决非严格反
馈系统中虚拟控制信号的代数环问题,而且讨论了不
匹配扰动问题的处理,处理上也不再是文献[9, 14]基
于干扰有界的假设忽略干扰. 本文采用扰动观测器对
不匹配扰动精确估计并补偿,消除扰动对状态观测器
和控制器的影响,提高系统的抗扰动性和鲁棒性.

2) 相比于文献[15],本文采用非线性函数fal(·)改
进扰动观测的非线性项,具备有限时间扰动观测器的
误差收敛速度,并消除由提高观测误差收敛速度所带
来的稳定抖振问题.

3) 对系统每一阶的外部扰动和模糊逼近误差构
成的总扰动信号精确观测,将观测的扰动量在观测器
设计和反步法控制设计中进行精确补偿,提高系统的
抗干扰性能.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑如下非严格反馈非线性系统模型:
ẋ1(t) = x2(t) + f1(X) + d1(x1, t),

ẋi(t) = xi+1(t) + fi(X) + di(xi, t),

ẋn(t) = u+ fn(X) + dn(xn, t),

y = x1,

(1)

其中: X = [x1 x2 · · · xn]
T是系统状态向量, u为系

统的输入, y为系统的输出, fi(X)(i = 1, · · · , n)为未
知的光滑函数, |di(xi, t)| 6 D为外部有界扰动.

为了便于控制器和观测器设计需给出以下假设和

引理.

假假假设设设 1 参考信号xd及其各阶导数均是已知且

连续有界.

假假假设设设 2 系统(1)满足
∂fi(x̄n)

∂xi+1

̸= −1.

引引引理理理 1 [16–17] 存在以下系统:

ż0 = −λ0L
1

n+1 |z0 − σ|
n

(n+1) sgn(z0 − σ) + z1,

ż1 = −λ1L
1
n |z1 − v0|

(n−1)
n sgn(z1 − ż0) + z2,

...
żn−1 = −λn−1L

1
2 |zn−1 − vn−2|

1
2×

sgn(zn−1 − żn−2) + zn,

żn ∈ −λnLsgn(zn − żn−1) + [−L,L],

(2)

其中: L > 0;λi > 0(i = 0, 1, · · · , n)选取适当参数,
系统将在有限时间T̃0内达到稳定.

引引引理理理 2 [21] 模糊逻辑系统是由模糊规则库、模糊

推理、模糊器、解模糊器组成,其模糊IF–THEN规则
库为
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Rl: 如果x1是F l
1, x2是F l

2, xn是F l
n,则y是Gl, l =

1, 2, · · · , N .

定义f(x)为紧集Ω内任意连续函数,则存在∀ε >
0,存在模糊系统θTξ(x)使得

sup
x∈Ω

|f(x)− θTξ(x)| 6 ε, (3)

其中: θ∗ = [θ∗1 · · · θ∗N ]
T表示理想权值向量;

ξ(x) =
[ω1(x) ω2(x) · · · ωN(x)]

T

N∑
i=1

ωi(x)

是一组基函数向量,其中N > 1是模糊规则的个数.
ωi为高斯函数.

引引引理理理 3 对于∀(a, b) ∈ R2,满足不等式

ab <
εp

p
|a|p + 1

qεq
|b|q, (4)

其中: ε > 0, p > 1, (p− 1)(q − 1) = 1.

3 观观观测测测器器器设设设计计计

在本节中,考虑系统(1)中状态未知、存在不确定
函数和未知外界扰动信号的情况,设计模糊状态观测
器观测未知状态,并对不匹配扰动信号观测和补偿,
消除扰动对观测器的影响.

3.1 模模模糊糊糊状状状态态态观观观测测测器器器

针对系统中的未知函数,采用模糊逻辑系统对未
知函数进行逼近,由引理1可以得到f̂i(X)及其误差:

f̂i(X̂) = θ̂Ti ξi(X̂),

εi = fi(X̂)− f̂i(X̂|θ∗i ), i = 1, · · · , n,
∆fi = fi(X)− fi(X̂), i = 1, · · · , n,

(5)

其中: X̂为状态X的观测量,模糊逼近误差|εi| 6 ε,
误差∆fi有界满足|∆fi| 6 Fi,模糊最优参数

θ∗ = argmin
θ∈Ωθ

[sup |f̂i(X̂)− fi(X̂)|], ∥θ∗∥ 6 Mθ.

将式(5)代入式(1)可以得到
ẋ1 = x2 + f̂1(X̂) + w1,

ẋi = xi+1 + f̂i(X̂) + wi,

ẋn = u+ f̂n(X̂) + wn,

y1 = x1,

(6)

wi = ∆fi + εi + di, i = 1, · · · , n, (7)

其中式(7)为总扰动项,其包括模糊逼近误差和外界扰
动;且总扰动存在边界

|wi|= |∆fi+εi+d(xi, t)|6 |Fi|+|ε|+D6Ci. (8)

依据式(6),本文设计一种模糊状态观测器观测系
统状态. 首先,定义观测器中一些关键的矩阵及变量.

1) 定义一个对角矩阵∆λ:

∆λ = diag{1, 1
λ
, · · · , 1

λn−1
}, (9)

其中λ > 1为设计的参数.

2) 为解决下文中Lyapunov函数中产生的问题,定
义Q满足等式

Q+ATQ+QA = CTC. (10)

3) 存在有K(ζ) = [k1(ζ1) 0 · · · 0]T ∈ Rn, ζ =

[ζ1 · · · ζn] ∈ Rn满足

ζTK(ζ) > 1

2
ζTCTCζ. (11)

根据以上定义,将模糊状态观测定义为如下形式:
˙̂xi = x̂i+1 + f̂i(X̂n)− λi∆λiQiK(e1),

˙̂xn = u+ f̂n(X̂n)− λn∆λnQnK(e1),

ŷ = Cx̂1,

(12)

其中: λi∆λiQiK(e1)为校正项, x̂i为状态x的观测, ei
= x̂i − xi观测误差.

注注注 1[2] 此处λi∆λiQiK(e1)中K(e1)满足式(11),根据

系统模型和设计要求对K(e1)的选择,式(12)既可以是高增益

观测器,也可以是滑模观测器. 根据系统模型,本文选取传

统Luenberger观测器λi∆λiQiK(e1) = K0e1.

令e = X̂n −Xn,可得{
ė = Ae+B[θ̃Tξ(X̂n) + w]−λ∆−1

λ Q−1K(e1),

e1 = Ce,

(13)

其中: θ̃ = θ − θ∗为参数误差向量,

A=


0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0

, B=


1 0 0

0
... 0

0 0 1

, CT=


1

0
...
0

0

.

3.2 改改改进进进的的的有有有限限限时时时间间间扰扰扰动动动观观观测测测

从式(13)不难发现,不匹配扰动w的存在会对观测

器的状态观测造成影响,使得最终的观测效果不足以
满足系统要求. 本节在引理2Levant微分器基础上结
合非线性函数设计扰动观测器,对系统中不匹配扰动
和匹配扰动精确观测和补偿.

将式(12)中第i阶状态观测器改写为

żi0 = x̂i+1 + f̂i(X̂) + wi − λi∆λiQiK(e1) =

x̂i+1 + f̂i(X̂) + vi0 − λi∆λiQiK(e1).

(14)

设计三阶改进有限时间扰动观测器
żij = vij, j = 1, 2,

vi0 = zi1 − λi,0fal(ei0, δ, κij),

vi1 = zi2 − λi,1fal(ei1, δ, κij),

vi2=− λi,2fal(ei2, δ, κij),

(15)
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其中: λi,0, λi,1, λi,2为扰动观测器的可调设计参数,
ei0 = ei, ei1 = zi1 − vi0, ei2 = zi2 − vi1为扰动观测

误差. 选取fal(·)为

fal(eij, δ, κij)=

 |eij|κij sgn eij, |eij| > δ,

eij
δ1−κij

, |eij| 6 δ,
(16)

其中: δ, κij =
m+ 1− j

m+ 2− j
,m = 2为可调设计参数, κ

的取值决定了函数的非线性程度, δ为线性区间的宽
度.该非线性函数fal(·)具备“小误差放大,大误差减
小”的设计概念,在收敛速度上保留高阶滑模快速收
敛的优点,在|e| ∈ (0, δ)范围内对任意δ ∈ (0, 1)和κ

∈ (0, 1)存在
s

δ1−β
< |s|βsgn s,该设计可以有效地处

理系统稳定的抖振问题.由于fal(·)函数在误差界两侧
具体的表达形式不一样,需分开进行讨论.

当|eij| > δ时,扰动观测器选择如下设计:
vi0 = zi1 − λi,0|ei0|

3
4 sgn ei0,

vi1 = z12 − λi,1|ei1|
2
3 sgn ei1,

vi2 = −λi,2|ei2|
1
2 sgn ei2.

(17)

由引理2可知,选取适当参数扰动观测器所有内部
信号都是有界的,在经过有限时间T̃0后,误差信号ei0
= ei, ei1 = zi1 − vi0, ei2 = zi2 − vi1收敛于零,从而
获得扰动wi的估计及其微分信号vi0 = zi1 = ŵi, vi1
= zi2 = ˙̂wi.

注注注 2 式(17)设计具备快速收敛性能,并在多个文献

[16–17]得到佐证. 但收敛速度速度提高的同时也带来了抖

振,如何消除扰动观测的抖振也应该被关注.

当|eij| 6 δ时,为了避免抖振的产生,采用如下扰
动观测器设计,使得误差可以平缓收敛于零,并将观
测扰动信号进行补偿.

vi0 = zi1 − λ̄i,0ei0,

vi1 = z12 − λ̄i,1ei1,

vi2 = −λ̄i,2ei2,

(18)

其中增益项为λ̄i,j =
λi,2

δ1−κi
.

注注注 3 扰动观测设计精确观测到系统中匹配和不匹配

扰动,并将观测的扰动量应用于观测器设计,消除扰动对观测

器影响.并在反步法设计中对系统每一阶扰动精确补偿,从而

提高系统抗干扰性.

证证证 通过观测器(14)将扰动补偿之后式(13)可以
得到{

ė = Ae+B[θ̃Tξ(X̂)]−λ∆−1
λ Q−1K(e1),

e1 = Ce.
(19)

为了简化分析,对误差e进行如下缩放变换:

z = ∆λe. (20)

因此,可以得到如下关于z的性质:{
∥z∥ 6 ∥e∥ 6 λn−1∥z∥,
Cz = z1 = Ce = e1.

(21)

经过式(20)误差的缩放,式(19)可以转化{
ż = λAz +∆λB[θ̃Tξ(X̂)]−λQ−1K(z),

z1 = Cz.
(22)

设计Lyapunov函数

Ve = zTQz, (23)

对Ve进行求导,并将式(10)(22)代入其中,可得

V̇e = zTQż + żTQz =

−λzTQz−2λ[zTK(z1)−0.5zTCTCz]+

2zTQ∆λB[θ̃Tξ(X̂)] 6

−λλmin(Q)∥z∥2 − 2λ[zTK(z1)−

0.5zTCTCz] + 2zTQ∆λB[θ̃Tξ(X̂)], (24)

其中λmin(Q)是矩阵Q的最小特征值.

通过Young’s不等式可得

2zTQ∆λB[θ̃Tξ(X̂)] 6

n∥z∥2 + ∥∆λ∥2∥Q∥2
n∑

i=1

(θ̃Ti θ̃i). (25)

由于定义式(11)可知zTK(z1) > 0.5zTCTCz,并
将式(25)代入式(24),可得

V̇e 6−λλmin(Q)∥z∥2 + n∥z∥2 − 2λ[zTK(z1)−

0.5zTCTCz] + ∥∆λ∥2∥Q∥2
n∑

i=1

(θ̃Ti θ̃i) 6

−∥∆λ∥2(λλmin(Q)− n)∥e∥2 +

∥∆λ∥2∥Q∥2
n∑

i=1

(θ̃Ti θ̃i). (26)

证毕.

4 控控控制制制器器器设设设计计计

本节详细地给出自适应模糊控制器的设计过程.
控制器的设计包含n个步骤,其中在前n− 1个步骤中,
每一步都会给出虚拟控制信号αi(i = 1, · · · , n− 1),
最终的控制律u将会在第n步中给出.

步步步骤骤骤 1 考虑系统(1)的第1个子系统,并用模糊逻
辑逼近f1(X)得

ẋ1=x2+f1(X̂)+d1= x̂2+e2+θ̂T1 ξ(X̂)+w1, (27)

及其误差向量S1 = x1 − xd.

设计如下虚拟控制律和模糊自适应律:
˙̂
θ1 = r̄1S1ξ1(x1)− m̄1θ̂1,
˙̂
θi = r̄iSiξi(xi)− m̄iθ̂i,
˙̂
θn = r̄nSnξn(xn)− m̄nθ̂n,

(28)
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˙̂
Θ1=

γr1S
2
1

2
−m1Θ̂1,

˙̂
Θi=

γriS
2
i

2
−miΘ̂i, i=2, · · · , n− 1,

(29)



α1 =− c1S1 − S1 + ẋd −
γ

2
S1Θ̂1−

θ̂T1 ξ1(x1)− ŵ1,

αi =− ciSi − Si−1+α̇i−1−
γ

2
SiΘ̂i+

λi∆λiQK(e1)− θ̂Ti ξi(X̂i)− ŵi,

u = −cnSn − Sn−1 + α̇n−1+

λn∆λnQK(e1)− θ̂Tn ξn(X̂)− ŵn,

(30)

其中: r1, m1为正常数,其中θ̂1是θ∗1的估计,满足θ̃1 =

θ∗1 − θ̂1,且c1 > 0为系统设计参数,定义

Θ∗
i = ∥θ∗i ∥2, Θ∗

i = Θ̂i − Θ̃i, i = 1, · · · , n− 1,

定义S2 = x̂2−α1, · · · , Sn = x̂n−αn−1为跟踪误差.

考虑如下形式的李雅普诺夫泛函:

V1 =
1

2
S2
1 +

1

2r̄1
θ̃T1 θ̃1 +

1

2r1
Θ̃T

1 Θ̃1, (31)

对V1求时间的导数得

V̇1 =S1(S2 + α1 + e2 + θ∗T1 ξ1(X̂)−
θ∗T1 ξ1(x1) + θ̂T1 ξ1(x1) + θ̃T1 ξ1(x1) +

w1 − ẋd)−
1

r1
θ̃T1

˙̂
θ1 −

1

r1
Θ̃T

1
˙̂
Θ1. (32)

注注注 4 Backstepping设计要求虚拟信号αi不能包含系

统全部状态向量X̂ . 然而,未知函数f(X̂)模糊逻辑逼近后,

ξi(X̂)的输入向量仍然是系统全部状态向量,该现象导致αi

产生代数环问题,本文采用模糊技术避免该现象的出现.

将式(30)代入可得

V̇1 =S1(S2 − c1S1 − S1 + e2 + w1 − ŵ1 −
γ

2
τ1Θ̂1 + θ∗T1 ξ1(X̂)− θ∗T1 ξ1(x1)−

θ̃T1 ξ1(x1))−
1

r1
θ̃T1

˙̂
θ1 −

1

r1
Θ̃T

1
˙̂
Θ1. (33)

由于0 < ξT(·)ξ(·) 6 1, γ > 0,利用Young’s不等
式可以得到

S1e2 6 1

2
S2
1 +

1

2
e2,

S1(w1 − ŵ1) 6
1

2
S2
1 +

1

2
(w1 − ŵ1)

2,

S1(θ
∗T
1 ξ1(X̂)−θ∗T1 ξ1(x1))6

γ

2
S2
1Θ

∗
1 +

2

γ
.

(34)

将式(28)–(29)(34)代入式(33)可得

V̇1 6S1S2 − c1S
2
1 +

1

2
(w1 − ŵ1)

2 +
1

2
e2 +

2

γ
+

m1

r1
Θ̃T

1 Θ̂1 +
m̄1

r̄1
θ̃T1 θ̂1. (35)

步步步骤骤骤 i 考虑系统(1)的第i个子系统:

Ṡi = ˙̂xi − α̇i−1 =

Si+1+αi+θ̂Ti ξi(X̂)+ŵi−λi∆λiQK(e1)− α̇i−1.

(36)

设计如下形式的李雅普诺夫泛函:

Vi = Vi−1 +
1

2
S2
i +

1

2ri
Θ̃T

i Θ̃i +
1

2r̄i
θ̃Ti θ̃i, (37)

其中ri为常数. Vi对时间求导得

V̇i = V̇i−1 + Si(Si+1 + αi + θ∗Ti ξi(X̂) + ŵi −
θ̃Ti ξi(X̂)− θ∗Ti ξi(X̂i) + θ̂Ti ξi(X̂i) +

θ̃Ti ξi(X̂i)− λi∆λiQK(e1)− α̇i−1)−
1

r̄i
θ̃Ti

˙̂
θi −

1

r1
Θ̃T

1
˙̂
Θ1. (38)

并将式(30)代入式(38)可得

V̇i 6 V̇i−1 + Si(Si+1 − ciSi − Si−1 +

θ∗Ti ξi(X̂)− θ∗Ti ξi(x̂i)− θ̃Ti ξi(X̂) +

θ̃Ti ξi(X̂i)−α̇i−1)−
1

ri
Θ̃T

i
˙̂
Θi−

1

r̄i
θ̃Ti

˙̂
θi. (39)

根据Young’s不等式可得
−Siθ̃

T
i ξi(X̂) 6 S2

i +
1

4
θ̃Ti θ̃i,

Si(θ
∗T
i ξi(X̂)−θ∗Ti ξi(X̂i)) 6

γ

2
S2
i Θ

∗
i +

2

γ
.

(40)

将式(28)–(29)(40)代入式(39)可得

V̇i 6SiSi+1 − c1S
2
1 −

i∑
j=2

(cj − 1)S2
j +

1

2
e2 +

1

2
(w1−ŵ1)

2 +
i∑

j=1

(
mj

rj
Θ̃T

j Θ̂j+
m̄j

r̄j
θ̃Tj θ̂j) +

1

4

i∑
j=2

θ̃Tj θ̃j +
2i

γ
. (41)

步步步骤骤骤 n 考虑系统(1)的第n个子系统:

Ṡn = ˙̂xn − α̇n−1 =

u+θ̂Tn ξn(X̂)+ŵn−λn∆λnQK(e1)−α̇n−1. (42)

设计如下形式的李雅普诺夫泛函:

Vn = Vn−1 +
1

2
S2
n +

1

2rn
θ̃Tn θ̃n, (43)

其中rn为常数. Vn对时间求导得

V̇n = V̇n−1 + Sn(u+ θ̂Tn ξn(X̂) +

θ̃Tn ξn(X̂)− θ̃Tn ξn(X̂) + ŵn −

α̇n−1−λn∆λnQK(e1)) +
1

r̄n
θ̃Tn

˙̂
θn. (44)

将式(30)代入式(44)可得

V̇n = V̇n−1 + Sn(−cnSn − Sn−1−θ̃Tn ξn(xn))−
1

r̄n
θ̃Tn (Snξn(xn)− ˙̂

θn). (45)
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通过Young’s不等式可得

−Snθ̃
T
n ξn(X̂) 6 S2

n +
1

4
θ̃Tn θ̃n. (46)

将式(28)(46)代入式(45)可得

V̇n 6−c1S
2
1 −

n∑
j=2

(cj − 1)S2
j +

1

2
(w1 − ŵ1)

2 +

1

2
e2 +

n∑
j=1

(
mj

rj
Θ̃T

j Θ̂j +
m̄j

r̄j
θ̃Tj θ̂j) +

1

4

n∑
j=2

θ̃Tj θ̃j +
2(n− 1)

γ
. (47)

证证证 根据Young’s不等式可得
m̄i

r̄i
θ̃Ti θ̂i 6 − m̄i

2r̄i
θ̃Ti θ̃i+

m̄i

2r̄i
∥θ∗i ∥2,

mi

ri
Θ̃T

i Θ̂i 6 −mi

2ri
Θ̃T

i Θ̃i+
mi

2ri
∥Θ∗

i ∥2.
(48)

将式(26)(48)代入式(47)可得

V̇ = V̇e + V̇n 6
−∥∆λ∥2(λλmin(Q)− n)∥e∥2 − c1S

2
1 −

n∑
j=2

(cj − 1)S2
j − (

m̄1

2r̄1
−H)θ̃T1 θ̃1 −

n∑
j=2

(
m̄j

2r̄j
−H − 1

4
)θ̃Tj θ̃j +

n∑
i=1

m̄i

2r̄i
∥θ∗i ∥

2 −

n−1∑
i=1

mi

2ri
Θ̃T

i Θ̃i +
n−1∑
i=1

mi

2ri
∥Θ∗

i ∥
2
+

1

2
(w1 − ŵ1)

2
+

1

2
e2 +

2(n− 1)

γ
6

−aV + b, (49)

其中H = ∥∆λ∥2∥Q∥2,并满足以下不等式:
λλmin(Q)− n > 0,
m̄1

2r̄1
−H > 0,

m̄i

2r̄i
−H − 1

4
> 0, i = 2, · · · , n,

(50)

a = {β(λλmin(Q)−n)

λmax(Q)
, 2c1, 2(c2−1), · · · ,

2(cn−1), 2r̄1(
m̄1

2r̄1
−H), 2r̄2(

m̄2

2r̄2
−H− 1

4
),

· · · , 2r̄n(
m̄n

2r̄n
−H− 1

4
),m1, · · · ,mn−1}, (51)

b =
1

2
(w1 − ŵ1)

2 +
1

2
e2 +

n−1∑
i=1

mi

2ri
∥Θ∗

i ∥
2
+

n∑
i=1

m̄i

2r̄i
∥θ∗i ∥2 +

2(n− 1)

γ
. (52)

通过式(49)可以得到

Vn(t)6 (Vn(t0)−
b

a
)e−a(t−t0) +

b

a
6

Vn(t0)e
−a(t−t0) +

b

a
, ∀t > t0. (53)

这样就可以证得Si, θ̃i和Θ̃i都是有界的, θ̂i, Θ̂i均

是有界的. 于是可以证得系统的输入信号u也是有界

的. x(t)和所有其他控制信号在任何时间间隔都是有

界的. 有不等式 lim
t→∞

|S1| 6
√

2b

a
成立. 当选取合适的

控制器参数时,系统的跟踪误差可以减小到零的任意
小邻域内.但由于a, b中含有控制器增益c,因此控制
器参数和系统初始状态的取值在很大程度上决定着

跟踪误差收敛情况,参数需要在实际设计中进行适当
的调整. 例如,控制器增益需要在瞬态和稳态性能之
间的折中选择. 证毕.

5 仿仿仿真真真算算算例例例

本节通过数值仿真验证所提出控制器和观测器的

有效性. 考虑如下非严格反馈形式的二阶不确定非线
性系统: 

ẋ1 = f1(x̄2) + x2 + d1,

ẋ2 = f2(x̄2) + u+ d2,

y = x1,

(54)

其中fi是光滑的未知函数. 系统中的不确定非线性函
数选取为 {

f1(x̄2) = 3(x1 + x2),

f2(x̄2) = x2 sin x1 + x2.
(55)

选取参考输入信号xd = 5 sin(0.5πt) + cos(πt).
考虑实际扰动种类不同,仿真中选取扰动信号分别为

阶跃扰动d1 =

{
0, t 6 10,

0.4, t > 10,
连续扰动

d2=0.01(x2
1 + x1x2+x2 cos x1+3x1x2 sin x2).

仿真系统参数选取步骤如下所示:

步步步骤骤骤 1 根据设计原理,给出了各参数首次出现
时的取值范围.例如,控制器增益ci > 0, Levant微分
器设计要求L > 0, λ > 1等.

步步步骤骤骤 2 为了保证系统的稳定性,在第4章稳定性
证明过程中进一步限制了某些参数的取值范围.

步步步骤骤骤 3 为了获得有效的跟踪性能,所有参数都
在步骤1–2的允许值范围内进行选择,通过多次仿真
试验获得最佳参数. 观测器及控制器具体设计参数如
表1所示.

表 1设计参数表
Table 1 Parameters table

参数 c1 c2 r̄1 r̄2 m̄1 m̄2 δ

取值 15 145 0.2 0.1 5 10 0.3

参数 λ λi1 λi2 λi3 L κ

取值 180 0.1 1 2 10 0.1

仿真结果如图1–5. 图1–2是模糊状态观测器的两
个状态信号x̂1和x̂2的观测效果及误差,通过观测误差
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曲线可以看出系统具有较高观测精度,且在不匹配扰
动影响后依旧可以保持良好的观测效果.

图 1 x1状态观测器观测效果

Fig. 1 The observation effect of x1

图 2 x2状态观测器观测效果

Fig. 2 The observation effect of x2

图3中的曲线表示系统跟踪效果以及误差情况,本
文考虑在两种不同的输入信号

xd = 5 sin(0.5πt) + cos(πt), xd =

{
0, t 6 5,

5, t > 5

下对比控制器的实际跟踪效果,可以明显发现,本文
控制器可以快速跟踪上参考信号,且性能在稳态性能
和瞬态性能上都更加优异.在t = 10 s时刻,对阶跃扰
动信号d1可以快速补偿,减少扰动对系统的影响,具
备快速抗扰动性能.

为了凸显本文扰动观测性能,针对两种不同扰动
进行扰动的观测与补偿,本文扰动观测器(disturbance
observer with fal function, falDOS)分别与高阶次幂扰
动观测器(high power disturbance observer, HPDOS[20])、
线性扰动观测器(linear disturbance observer, LDOS),
有限时间观测器 (finite-time disturbance observer,
FTDOS[5])进行对比. 仿真结果见图4,通过对扰动d1,
d2的跟踪效果,明显发现本文设计的扰动观测器相比
LDOS和HPDOS收敛速度上更快速,稳态性能也更加
优异;相比于FTDOS,消除了稳态抖振问题,且仍然具
备着相同的收敛速度.图5为控制器的输出控制信号.

(a) 跟踪效果(xd = 5 sin(0.5πt) + cos(πt)时)

(b) 误差(xd = 5 sin(0.5πt) + cos(πt)时)

(c) 跟踪效果(xd =

{
0, t 6 5,

5, t > 5
时)

(d) 误差(xd =

{
0, t 6 5,

5, t > 5
时)

图 3 系统跟踪效果以及误差情况

Fig. 3 Tracking effect and error
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图 4 有限时间扰动观测

Fig. 4 Finite time disturbance observation

6 结结结论论论

本文针对状态未知且含有不匹配扰动的非严格反

馈非线性系统,提出带不匹配扰动补偿的输出反馈模
糊控制器,解决非严格反馈系统中虚拟控制信号的代
数环问题,克服了不匹配扰动对观测器和控制器的影

响.采用改进的有限时间扰动观测器对系统每一阶的
外部扰动和模糊逼近误差构成的不匹配总扰动信号

精确观测,使得观测误差在有限时间内收敛,并解决
了快速收敛带来的抖振问题,将观测的扰动量在观测
器设计和反步法控制设计中进行精确补偿,提高系统
的抗干扰性能和鲁棒性.

图 5 控制信号u

Fig. 5 Control signal u
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