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摘要:本文基于统计学习中众所周知的信度传播理论来研究非线性凸优化问题的分布式算法. 通过对优化问题
中的网络图中节点上和节点之间的计算以及信息传递过程的深入研究,结合信度传播理论得出适合分布式优化算
法的信息传递策略.在集中式经典牛顿法和原始对偶方法框架下,所提分布式算法通过网络中的信息传递策略来完
成设计.所提的分布式牛顿–拉夫森算法在无圈连通图情形下是集中式牛顿法的分布式实现. 所提分布式原始对偶
算法在无圈图情形下有集中式原始对偶算法的收敛效果,且对于有圈连通图也有较好的适应性和鲁棒性. 仿真实
验说明了我们所提信息传递策略和算法的收敛效果和适合的应用场景.
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Abstract: This paper is based on the well-known belief propagation theory in statistical learning to study distributed
algorithms for nonlinear convex optimization problems. Through in-depth research on the calculation and information
transfer process on and between nodes in the network graph of the optimization problem, combined with the belief prop-
agation theory, an information transfer strategy suitable for distributed optimization algorithms is obtained. Under the
framework of the centralized classic Newton method and the primal-dual method, the proposed distributed algorithm com-
pletes the design using the information transmission in the network. The proposed distributed Newton–Raphson algorithm
is a distributed implementation of the centralized Newton method in the case of acyclic connected graphs. The proposed
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1 引引引言言言

本文研究由稀疏无向连通图G = {V, E}来刻画的
分布式优化问题:

min
x∈Rp

f(x)
.
=

n∑
i=1

fi(x), (1)

其中: V = {1, 2, · · · , n}, E ⊂ V × V . 网络中各节点
具有私有成本函数fi(x) : Rp → R. f(x)是总成本函
数, x ∈ Rp是要优化的全局决策变量. 这个问题已经
在多自主控制[1]、无线传感器网络中的传感器融

合[2]、分布式学习[3–4]中有多种应用.
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在分布式的意义下,优化问题(1)可以等价改写为

min
xxx∈Rnp

F (xxx)
.
=

n∑
i=1

fi(xi),

s.t. xi = xj, ∀i, j ∈ V,
(2)

这里xxx = col{x1, x2, · · · , xn} ∈ Rnp. 本文所关注和
追求的算法是仅通过每个节点的计算以及和与邻居

节点间的通信来实现的分布式优化算法.

在现有大量的分布式优化算法的文献中,分布式
优化算法主要是在经典优化算法如梯度类方法,或对
偶方法类的基础上结合趋同矩阵来重构的分布式迭

代算法. 在梯度方法类中具有代表性的文献主要有,
文献[5]中的分布式(次)梯度法(distributed subgradient
method, DSM),文献[6]中考虑提前量的分布式涅斯
捷罗夫加速梯度法(Nesterov gradient method),文献
[7]利用多步迭代状态信息的分布式重球(heavy-ball)
梯度方法,文献[8]中利用优化函数的二阶梯度信息的
近似牛顿算法. 文献[9]中通过动态系统来迭代构建趋
近于全局牛顿–拉夫森梯度方向的分布式算法. 另一
类在原始对偶算法的文献中具代表性的主要有,文
献[10]中借助趋同矩阵文献提出的分布式拉格朗日算
法,以及大量的如文献[11–13]中研究的分布式的交替
方向乘子法(alternating direction method of multipliers,
ADMM)算法. 现存的这两大类分布式优化算法中,其
内嵌的趋同矩阵是算法实现分布式的关键,并使整体
的分布式优化算法设计具有简单明确,收敛性易于证
明的特点. 但这同时也由于这类趋同矩阵(随机矩阵
或双随机局阵)的使用降低了分布式算法的收敛速度,
使得这样的分布式算法很难达到相应的中心式算法

的收敛速度.

在本文中,不同于上述的两类代表性文献中的直
接使用趋同矩阵的分布式优化算法设计,本文深入到
问题所涉及的网络拓扑图中节点间的信息传递方式

来考虑算法设计.这里,本文基于在通讯和编码理论
中广泛研究的信度传播(belief propagation)[14–15]理论,
直接设计节点间的迭代信息传递策略.这一策略确保
可以通过有限步和邻居节点间信息交换来达到精确

趋同(无圈图)或渐进趋同(有圈图),同样这一策略适
当修改可以用于线性方程组分布式求解. 本文在作者
之前两篇文章[16–17]的基础上归纳改进出的两个分布

式优化算法进一步凸显了这一策略在分布式优化算

法设计的有效性. 信度传播理论和算法主要是利用网
络中节点与节点之间相互传递信息而更新当前整个

网络中的状态,该算法是一种迭代的方法且所有信息
的传播可以并行实现,经过多次迭代后,所有节点的
信度不再发生变化,就称此时每一个节点的状态即为
最优状态,对于无环连通图,信度传播算法可以收敛
到其最优解. 这一算法主要用在解决概率图模型概率
推断问题和通信学习中. 在本文中,作者借鉴这一理

论来设计本文优化算法中替换大量文献中常用的趋

同矩阵的关键的工具.

在具体的分布式优化算法设计中,首先,基于一、
二阶梯度信息和通过信度传播理论修改设计的信息

传播策略策略给出牛顿迭代的分布式算法,这个策略
使每个节点有限步精确获取全局的牛顿梯度下降方

向,这样的双层迭代算法在无圈连通图情况下可以做
到中心式牛顿迭代算法的收敛;其次,作者采取原始
对偶的迭代框架设计算法来应对有圈图情形,通过适
当修改信息传递策略使之能用来分布式迭代求解最

优性条件转化来的线性方程组. 在无圈图情况下,本
文的信息传递策略能精确求解原始对偶框架下的子

优化问题;对于有圈图,本文的整体算法也有好的收
敛和适应性. 仿真实验进一步说明分布式原始对偶算
法对有圈图情形的有效性,对比现有使用二次梯度信
息算法[8],更体现本文分布式原始对偶算法的优势.

文章主要内容包括问题描述,算法设计、仿真实
验、结论与展望和参考文献. 本文采用diag{·}表示对
角矩阵; col{·}表示列向量; | · |表示对“·”中元素取
绝对值; ⊗为克罗内克积(kronecker product); 111n为元
属均为1的向量; IIIp×p为单位矩阵;AAA ≽ 000(≻ 000)表示

矩阵AAA为半正定(正定)矩阵; .=为定义符号.

2 问问问题题题描描描述述述

2.1 网网网络络络模模模型型型和和和相相相关关关假假假设设设

本文考虑一个由二元组G = {V, E}刻画的(稀疏)
网络图,这是具有n个节点(或自主体)和m个边的无
向连通简单图, V和E分别是节点和边的集合. Ni =

{j ∈ V|(i, j) ∈ E}是节点i的邻居.假设在边eij的表
示中i < j,边点关联矩阵CCC ∈ Rm×n中每一列代表一

个节点,每一行对应一个边. 在此矩阵的列中,所有边
均根据字典顺序排序.则CCC的元素可以定义为

CCC((i,j),s)
.
=


1, eij ∈ E , s = i,

−1, eij ∈ E , s = j,

0, 其他.

(3)

图G的拉普拉斯矩阵LLL .
= CCCTCCC =DDD −AAA,是对称半

正定矩阵,且满足L1L1L1 = 000. 这里AAA ∈ Rn×n是节点邻接

矩阵,DDD是以图G中节点的度(di为节点i的度)为元素
的对角矩阵.

假假假设设设 1 图G = {V, E}是连通、无向、简单图.

2.2 问问问题题题描描描述述述

在图G = {V, E}中,本文的目标是通过网络中各
节点的协作来求解函数f(x)或F (xxx)的最小值,即分
布式解决问题(1)或等价问题(2). Rp中的xi是保存在

节点i上的全局决策变量x的副本,由于图是双向连通
的,因此问题(1, 2)中的优化问题还可等价于

{x∗
i } = arg min

{xi}n
i=1

n∑
i=1

fi(xi), (4a)
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s.t. xi − xj = 000p, ∀i, j ∈ Ni, (4b)

这里x∗
1 = x∗

2 = · · · = x∗, x∗为问题(1)的最优值解.
利用式(3)中的关联矩阵CCC,记xxx∗ .

= 111n ⊗ x∗, C .
= CCC

⊗ IIIp×p,这里C ∈ Rmp×np, xxx∗ ∈ Rnp. 本文得到优化
问题(4a)的向量形式

xxx∗ = arg min
xxx∈Rnp

F (xxx),

s.t. Cxxx = 000mp.
(5)

在本文中,考虑到算法设计以及保证最优解的存在唯
一性,有如下对目标函数的假设:

假假假设设设 2 对于V中任意节点i, fi(·)是二阶连续可
微的闭恰当函数,还具有严格凸和光滑的性质.

注注注 1 在假设(2)下,存在0 < γ 6 Γ 6 ∞,使得γIIIp×p

≼ ∇2fi(x) ≼ ΓIIIp×p. 这样f(x), F (xxx)也是严格凸的二阶连

续可微的光滑函数,二阶梯度也是正且有界的.

3 算算算法法法设设设计计计

在本章中,利用网络节点私有目标函数的一、二阶
梯度信息,本文依据信度传播理论在之前工作[16]的基

础上修改改进的节点间的信息传递策略来设计分布

式优化算法. 在所提的两个分布式算法中,分布式牛
顿法是由这一信息传递策略结合牛顿–拉夫森方法构
成;进一步修改这一信息传递策略,应用在原始对偶
框架下得出分布式原始对偶算法.

3.1 分分分布布布式式式牛牛牛顿顿顿算算算法法法

在本章节中,在图G为无圈图的情况下考虑问题
(1). 依据经典的牛顿–拉夫森迭代法,

xxx(k + 1) = ψ(xxx(k)), (6)

这里ψ(xxx(k))
.
= (h(xxxxxxxxx(k)))−1g(xxxxxxxxx(k)).定义全局变量

h(xxx(k))
.
=

n∑
i=1

∇2fi(xi(k)),

g(xxx(k))
.
=

n∑
i=1

[hi(xi(k))xi(k)−∇fi(xi(k))].

为了获取全局变量h(xxx(k)), g(xxx(k))进而计算
ψ(xxx(k)). 类似之前文献[16]采用的信息传递策略,从
如下任意节点i ∈ V私有目标函数的一、二阶信息

gi(xi(k))
.
= hi(xi(k))xi(k)−∇fi(xi(k)),

hi(xi(k))
.
= ∇2fi(xi(k))

出发来设计信息传递策略.令si→j(l)和ti→j(l)表示在

迭代l时由节点i传递给节点j的信息.考虑如下的信息
传递策略和计算过程:

1) 初始化(l = 0),{
si→j(0) = gi(xi(k)),

ti→j(0) = hi(xi(k)).
(7)

2) 在迭代l=1, 2, · · · , d中,对于任意i∈V ,计算

s̃i(l) = gi(xi(k)) +
∑

j∈Ni

sj→i(l − 1), (8a)

t̃i(l) = hi(xi(k)) +
∑

j∈Ni

tj→i(l − 1). (8b)

3) 对于j ∈ Ni,计算{
si→j(l) = s̃i(l)− sj→i(l − 1),

ti→j(l) = t̃i(l)− tj→i(l − 1).
(9)

这里给出在无圈图G行情下上述信息传递策略和
计算过程的详细分析并综合这一策略所能达到的结

果.考虑无圈图G的一个分解G=Gi ∪ (i, j) ∪ Gj ,移
除边(i, j)后即可得到两个不相交的子图Gi和Gj ,
Vi和Vj是相应的点集. 令Vi(l)是属于V中的距离节
点i至少l步远的点集(∀l > 0且i /∈ Vi(l)).

综合分析上面的信息传递策略和计算过程,对于
每一个节点i本质上是在迭代过程中逐步不重复地收

集到Vi(l)中节点信息.对于这一策略所能达到的结果,
本文用数学归纳法来分析如下: 首先在l = 1时, i传给
j的信息除了自身信息gi(xi(k))还应包含sm→i(0),

m∈Ni \ j. 又由于m∈Ni \ j等价为m∈Vi(1) \ Vj ,
从而有

si→j(1) = gi(xi(k)) +
∑

m∈Ni\j
sm→i(0) =

gi(xi(k)) +
∑

m∈Vi(1)\Vj

gm(xm(k)), (10)

其次考虑l = 2时, si→j(2)除了自身信息gi(xi(k))还

应该包含sm→i(1),m∈Ni\j,由l=1的情况, sm→i(1)

除了自身信息gm(xm(k))还应该包含sv→m(0), v ∈
Nm \ i. 这样v的集合又可以看做是集合Vi(2) \ Vj ,
从而有

si→j(2) = gi(xi(k)) +
∑

m∈Ni\j
sm→i(1) =

gi(xi(k)) +
∑

m∈Vi(2)\Vj

gm(xm(k)). (11)

重复以上内容,通过数学归纳,对于∀l > 0,得出

si→j(l) = gi(xi(k)) +
∑

m∈Vi(l)\Vj

gm(xm(k)). (12)

对于∀j ∈ Ni,则在Gj中与节点j距离l − 1步远的节

点与节点i的距离为l,这样就有

Vi(l) \ Vj ⊔ Vj(l − 1) \ Vi ⊔ {j} = Vi(l).

这样联系式(9)(12),可得

s̃i(l) = si→j(l) + sj→i(l − 1) =

gi(xi(k)) +
∑

m∈Vi(l)

gm(xm(k)).

同理可得到t̃i(l)的类似等式,综上可得

s̃i(l) = gi(xi(k)) +
∑

j∈Vi(l)

gj(xj(k)), (13a)

t̃i(l) = hi(xi(k)) +
∑

j∈Vi(l)

hj(xj(k)). (13b)

这样在固定迭代k和任意确定的i,在内层迭代l逐步增
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大时, s̃i(l), t̃i(l)收集到的信息在逐步增多. 当l > d(d
为图的直径)时, s̃i(l) = g(xxx(k)), t̃i(l) = h(xxx(k)). 又
有

g(xxx(k)) =
n∑

i=1

[hi(xi(k))xi(k)−∇fi(xi(k))], (14)

h(xxx(k)) =
n∑

i=1

∇2fi(xi(k)). (15)

进而这样就保证了ψ(xxx(k))
.
=(h(xxxxxxxxx(k)))−1g(xxxxxxxxx(k))在

足够多的内层迭代(l > d, d为图的直径)时可以为任
意节点i获得,在结合外部迭代(6)易于得出如下结论:

定定定理理理 1 在假设1–2以及无圈图的条件下,如下
的牛顿迭代:

xi(k + 1) = ψ(xxx(k)), (16)

其中ψ(xxx(k))由每个i通过上述的信息传递策略和计

算过程(7)–(9)获得. 则对于任意节点i ∈ Ni在任意初

值下都收敛到唯一的最优值x∗. 特别地,若选取相同
的初值xi(0) = x̄(0), ∀i ∈ V ,每个节点的迭代轨迹重
合,也即xi(k) = xj(k) = x̄(k), ∀i, j ∈ V .

注注注 2 每一个节点i的状态变量xi(k)由相同的全局变

量ψ(xxx(k))来驱动,即每个节点的迭代都是中心式牛顿迭代的
再现. 为简洁记,不再通过仿真实验验证定理1的收敛.

这一分布式牛顿算法是传递策略和计算过程(7)–
(9)在经典牛顿法上的直接应用,在无圈连通图情况下
经过足够的内迭代实现了中心式牛顿法的分布式实

现. 这一算法对于更一般的连通图(主要针对有圈图),
类似文献[16]也可以推广使用并具有收敛性,但在本
文中,作者选择在更具鲁棒性的原始对偶方法框架下
适当改进这一信息传递策略和计算过程来设计分布

式优化算法.

3.2 分分分布布布式式式原原原始始始对对对偶偶偶算算算法法法

在更具鲁棒性的原始对偶框架下,兼顾考虑有圈
图的情形,从等价问题(5)出发,结合文献[17]来完成
算法的设计.令问题(5)的增广拉格朗日函数Lρ : Rnp

× Rmp → R(参数ρ > 0)为

Lρ(xxx,yyy)
.
= F (xxx) + ρyyyTCxxx+

ρ

2
xxxTLxxx, (17)

这里yyy ∈ Rmp为对偶变量, L .
= CTC = LLL⊗ IIIp×p. 增

广项
ρ

2
xxxTLxxx为违反趋同一致性限制的惩罚项.在假

设2下,增广拉格朗日函数有如下推论.

推推推论论论 1[18] 由假设2, Lρ(xxx,yyy)具有惟一的鞍点,
即存在惟一的解对(xxx∗, yyy∗)对于所有的xxx ∈ Rnp, yyy ∈
Rmp满足

Lρ(xxx
∗, yyy) 6 Lρ(xxx

∗, yyy∗) 6 Lρ(xxx,yyy
∗).

基于增广拉格朗日函数(17),原始对偶框架如下:

xxx(k + 1) =

argmin
xxx

Lρ(xxx,yyy(k)) +
ϵ

2
∥xxx− xxx(k)∥2, (18a)

yyy(k + 1) = yyy(k) + ρCxxx(k + 1), (18b)

把yyyT(k)C看作一个整体,记qqq(k) .= CTyyy(k)为新对偶

迭代变量. 则原始对偶迭代可以改写为xxx(k + 1) = argmin
xxx

Lρ,ϵ(xxx,qqq(k)),

qqq(k + 1) = qqq(k) + ρLxxx(k + 1).
(19)

这里

Lρ,ϵ(xxx,qqq(k)) =F (xxx) + ρqqqT(k)xxx+
ρ

2
xxxTLxxx+

ϵ

2
∥xxx− xxx(k)∥2,

最后一项只用于提高迭代稳定性.

首先Lρ,ϵ(xxx,qqq(k))的二阶近似形式可写为

Lρ,ϵ(xxx,qqq(k)) ≈

F (xxx(k)) + qqqT(k)xxx(k) +
ρ

2
xxxT(k)Lxxx(k) +

(∇F (xxx(k))T + qqqT(k) + ρxxxT(k)L)∆xxx+

1

2
∆xxxT(∇2F (xxx(k)) + ρL+ ϵIIInp×np)∆xxx, (20)

其中∆xxx
.
= xxx− xxx(k),

∇F (xxx(k)) .=(∇f1(x1(k)) ∇f2(x2(k)) · · ·
∇fn(xn(k)))

T,

∇2F (xxx(k))
.
=diag{∇2f1(x1(k)),∇2f2(x2(k)),

· · · ,∇2fn(xn(k))}.

令Lρ,ϵ(∆xxx,qqq(k))关于∆xxx的梯度为零,记这时的
∆xxx为∆xxx(k),可得如下方程:

(∇2F (xxx(k)) + ρL+ ϵIIInp×np)∆xxx(k) =

−(∇F (xxx(k)) + qqq(k) + ρLxxx(k)).

令

bbb(k)
.
= −(∇F (xxx(k)) + qqq(k) + ρLxxx(k)),

HHH(k)
.
= ∇2F ((((k)) + ρL+ ϵIIInp×np,

则上述等式变成方程组求解问题

HHH(k)∆xxx(k) = bbb(k). (21)

对于HHH(k) = {hij(k)}, hij ∈ Rp×p为分块矩阵,
有如下的推论.

推推推论论论 2 矩阵HHH(k)是严格主对角占优的.

证证证 在HHH(k)的构成中,LLL = {lij}是对称半正定
的拉普拉斯矩阵, ∀i ∈ V , lii =

∑
∀j ̸=i

|lij|,再由假设2

可知, ∇2F (xxx)是正定对角矩阵. 又由于ϵ > 0,则∀i
∈ V ,

hii =∇2fi(xi(k)) + liiIIIp×p + ϵIIIp×p ≻∑
j ̸=i

|lij|IIIp×p =
∑
∀j ̸=i

|hij|,
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从而结论成立.

这样迭代(19)可以写为如下迭代:

xxx(k + 1) = xxx(k) + ∆xxx(k), (22a)

HHH(k)∆xxx(k) = bbb(k), (22b)

qqq(k + 1) = qqq(k) + ρLxxx(k + 1). (22c)

迭代过程(22)构成了问题(5)完整的原始和对偶迭代
框架. 方程组(22b)的分布式求解作为这一框架的内层
迭代为整个问题的关键.本文用增广矩阵[HHH(k) : bbb(k)]

表示所要处理的方程组. 依据推论2,HHH(k)是稀疏的

主对角严格占优的对称正定矩阵.

bbb(k) = col{b1(k), b2(k), · · · , bn(k)},
bi(k) = −∇fi(xi(k))− qi(k)− ρ(dixi −

∑
j∈Ni

xj).

对于方程组具体求解,要有别于前述牛顿算法中
的信息传递策略和计算过程,结合文献[17]研究基础,
改进的信息传递策略和计算过程如下: 在固定的原始
对偶外层迭代k情况下,定义hi→j(t)和bi→j(t)为在t

步迭代中两个用来传递从节点i到节点j ∈ Ni信息的

变量. 选取初始值

hi→j(0) = hii(k) ∈ Rp×p, bi→j(0) = bi(k) ∈ Rp.

对于∀i ∈ V, j ∈ Ni,对[HHH(k) : bbb(k)]进行下述操作:

h̃i(k, t) = hii(k)−
∑

v∈Ni

h−1
v→i(t− 1)hvi(k)hiv(k),

(23a)

b̃i(k, t) = bi(k)−
∑

v∈Ni

h−1
v→i(t− 1)hiv(k)×

bv→i(t− 1), (23b)

∆xi(k, t) = h̃−1
i (k, t)b̃i(k, t), (23c)

hi→j(t) = h̃i(k, t) + h−1
j→i(t− 1)hji(k)hij(k),

(23d)

bi→j(t) = b̃i(k, t) + h−1
j→i(t− 1)hij(k)×

bj→i(t− 1). (23e)

这是一个完整的信息传递和计算的迭代过程,相对于
前述的迭代过程(7)–(9)的只是在之前项中添加了求
逆的运算.添加求逆运算的作用在整体方程组解的不
变性,添加的求逆运算的合法性由后续的推论3保证.
中间变量h̃i(k, t)和b̃i(k, t)分别是对HHH(k)的第i行主

元和bbb(k)中对应第i分量的在内层迭代为t时的变化结

果的记录. 并记它们的向量形式为

H̃HH(k, t)
.
= diag{h̃1(k, t), h̃2(k, t), · · · , h̃n(k, t)},

b̃bb(k, t)
.
= col{b̃1(k, t), b̃2(k, t), · · · , b̃n(k, t)}.

在网络图G为无圈连通图时,当内层迭代t足够
多(大于图的直径)时,由式(23c)计算得到的解为精确
解,这时方程组[HHH(k) : bbb(k)]和[H̃HH(k, t) : b̃bb(k, t)]之

间只相差若干的行线性初等变换,是相互等价的. 在

网络图G为有圈连通图时,足够多的内迭代也是相当
于在对方程组[HHH(k) : bbb(k)]进行行初等变换,保持方
程组解的不变性,但不能完全消去所以的方程组中矩
阵HHH(k)的非对角元素,只是使矩阵HHH(k)的主对角元

素站优的权重在随着内迭代逐步加大.这种情况下记
录的[H̃HH(k, t) : b̃bb(k, t)]作为方程组的解在随着迭代逐

步逼近方程组[HHH(k) : bbb(k)]的解.

对这一内层迭代过程式(7)–(9)的分析可以直接总
结出定理2.

推推推论论论 3[17] 在HHH(k)严格主对角占优且迭代初值

为hi→j(0) = hii(k), bi→j(0) = bi(k), h̃i(0) = hii(k)

的条件下,对于∀i ∈ V, j ∈ Ni, t = 0, 1, · · · ,有

hi→j(t) ≻ |hij(k)|, h̃i(k, t) ≻ 000p×p.

证证证 由初始条件并用数学归纳法易于证明推论的

成立,详情可参考文献[17].

定定定理理理 2 在假设1–2下,设所涉及的G的直径为d,
迭代过程(23)具有如下的结论:

1) 若图G为无圈图,经过t > d次的迭代过程,方
程组[HHH(k) : bbb(k)]等价为[H̃HH(k, t) : b̃bb(k, t)],且有

∆xxx(k, t) = H̃HH(k, t)−1b̃bb(k, t) = ∆xxx∗(k) =

HHH(k)−1bbb(k). (24)

当0 < t < d时, ∆xxx(k, t) = H̃HH
−1
(k, t)b̃bb(k, t),

lim
t→d

∆xxx(k, t) = ∆xxx∗(k) =HHH(k)−1bbb(k). (25)

2) 若所涉及的图G为有圈图时,经过t次的迭代过

程, ∆xxx(k, t) = H̃HH
−1
(k, t)b̃bb(k, t)且

lim
t→∞

∆xxx(k, t) = ∆xxx∗(k). (26)

定理2的具体证明可以类比参考文献[17]中定理
的证明. 本文后续给出了仿真实验来说明迭代过程
(23)在无圈和有圈连通图情况下的效果和区别.同时
定理2确保了对于有圈图,可以截断有限步的内部迭
代过程来完成原始对偶框架下算法的设计.

算算算法法法 1 分布式原始对偶算法.

初始化: 选取xxx(0)=111n ⊗ x1(0), qqq(0) = 000np, ρ >
0, ϵ > 0.

主要迭代:

1) 对于k = 1, 2, · · · .
2) 对于任意i ∈ E : 依据式(23)通过邻居节点信息

传递计算bi(k),令hi→j(0)=hii, bi→j(0)=bi(k), j∈
Ni.

3) 对于t = 1, 2, · · · , T.
4) 对于任意 i,根据式 (23a)–(23c)计算 h̃i(k, t),

b̃i(k, t)和∆xi(k, t).

5) 对于任意j ∈ Ni,依据式(23d)和式(23e)计算
hi→j(t)和bi→j(t)并把它们传递给节点j.
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6) 对于i,更新xi(k + 1) = xi(k) + ∆xi(k, t).

7) 对于i,更新

qi(k + 1) = qi(k) + ρ(dixi −
∑

j∈Ni

xj).

定定定理理理 3 考虑上面的原始对偶算法,在满足假设
1–2下,初值xxx(0) = 111n ⊗ x1(0),存在0 < ξ < 1,整体
原始对偶的迭代满足如下条件:

∥xxx(k + 1)− x∗x∗x∗∥ 6 ξ∥xxx(k)− x∗x∗x∗∥, (27a)

qqq(k + 1) = qqq(k) + ρLxxx(k + 1), (27b)

则算法显然是收敛的,且收敛速度依赖内层迭代的次
数和图的结构.

证证证 对于算法的迭代,式(27b)是自然满足的,式
(27a)取决于∆xxx(k, t)是否是梯度下降方向.由算法构
造,

∆xxx(k, t) = H̃HH
−1
(k, t)b̃bb(k, t), (28)

∇Lρ(xxx,qqq(k))|xxx=xxx(k) = −bbb(k). (29)

上面两向量相乘为常数,即

(∇Lρ(xxx,qqq(k))|xxx=xxx(k))
T∆xxx(k, t) =

−bbb(k)TH̃HH
−1
(k, t)b̃bb(k, t). (30)

由推论3可知H̃HH
−1
(k, t)为对角元属均为正值的正定对

角矩阵. 而bbb(k)变成b̃bb(k, t)只需一系列行列式为1的行

初等变换矩阵. 这样有

bbbT(k)H̃HH
−1
(k, t)b̃bb(k, t)= b̃bb

T
(k)H̃HH

−1
(k, t)b̃bb(k, t)>0,

(31)

从而

(∇Lρ(xxx,qqq(k))|xxx=xxx(k))
T∆xxx(k, t) < 0, (32)

这样∆xxx(k, t)是梯度下降方向.

由推论1中的鞍点存在且唯一,原始对偶算法的整
体收敛性是显然的. 若图是无圈图且有足够多的内迭
代(大于等于图的直径),算法会有更好的收敛速度.

注注注 3 定理3定性地说明了分布式原始对偶算法的收
敛性,定理中得ξ > 0的上确界依赖于内迭代的所能达到的精

度,有待深入研究.

4 仿仿仿真真真实实实验验验

因为所提的分布式牛顿算法意义明确且与经典的

中心式牛顿法具有一样的收敛效果,这里就略去对其
的仿真实验. 本文中的仿真实验主要针对所提的分布
式原始对偶算法. 为方便表述和计算,这里考虑
p = 1的标量情况.

4.1 对对对于于于方方方程程程组组组分分分布布布式式式求求求解解解的的的仿仿仿真真真实实实验验验

本文所提的分布式原始对偶算法中方程组的分布

式求解是其中的关键步骤,定理2给出了这一关键内
层迭代过程式(23)在无圈和有圈连通图情况下的收敛

效果.本文先对这一定理结果通过简单算例来做仿真
验证.

首先,先给出两个拉普拉斯矩阵L1和LLL2

L1 =



2 − 1 − 1 0 0

−1 3 0 − 1 − 1

−1 0 1 0 0

0 − 1 0 1 0

0 − 1 0 0 1


,

LLL2 =



2 − 1 − 1 0 0

−1 3 0 − 1 − 1

−1 0 1 0 0

0 − 1 0 2 − 1

0 − 1 0 − 1 2


.

这里: LLL1表征一个包含5个节点的连通树图,LLL2表征

的有圈连通图与LLL1的连通树图的唯一区别是在其最

后两个叶节点添加了连线.

其次利用上面的连通树图和有圈连通图来构造方

程组,具体如下: 方程组HHH1xxx = bbb1和HHH2xxx = bbb2中HHH1

和HHH2分别由对LLL1和LLL2进行对角线元素加倍,非对角
线元素趋绝对值的处理得到. 令bbb1 = (4 6 2 2 2)T,
bbb2 = (4 6 2 4 4)T,这样构造出的两个方程组的解
均为

xxx = (
2

3

2

3

2

3

2

3

2

3
)T.

最后使用定理2给出的迭代过程式(23)来求解上
述的两个方程组,下图是仿真结果.

图1–2的仿真实验显示了本文修改过的信息传递
和计算的迭代过程式(23)单独拿出来作为求解方程组
方法的迭代方法对于无圈连通图和有圈连通图都是

有效和收敛的,且两者的对比可得有圈图要比无圈图
花费更多的迭代才能达到相同的精度.

图 1 无圈图时方程组求解迭代过程

Fig. 1 The iterative process of solving equations in acyclic
graphs
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图 2 有圈图时方程组求解迭代过程

Fig. 2 The iterative process of solving equations in cyclic
graphs

4.2 对对对于于于分分分布布布式式式原原原始始始对对对偶偶偶算算算法法法的的的仿仿仿真真真实实实验验验

考虑一个二次优化问题的例子验证所提原始对

偶(primal dual, PD)算法并对比文献[8]中的利用泰勒
展开的近似网络牛顿算法(network Newton, NN).

二次优化函数为

F (xxx) =
1

2
xxxTAAAxxx− hhhTxxx, AAA ≻ 0.

这里对角正定矩阵AAA ∈ Rn × Rn,向量

hhh = (h1 h2 · · · hn)
T ∈ Rn.

fi(xi) =
1

2
aiix

2
i − hixi. 网络为含有n = 5个点的连

通有圈图,其拉普拉斯矩阵为前述的LLL2,AAA为由向量
(2 8 14 20 26)T生成的对角矩阵. 向量

hhh = (−14 − 14 − 14 − 14 − 14)T.

若考虑一致性限制条件, F (xxx)的最小值为

xxx∗ = (1 1 1 1 1)T.

在仿真实验中,初值∀i, xi(0) = 10,内层迭代选
定为T = 2. 在所提原始对偶算法(简记为PD–2)中,
qqq(0)选为零向量, ρ = 10, ϵ = 2;在文献[8]中的网络

牛顿算法(简记为NN–2)中, α = 10−2, ϵ =
1

2
,基于LLL2

的双随机矩阵WWW = {wij}如下设定: wij =
1

6
,当

j ∈ Ni, wii = 1−
∑

j∈Ni

wij.

为公平对比,本文对文献[8]中的主要迭代过程额外添
加趋同矩阵WWW使之变为

xi,t+1 =
∑

j∈Ni

Wijxj,t + ϵd
(T)
i,t , (33)

其中d
(T)
i,t 为由泰勒展开截取的牛顿方向.均方误差的

平方根 (square root of mean square error, SMSE)定义
为

SMSE(k)
.
=

√
1

n

n∑
i=1

∥xi(k)− x∗∥2

∥xi(0)− x∗∥2
.

表 1 固定外层迭代,内层迭代为2的情况下的计算成
本、信息交换次数以及储存成本

Table 1 Fixed outer layer iteration, the calculation cost,
the number of information exchanges and the
storage cost when the inner layer iteration is 2

算法 PD–2 NN–2

计算成本 O(n2) O(n2)

任意确定节点i的信息交换次数 5Ni 4Ni

任意确定节点i的储存成本 5Ni 3Ni

收敛效果和对比如图3–4所示.

图 3 PD–2中xi的收敛效果

Fig. 3 The convergence effect of state xi in PD–2

图 4 均方误差平方根的收敛效果

Fig. 4 The convergence effect of the square root of the mean
square error (SMSE)

首先,这说明了作者所提的分布式原始对偶算法
(PD–2)在有圈图截断内层迭代(T = 2)的情况下依然
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有好的收敛精度,且收敛速度要快于
1

k2
. 其次,所提

的分布式原始对偶算法(PD–2)与文献[8]网络牛顿算
法(NN–2)的优化成本如表1所示,在计算量级,信息交
换次数和存储成本相差都不大,但文献中(NN–2)

的线性收敛速度更接近
1

k
,与本文所提算法(PD–2)有

明显的差距. 总之,本文的算法对于一般的有圈连通
图在适当多花费少量的信息交换和储存成本的情况

下,在收敛速度上具有更大的优势.

4.3 分分分布布布式式式原原原始始始对对对偶偶偶算算算法法法在在在小小小世世世界界界网网网络络络场场场景景景的的的仿仿仿

真真真实实实验验验

小世界网络(small world network, SWN)是一种常
见的随机图,现实中大量的现象如网络中的导航菜
单、电网、代谢处理网络、脑神经网络、选民网络,社
交影响网络等都被证明是小世界网络. 这种网络模型
两个显著特点是: 1)平均最短路径长度较小; 2)节点
聚集效果比较显著.这样的图边比较多但图的直径比
较小. 这一小节作者把所提出的分布式原始对偶算法
应用在小世界网络中,来仿真其收敛效果.

具体的网络图如图5所示,是一个具有N = 200个

节点, 400条边的连通图(有圈). 每个节点的目标函数
为

fi(x) =
1

2
qix

2 + pix, ∇fi(x) = qi > 0,

这其中qi和pi分别在[0.01, 800]和[−1, 1]中随机选取.
ρ = 1, ϵ = 1,内层迭代选取为2. 具体的仿真效果如
图6所示.

图 5 小世界网络

Fig. 5 Small world network

图6进一步说明了本文的分布式原始对偶算法的
收敛性,且与第4.2小节中对比网络规模,本文算法的
收敛速度和精度并没随图的规模扩大而有大的变化.
这说明了本文所提的这个算法对小世界网络有好的

收敛效果并对其规模有较好的适应性.

5 结结结论论论与与与展展展望望望

本文为分布式优化问题提供了一种有别于常见的

直接内嵌使用常规趋同矩阵的算法设计方法. 作者的
设计方法在无圈连通图时可以做到精确趋同的特性

使所提出的分布式牛顿算法做到集中式算法的收敛

效果,对于一般性的有圈连通图时,拉格朗日原始对
偶框架下的分布式算法在截断内层迭代的情况下有

较好的收敛性. 在后续研究作者希望致力于分析出内
层迭代的次数和收敛速度之间的定量关系来进一步

说明这样的算法设计方法的灵活性和鲁棒性.

图 6 均方误差的平方根(SMSE)的收敛效果

Fig. 6 The convergence effect of the square root of the mean
square error (SMSE)
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