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摘要:本文主要研究一类由非恒同非连续Lur’e系统耦合而成复杂动态网络的自适应有限时间聚类同步问题.首
先,通过引入Filippov微分包含理论和测度选择定理,本文设计了一类有效的牵制反馈控制器,该控制器只控制当前
聚类中与其他聚类有直接连接的部分节点.为了有效节省控制成本,本文基于反馈控制强度设计了一类自适应更新
定律以获取实现网络同步的最优控制强度.其次,利用有限时间稳定性理论和Lyapunov稳定性定理,本文得到时变
时滞耦合和非线性耦合Lur’e网络实现有限时间聚类同步的判定条件,并给出该网络达到聚类同步的收敛时间估计.
最后,通过一个算例仿真验证了本控制方案和同步判据的有效性及正确性.
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Abstract: This article investigates the problem of adaptive finite-time cluster synchronization of complex dynamic
network which is coupled by nonidentical discontinuous Lur’e systems. Firstly, by introducing the Filippov differential
inclusion theory and the measurable selection theorem, an effective pinning feedback controller is designed, which only
imposed on the Lur’e systems in current cluster that are directly connected to the other clusters. In order to effectively
save the control costs, a type of adaptive updating laws is designed so as to acquire some optimal control strengths for the
network synchronization. Secondly, by applying the finite-time stability theory and Lyapunov stability theorem, the cluster
synchronization criteria for the time-varying delay and nonlinearly coupled Lur’e network in finite time are obtained. In
addition, the settling time for the cluster synchronization of the Lur’e network is intelligently estimated. Finally, a numerical
simulation is given to verify the validity and correctness of the proposed control scheme and the synchronization criteria.
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1 引引引言言言

复杂网络是一个跨学科的概念,其问题的来源其

实是各种实际网络,比如通信网络、生物神经网

络[1]、社会网络、电力网络等等.通过数学图论的方

法[2],可以将这些实际的网络转变成由点和线构成的

抽象网络.通过研究抽象网络的共性及其处理的普适
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方法,可以为实际网络的分析提供理论指导.因此,对
复杂网络进行深入的研究具有重要的现实意义[3].
近些年来,学者们针对复杂网络中特殊的集群现

象–同步,提出了不同的模式,如全局同步[4]、聚类同

步[5]、相位同步[6]等.其中,聚类同步是一类特殊的同
步模式,它将整个网络分为不同类,属于同一类中的
系统需要达到同步,而对于不同类间的系统状态却并
无该要求.在目前多数的网络同步研究中,达到同步
所需的时间是不确定并很难估计的.而在实际工程应
用中,为了节约时间成本,人们往往希望加快收敛速
率,在有限时间内实现网络同步.同时,有限时间同步
意味着同步收敛时间的优化,它具有更好的鲁棒性和
抗干扰能力[7].例如,文献[8]研究了非理想变时滞神
经网络的有限时间同步问题,并设计了合适的滑模控
制器和切换增益.此外,文献[9]介绍了一种新颖的非
奇异终端滑模控制,同时提出了一种用于操作系统中
位置跟踪的自适应有限时间控制方法.
众所周知, Lur’e系统是一类特殊的非线性系统,

常见的Lorenz系统、Goodwin模型、蔡氏电路都可以
看作Lur’e系统.目前,针对Lur’e系统的研究也层出不
穷.例如,文献[10]研究了受非周期采样数据影响的混
沌Lur’e系统的非周期事件触发主从同步.而文献[11]
研究了具有多个时变时滞和随机扰动的耦合Lur’e网
络的指数同步问题.
由于不连续系统在现实生活中的广泛应用,由不

连续动力系统耦合而成的复杂动态网络的同步问题

也逐渐受到了越来越多的关注[12–13].特别地,处理带
有右端不连续的微分方程,需要引入广义解的概念.
到目前为止,有两种定义带有右端不连续的微分方程
广义解的方法:第1种方法利用微分包含的概念,比如
Filippov解[13]、Krasovskij解;而第2种方法典型的有
Hermes解、Euler解,根据一些算法找到近似解,然后
将近似解的统一极限作为广义解.例如,文献[12]研究
了一类具有时变时滞和非连续激活函数的神经网络

的驱动响应同步问题,并同时考虑了状态反馈控制和
自适应控制技术.随后,文献[13]在Filippov解的框架
下,基于微分包含理论,通过构造非光滑Lyapunov函
数,讨论了具有不连续和分布式时变时滞的神经网络
的有限时间同步问题.以上讨论的是具有不连续激活
函数的神经网络的有限时间同步问题,对于不连续复
杂网络的有限时间聚类同步,尤其是考虑网络具有时
变时滞以及非线性耦合现象的,目前尚未见有关研究
结果.
基于上述讨论,本文主要研究一类具有多重耦合

的非恒同非连续Lur’e网络的有限时间聚类同步问题,
通过引入Filippov微分包含概念,巧妙设计牵制控制
器,并应用有限时间稳定性定理和Lyapunov稳定性定
理,得到该网络实现有限时间聚类同步的判定条件.

本文的主要贡献体现在4个方面: 1)不同于文献[21],
本文考虑一类具有时变时滞和非线性耦合的非恒同

不连续Lur’e网络,该网络模型将更接近实际的工程应
用系统; 2)由于传统的线性化扇形条件对本文的非连
续Lur’e系统不再适用[17–18],本文引入Filippov微分包
含概念,将非连续函数转变为集值函数,根据测度选
择定理选择出与非连续函数对应的可测函数,并据此
进行非线性函数的线性化处理; 3)通过巧妙设计负反
馈牵制控制器来控制当前聚类中与其他聚类有直接

联系的少量节点,同时,根据设计自适应控制的更新
定律获得最优控制强度,相比于文献[12],可以有效减
少控制成本; 4)根据有限时间稳定性定理,给出网络
实现聚类同步的收敛时间,这意味着同步收敛时间的
优化,与文献[4–5]相比,极大地节省了控制所需的时
间成本.

2 准准准备备备工工工作作作

首先,本文给出具有聚类型拓扑结构复杂网络的
相关定义.复杂网络中的N个节点可以分为z̃个类且
满足N > z̃ > 2.若第 i个节点属于第 j 类 (i = 1, 2,

· · · , N, j = 1, 2, · · · , z̃),则定义µi = j.令Λj表示属

于第j类的所有节点组成的集合, Λ̃j表示属于第j类且

和其他类有直接连接的节点组成的集合.根据上述定
义,有以下关于集合的性质:

1) Λi ∩ Λj = ∅, i ̸= j, i, j = 1, 2, · · · , z̃;

2)
z̃∪

i=1

Λi = {1, 2, · · · , N}.

考虑如下具有时变时滞和非线性耦合的受控非连

续非恒同Lur’e动态网络模型:

ẏi(t) = Eµi
yi(t) +Dµi

fµi
(Mµi

yi(t)) + ui(t)+

c1
N∑
j=1

aijyj(t− τ(t)) + c2
N∑
j=1

bijG(yj(t)),

(1)

其中: yi(t) = [y1i (t) y
2
i (t) · · · yni (t)]

T ∈Rn表示第i

个Lur’e系统的状态向量, Eµi
∈ Rn×n, Dµi

∈ Rn×m,
Mµi

∈ Rm×n是常数矩阵,正常数c1, c2为耦合强度,
耦合矩阵 A = (aij)N×N ∈ RN×N , B = (bij)N×N ∈
RN×N满足耗散条件,即

aii = −
N∑

j=1,i̸=j

aij, bii = −
N∑

j=1,i ̸=j

bij,

若第i个Lur’e系统和第j个Lur’e系统间(i ̸= j)有连

接,则有aij > 0, bij > 0,否则aij = 0, bij = 0.时变时
滞τ(t)满足0 6 τ(t) 6 τ且τ̇(t)6µ < 1, G(·) :Rn →
Rn是连续非线性耦合函数且

G(yj(t)) = [g1(y
1
j (t)) g2(y

2
j (t)) · · · gn(ynj (t))]T,

f(·) : Rm → Rm为不连续的非线性向量值函数且满
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足初值f(0) = 0.记

fµi
(Mµi

yi(t)) = [f1
µi
(m1

µi
yi(t)) f

2
µi
(m2

µi
yi(t)) · · ·

fm
µi
(mm

µi
yi(t))]

T ∈ Rm,

其中: Mµi
yi(t) = [m1

µi
yi(t) · · · mm

µi
yi(t)]

T, mj
µi

∈
R1×n (i = 1, 2, · · · , N, j = 1, 2, · · · , m). ui(t)是控

制输入,将在后面给出详细设计.
令vµi

为第µi个聚类中独立Lur’e系统的解,即vµi

满足

v̇µi
(t) = Eµi

vµi
(t) +Dµi

fµi
(Mµi

vµi
(t)), (2)

其中vµi
(t) = [v1µi

(t) v2µi
(t) · · · vnµi

(t)]T ∈ Rn为第

µi个聚类的同步目标.
由于本文研究的fµi

(·)为不连续函数,即关于微分
方程解的存在唯一性定理在本文中对不连续Lur’e系
统v̇µi

(t) = Eµi
vµi

(t) +Dµi
fµi

(Mµi
vµi

(t))将不再适

用.同样的,传统连续系统中用来处理非线性函数使
用的扇形条件也将不再适用.因此,本文引入Filippov
集值映射的定义和测度选择定理,将该非连续Lur’e系
统转变为微分包含的形式,再经过测度选择定理处理,
最终得到本文期望的微分等式.

定定定义义义 1 [14] 考虑包含z̃个聚类的Lur’e网络(1),若
对于任意初值,存在一个时刻T > 0,当µi = µj ,满足
lim
t→T

∥yi(t) − yj(t)∥ = 0,且对任意t > T ,有∥yi(t) −
yj(t) ∥ ≡ 0,而当 µi ̸= µj时, lim

t→T
∥yi(t)−yj(t)∥ ̸= 0,

(i, j = 1, 2, · · · , N),则称Lur’e网络(1)实现有限时间
聚类同步,其中T称为收敛时间.

定定定义义义 2 [13] 定义非线性函数f(v)在v ∈ Rn的Fi-
lippov集值映射如下:

F[f ](v) =
∩
π>0

∩
µ(W )=0

clo[f(B(v, π) \W )],

其中: clo[E]为集合E的闭凸包, B(v, π) = {y ∈ Rn :

∥y − v∥ 6 π}, µ(W )是集合W的Lebesgue测度.

定定定义义义 3 [15] 考虑Lur’e系统v̇(t) = Ev(t) +Df

(Mv(t)).若函数v(·) : [0, T )→ Rn, T ∈ [0, +∞)满

足

1) 函数v(t)在[0, T )上是绝对连续的;
2) 函数v(t)满足微分包含关系v̇(t) ∈ Ev(t) +

DF[f ](Mv(t)), a.e. t ∈ [0, T ).
则称函数v(t)是非连续Lur’e系统在Filippov意义

下的解,其中a.e表示几乎处处.

根据测度选择定理[15],针对上述非连续Lur’e系
统,可以找到一个测度函数ωM(·) : [0, T )→ Rm, ωM

∈ F[f ](Mv(t)),使得v̇(t) = Ev(t)+DωM(t) a.e. t ∈
[0, T ).

定定定义义义 4 [16] 函数V的广义梯度∂V (y) : Rn →
B(Rn)定义为: ∂V (y) = co{ lim

i→∞
∇V (yi) : yi → y, yi

/∈ S ∪ΠV },其中B(Rn)表示由Rn的所有子集组成的

集合, ∇表示梯度微分算子, co(·)代表凸包, S ⊂ Rn

是零测度集, ΠV ⊂ Rn是函数V不可微点的集合.定
义函数V在点y关于的f的集值Lie导数: LfV (y) =

{b ∈ R|∃s ∈ F[f ](y), σTs = b, ∀σ ∈ ∂V (y)}.

定定定义义义 5 [17] 非线性函数gk(·) : R → R,若其属于
可接受非线性耦合函数类,记为gk(·) ∈ NCF(ξ, δ).
即存在两个非负常数ξ, δ,使得对于任意y1, y2 ∈ R,
gk(y)− ξy满足Lipschitz条件

|(gk(y1)− ξy1)− (gk(y2)− ξy2)| 6 δ|y1 − y2|.

引引引理理理 1 [18] 假设Q ∈ Rn×n是对称矩阵且满足行

和为零,则对任意两个向量a, b ∈ Rn,有以下不等式
成立:

aTQb = −
∑
j>i

qij(aj − ai)(bj − bi).

引引引理理理 2 [19] 对于任意实数wi (i = 1, 2, · · · , n)和
r, v满足r > v > 0,则有如下结论成立:

{
n∑

i=1

|wi|r}
1
r 6 {

n∑
i=1

|wi|v}
1
v .

引引引理理理 3 [18] 定义矩阵T = In − (1/n)1n1Tn ,其中
单位矩阵In ∈ Rn×n,单位向量1n ∈ Rn.对于所有满
足零行和的矩阵H ∈ Rn×n,存在常数β > 0,对任意
向量a, b ∈ Rn,以下不等式成立:

aTHb = aTHTb 6 1

2
(
1

β
aTHTHa+ βbTTb).

引引引理理理 4 [20] 设V (x(t)) : Rn → R是连续的正定
函数,如果存在连续的函数ζ(·),且ζ(ϱ) > 0, ϱ ∈ (0,

+∞),使得V̇ (x(t)) 6 −ζ(V (x(t))),w V (0)

0
(

1

ζ(ϱ)
)dϱ = T < +∞,

则∀t>T , V (x(t)) ≡ 0.如果ζ(ϱ) = κϱθ,其中κ > 0,
θ ∈ (0, 1),可得同步收敛时间为

T =
V 1−θ(0)

κ(1− θ)
.

引引引理理理 5 [21] 基于定义2,给出Filippov集值映射
F[f ](·)以下性质:

1) 一致性:若f : Rn → Rm在y∈Rn是连续的,则
F[f ](y) = {f(y)};

2) 求和变换:若f1, f2 : Rn → Rm在y ∈ Rn局部

有界,则有F[f1 + f2](y) ⊆ F[f1](y) + F[f2](y).特别
地,若f1或f2在y处连续,上述关系式仍成立;

3) 乘积变换:若f1 : Rn → Rm, f2 : Rn → Rs在

y ∈ Rn局部有界,则有F[(f1, f2)T](y) ⊆ F[f1](y) ×
F[f2](y).特别地,若f1或f2在y处连续,上述关系式仍
成立;

4) 矩阵变换:若 f : Rn → Rm在 y ∈ Rn局部有
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界,且 P (y) : Rn → Rn×m在 y ∈ Rn是连续的,则有

F[P (y)f ](y) = P (y)F[f ](y).

假假假设设设 1 函数fµi
(·)是连续可微的(除了在可数

点集{ρk}),在不连续点处的左极限f−
µi
(ρk)和右极限

f+
µi
(ρk)存在, k = 1, 2, · · · .并且,在R的每个紧凑区

间, fµi
(·)最多有有限个跳跃间断点.

假假假设设设 2 假设函数fµi
(·)满足假设1,记F[fµi

](s)

, [F[f1
µi
](s1) F[f2

µi
](s2) · · · F[fm

µi
](sm)]

T, s = [s1

s2 · · · sm]T.对于定义2中Filippov集值映射F[fµi
](s),

有0 ∈ F[fµi
](0),存在正常数J j

µi
和P j

µi
使得对于任意

向量s = [s1 s2 · · · sm]T, z = [z1 z2 · · · zm]T ∈
Rm,有以下不等式成立:

sup |uj
µi

− djµi
| 6 J j

µi
|sj − zj|+ P j

µi
,

其中:

uµi
= [u1

µi
u2
µi

· · · um
µi
]T ∈ F[fµi

](s),

dµi
= [d1µi

d2µi
· · · dmµi

]T ∈ F[fµi
](z),

F[f j
µi
](sj) = [min{f j−

µi
(sj), f

j
µi

+(sj)},

max{f j−

µi
(sj), f

j+

µi
(sj)}],

i = 1, 2, · · · , N, j = 1, 2, · · · ,m.

注注注 1 本文研究由不连续Lur’e系统耦合而成的动态网
络的有限时间聚类同步问题.根据上述假设可知,假设2中不
等式是针对每一个不连续点进行非线性数量值函数的线性化

估计.对应的,可以给出非线性向量值函数的线性化估计形式

sup ∥uµi − dµi∥ 6 Jµi∥s− z∥+ Pµi ,

其中: Jµi =
√
2 max
16j6m

Jj
µi , Pµi =

√
2m× max

16j6m
P j
µi .

3 非非非连连连续续续Lur’e网网网络络络自自自适适适应应应有有有限限限时时时间间间聚聚聚类类类同同同
步步步

本节将设计牵制控制器使非恒同非连续Lur’e网

络(1)和目标系统(2)能够在有限时间内达到聚类同步.

同时,对于时变控制强度,设计自适应更新定律,并根

据有限时间稳定性定理,给出相应的同步收敛时间.

首先,定义误差向量: ei(t) = yi(t) − vµi
(t).由式

(1)–(2)可得误差Lur’e网络

ėi(t) =

Eµi
ei(t) +Dµi

fµi
(Mµi

ei(t))+

c1
N∑
j=1

aijej(t− τ(t)) + c2
N∑
j=1

bijG(ej(t)) + ui(t)+

c1
N∑
j=1

aijvµj
(t− τ(t)) + c2

N∑
j=1

bijG(vµj
(t)), (3)

其中 i = 1, 2, · · · , N ,非线性函数 fµi
(Mµi

ei(t)) =

fµi
(Mµi

yi(t))− fµi
(Mµi

vµi
(t)),耦合函数 G(ej(t))

= G(yj(t))−G(vµj
(t)).

针对上述网络,设计负反馈牵制控制器

ui(t) =

u1i(t), i ∈ Λ̃µi
;

0, i ∈ Λµi
− Λ̃µi

,
(4)

u1i(t) = −li(t)ei(t)− c1
N∑
j=1

aijvµj
(t− τ(t))−

ρ · sgn(ei(t))− c2
N∑
j=1

bijG(vµj
(t))−

αiΩ(ei(t))(
w t

t−τ(t)
eTi (s)ei(s)ds)

1
2−

ηiΩ(ei(t))(|li(t)|+ l̂),

li(t)为时变控制强度,常数ρ > 0, sgn为符号函数且

sgn(ei(t)) = [sgn(e1i (t)) · · · sgn(eni (t))]
T, 控制增

益αi > 0, ηi > 0.假设l∗i为li(t)的估计,则存在正常

数l̂满足0 6 l∗i 6 l̂.定义函数Ω(ei(t))如下:

Ω(ei(t)) =


ei(t)

∥ei(t)∥2
, ei(t) ̸= 0;

0, ei(t) = 0.

为了获取最优控制强度,针对时变控制强度li(t)

设计如下自适应更新定律:

l̇i(t) = εiei(t)
Tei(t), i ∈ Λ̃µi

, (5)

其中系数εi > 0.

注注注 2 对比文献[12]中控制器的设计ui(t) = −ki(t) −
ηi sgn(ei(t)),该控制器施加在网络中所有节点上,本文控制
器(4)只施加在不同聚类间有直接连接的Lur’e系统上,此控
制更易实现且能有效降低控制成本.同时,控制器中项

−c1
N∑
j=1

aijvµj (t− τ(t))− c2
N∑
j=1

bijG(vµj (t))

主要用于减弱不同聚类间因Lur’e系统相互连接造成的影响,
而控制器中除此之外的其他项则主要用于驱使属于同一聚类

中的所有非连续Lur’e系统实现有限时间同步.

根据定义2和引理5,可得

F[ėi(t)] ⊆

Eµi
{ei(t)}+Dµi

Ffµi
(Mµi

ei(t))+

c1
N∑
j=1

aij{ej(t− τ(t))}+ c2
N∑
j=1

bij{G(ej(t))}−

αi{Ω(ei(t))(
w t

t−τ(t)
eTi (s)ei(s)ds)

1
2 }−

li(t){ei(t)} − ρSIGN(ei(t))−

ηi{Ω(ei(t))(|li(t)|+ l̂)}, (6)

其中

SIGN(ei(t)) = [SIGN(e1i (t)) · · · SIGN(eni (t))]
T,

定义集值函数SIGN(·)为
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SIGN(ψ) =


{−1}, ψ < 0,

(−1, 1), ψ = 0,

{1}, ψ > 0.

为了后文证明过程中书写方便,记

ϕ̃(yk(t)) = G̃(yk(t))− ξyk(t),

ϕ̃(vk(t)) = G̃(vk(t))− ξvk(t),

ek(t) = [ek1(t) e
k
2(t) · · · ekN(t)]T,

yk(t) = [yk1 (t) y
k
2 (t) · · · ykN(t)]T,

vk(t) = [vkµ1
(t) vkµ2

(t) · · · vkµN
(t)]T,

G̃(yk(t))) = [gk(y
k
1 (t)) gk(y

k
2 (t)) · · · gk(ykN(t))]T,

G̃(vk(t))=[gk(v
k
µ1
(t)) gk(v

k
µ2
(t)) · · · gk(vkµN

(t))]T,

ϕ̃(yk(t)) = [ϕk(y
k
1 (t)) ϕk(y

k
2 (t)) · · · ϕk(y

k
N(t))]

T,

ϕ̃(vk(t))=[ϕk(v
k
µ1
(t)) ϕk(v

k
µ2
(t)) · · · ϕk(v

k
µN

(t))]T,

ek(t− τ(t)) = [ek1(t− τ(t)) ek2(t− τ(t)) · · ·
ekN(t− τ(t))]T, k = 1, 2, · · · , n.

定定定理理理 1 若假设1和假设2成立且函数gk(·) ∈
NCF(ξ, δ), ξ > δ > 0, k = 1, 2, · · · , n.如果存在正
常数z和β,使得如下条件成立:

1) 不等式

λmax(E
T
µi

+ Eµi
) + 2Jµi

∥Dµi
∥∥Mµi

∥ − 2z < 0;

2) 矩阵不等式

∆ =

[
c2π − 2L∗ + (2z + 1)IN c1A

c1A
T −(1− µ)IN

]
< 0;

3) 不等式

max
16i6N

(Pµi
∥Dµi

∥ − ρ) < 0,

则在牵制控制器(4)和自适应更新定律(5)的作用下,
非连续Lur’e网络(1)和目标Lur’e系统(2)在有限时间
内能够实现聚类同步,且其同步收敛时间可以估计为

T =
V

1
2 (0)

ϑ
,

其 中 π =
1

β
BTB + 2δ2β(1− 1

N
)IN ,矩 阵 L∗ =

diag{l∗1, l∗2, · · · , l∗N},若 i ∈ Λ̃µi
, l∗i > 0,否则 l∗i = 0,

i = 1, 2, · · · , N , ρ > 0,

ϑ=min{ϑ1, ϑ2, ϑ3}, ϑ1=− max
16i6N

(Pµi
∥Dµi

∥−ρ),

ϑ2 = min
16i6N

(ηiε
1
2

i ), ϑ3 = min
16i6N

(αi).

证 选取如下Lyapunov函数:

V (t) =
N∑
i=1

ei(t)
Tei(t) +

N∑
i=1

1

εi
(li(t)− l∗i )

2+

N∑
i=1

w t

t−τ(t)
eTi (s)ei(s)ds. (7)

根据式(6),计算V (t)关于时间t的集值Lie导数,

并应用引理5可得

{Lf (V (t))} ⊆

2
N∑
i=1

{ei(t)TEµi
ei(t)}+

2
N∑
i=1

F[ei(t)TDµi
fµi

(Mµi
ei(t))]+

2c1
N∑
i=1

N∑
j=1

{ei(t)Taijej(t− τ(t))}+

2c2
N∑
i=1

N∑
j=1

{ei(t)TbijG(ej(t))}−

2
∑

i∈Λ̃µi

{li(t)ei(t)Tei(t)} − 2ρ
N∑
i=1

F[ei(t)T×

sgn(ei(t))]− 2
∑

i∈Λ̃µi

{ηi(|li(t)|+ l̂)}−

2
N∑
i=1

αi{(
w t

t−τ(t)
eTi (s)ei(s)ds)

1
2 }+

2
∑

i∈Λ̃µi

{(li(t)−l∗i )ei(t)Tei(t)}+
N∑
i=1

{ei(t)Tei(t)}−

(1− τ̇(t))
N∑
i=1

{ei(t− τ(t))Tei(t− τ(t))}. (8)

根据测度选择定理,选取函数γ
Mµi

i (t) : [0, T ]→
Rm,使得 γ

Mµi

i (t) ∈ F[fµi
(Mµi

ei(t))]对于 t ∈ [0, T ]

a.e.所以,可以将式(8)转换为如下形式:

{Lf (V (t))} ⊆

2
N∑
i=1

{ei(t)TEµi
ei(t)}+ 2

N∑
i=1

{ei(t)TDµi
γ
Mµi

i (t)}+

2c1
N∑
i=1

N∑
j=1

{ei(t)Taijej(t− τ(t))}+

2c2
N∑
i=1

N∑
j=1

{ei(t)TbijG(ej(t))}−

2
∑

i∈Λ̃µi

{li(t)ei(t)Tei(t)} − 2ρ
N∑
i=1

F[ei(t)T]×

SIGN(ei(t))− 2
∑

i∈Λ̃µi

{ηi(|li(t)|+ l̂)}−

2
N∑
i=1

αi{(
w t

t−τ(t)
eTi (s)ei(s)ds)

1
2 }+

2
∑

i∈Λ̃µi

{(li(t)− l∗i )ei(t)
Tei(t)}+

N∑
i=1

{ei(t)Tei(t)}−

(1− τ̇(t))
N∑
i=1

{ei(t− τ(t))Tei(t− τ(t))}.

根据假设2及引理2,对非线性向量值函数γ
Mµi

i (t)

进行线性化估计可得

ei(t)
TDµi

γMµi

i (t) 6
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∥ei(t)∥
√
γ
Mµi

i (t)TDT
µi
Dµi

γ
Mµi

i (t) 6

∥Dµi
∥∥ei(t)∥(Jµi

∥Mµi
∥
√
ei(t)Tei(t) + Pµi

) 6

∥Dµi
∥(Jµi

∥Mµi
∥ei(t)Tei(t) + Pµi

n∑
k=1

|eki (t)|).

基于上述分析,根据定义4可以推导式(8)为

Lf (V (t)) 6

2
N∑
i=1

ei(t)
TEµi

ei(t)+

2
N∑
i=1

Jµi
∥Dµi

∥∥Mµi
∥ei(t)Tei(t)+

2
N∑
i=1

Pµi
∥Dµi

∥
n∑

k=1

|eki (t)|+

2c1
N∑
i=1

N∑
j=1

ei(t)
Taijej(t− τ(t))+

2c2
N∑
i=1

N∑
j=1

ei(t)
TbijG(ej(t))−

2ρ
N∑
i=1

n∑
k=1

|eki (t)| − 2
∑

i∈Λ̃µi

ηi(|li(t)|+ l̂)−

2
N∑
i=1

αi(
w t

t−τ(t)
eTi (s)ei(s)ds)

1
2−

2
∑

i∈Λ̃µi

l∗i ei(t)
Tei(t) +

N∑
i=1

ei(t)
Tei(t)−

(1− τ̇(t))
N∑
i=1

ei(t− τ(t))Tei(t− τ(t)) =

LV1(t) + LV2(t) + LV3(t). (9)

分别将LV1(t), LV2(t), LV3(t)记为

LV1(t) = 2
N∑
i=1

ei(t)
TEµi

ei(t)+

2
N∑
i=1

Jµi
∥Dµi

∥∥Mµi
∥ei(t)Tei(t), (10)

LV2(t) = 2c1
N∑
i=1

N∑
j=1

ei(t)
Taijej(t− τ(t))+

2c2
N∑
i=1

N∑
j=1

ei(t)
TbijG(ej(t))−

2
∑

i∈Λ̃µi

l∗i ei(t)
Tei(t) +

N∑
i=1

ei(t)
Tei(t)−

(1− τ̇(t))
N∑
i=1

ei(t− τ(t))Tei(t− τ(t)),

(11)

LV3(t) = 2
N∑
i=1

Pµi
∥Dµi

∥
n∑

k=1

|eki (t)|−

2ρ
N∑
i=1

n∑
k=1

|eki (t)| − 2
∑

i∈Λ̃µi

ηi(|li(t)|+ l̂)−

2
N∑
i=1

αi(
w t

t−τ(t)
eTi (s)ei(s)ds)

1
2 . (12)

对于LV2(t),经向量计算可得

LV2(t) =

2c1
n∑

k=1

ek(t)TAek(t− τ(t))+

2c2
n∑

k=1

ek(t)TB(G̃(yk(t))− G̃(vk(t)))−

2
n∑

k=1

ek(t)TL∗ek(t) +
n∑

k=1

ek(t)Tek(t)−

(1− τ̇(t))
n∑

k=1

ek(t− τ(t))Tek(t− τ(t)). (13)

记ϕk(m) = gk(m) − ξm,因gk(·) ∈ NCF(ξ, δ),

则有

2c2
n∑

k=1

ek(t)TB(G̃(yk(t))− G̃(vk(t))) =

2ξc2
n∑

k=1

ek(t)TBek(t) + 2c2
n∑

k=1

ek(t)TB×

(ϕ̃(yk(t))− ϕ̃(vk(t))). (14)

由于矩阵B满足零行和,根据引理1和引理3可得

2c2
n∑

k=1

ek(t)TB(ϕ̃(yk(t))− ϕ̃(vk(t))) 6

c2
n∑

k=1

1

β
ek(t)TBTBek(t)+

c2
n∑

k=1

β(ϕ̃(yk(t))− ϕ̃(vk(t)))TT×

(ϕ̃(yk(t))− ϕ̃(vk(t))) 6

c2
n∑

k=1

1

β
ek(t)TBTBek(t)−

2c2
n∑

k=1

β
∑
j>i

tij[(ϕk(y
k
j (t))− ϕk(v

k
µj
(t)))2+

(ϕk(y
k
i (t))− ϕk(v

k
µi
(t)))2] 6

c2
n∑

k=1

1

β
ek(t)TBTBek(t)−

2c2δ
2

n∑
k=1

β
∑
j>i

tij(e
k
j (t)

2 − eki (t)
2) =

c2e
k(t)T[

1

β
BBT + 2δ2β(1− 1

N
)IN ]ek(t). (15)

结合式(13)–(15),可以推导出

LV2(t) 6

2c1
n∑

k=1

ek(t)TAek(t− τ(t))+

n∑
k=1

ek(t)T(c2(
1

β
BTB + 2βδ2(1− 1

N
)IN)−

2L∗ + IN)ek(t)− (1− µ)
n∑

k=1

ek(t− τ(t))T×

INe
k(t− τ(t)). (16)

对于LV3(t),由引理2可得
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2
N∑
i=1

Pµi
∥Dµi

∥
n∑

k=1

|eki (t)| − 2ρ
N∑
i=1

n∑
k=1

|eki (t)| 6

2
N∑
i=1

(Pµi
∥Dµi

∥ − ρ)(
n∑

k=1

|eki (t)|
2
)

1
2 6

2 max
16i6N

(Pµi
∥Dµi

∥ − ρ)(
N∑
i=1

∥ei(t)∥2)
1
2 . (17)

由不等式的性质,容易得到|li(t)| + l̂ > |li(t)| +
|l∗i | > |li(t)− l∗i |,则有

− 2
∑

i∈Λ̃µi

ηi(|li(t)|+ l̂) 6 −2
∑

i∈Λ̃µi

ηi|li(t)− l∗i | 6

− 2 min
16i6N

(ηiε
1
2

i )
∑

i∈Λ̃µi

(
1

εi
|li(t)− l∗i |2)

1
2 6

− 2 min
16i6N

(ηiε
1
2

i )(
∑

i∈Λ̃µi

1

εi
|li(t)− l∗i |2)

1
2 . (18)

结合式(17)–(18)并根据引理2,可以得到

LV3(t) 6− 2ϑ1(
N∑
i=1

∥ei(t)∥2)
1
2−

2ϑ2(
∑

i∈Λ̃µi

1

εi
|li(t)− l∗i |2)

1
2−

2ϑ3(
N∑
i=1

w t

t−τ(t)
eTi (s)ei(s)ds)

1
2 6

− 2ϑV (t)
1
2 . (19)

整合式(10)–(16)和式(19),令ς=λmax(E
T
µi
+Eµi

)

+ 2Jµi
∥Dµi

∥∥Mµi
∥ − 2z,可以得到

LV1(t) + LV2(t) + LV3(t) 6
N∑
i=1

ei(t)
T × (ET

µi
+ Eµi

+ (2Jµi
∥Dµi

∥∥Mµi
∥−

2z)In)ei(t) + [ek(t)T ek(t− τ(t))T]

∆[ek(t)T ek(t− τ(t))T]T − 2ϑV (t)
1
2 6

ς
N∑
i=1

ei(t)
Tei(t)− 2ϑV (t)

1
2+

[ek(t)T ek(t− τ(t))T]∆[ek(t)T ek(t− τ(t))T]T,

(20)

其中常数z > 0,

∆ =

[
c2π − 2L∗ + (2z + 1)IN c1A

c1A
T −(1− µ)IN

]
,

根据定理中条件可以推导出

Lf (V (t)) 6 −2ϑV (t)
1
2 . (21)

应用引理4,可得ζ(V (t)) = 2ϑV (t)
1
2 ,其中κ =

2ϑ > 0, θ =
1

2
,则同步收敛时间可以估计为

T =
V 1− 1

2 (0)

2ϑ(1− 1
2
)
=
V

1
2 (0)

ϑ
.

综上可知, V (t) > 0, Lf (V (t)) 6 −2ϑV (t)
1
2 ,由

Lyapunov稳定性定理及引理4可知,被控误差网络的

状态轨迹在∀t > T是稳定的,有ei(t)→ 0, li(t)→ l∗i ,

也就是说,在控制器(4)和自适应更新定律(5)的作用

下,非连续Lur’e网络(1)和目标Lur’e系统(2)能在同步

收敛时间T内达到聚类同步,且时变控制强度li(t)将

增大到其最优值l∗i并保持恒定. 证毕.

注注注 3 在已知的复杂网络有限时间同步控制的研究

中[9, 19–20],都假定系统本身的非线性连续函数fµi(·)满足线
性化条件(又称扇形条件),即 ḟµi(·) ∈ [a1, a2]或者 a1 6
[(fµi(s) − fµi(z))/(s− z)] 6 a2,其中a1, a2是已知的非负常
数.虽然,扇形条件是极常用的一种非线性函数线性化方法,
但在本文中,为了反应系统的真实情况且扩展应用范围,研究
一类由不连续Lur’e系统耦合而成的复杂网络(1).由此,引入
Filippov集值映射的定义将不连续的函数fµi(·)转变为Fili-
ppov集值映射函数F[fµi ], F[fµi ]将某一点fµi(m)映射成为

一个集合F[fµi ](m),然后从集合中选择一个可测函数来保证
不连续函数的一般解.由于测度选择定理,即使对于同一不连
续的点,可测函数的选择也不是唯一的.因此,本文用Pµi( ̸=
0)来表示这些可测函数之间的差异.综上分析,给出假设2对
非线性函数fµi(·)进行Filippov意义下的线性化.对假设2进
行变换,可得

0 6 supi ∥uµi − dµi∥
∥s− z∥ 6 Jµi + Pµi∥s− z∥−1,

其等价于ḟµi ∈ [0, Jµi + Pµi∥s− z∥−1],由于s, z为随时间
变化的向量,故项Jµi + Pµi∥s− z∥−1是一个不确定的数,即
对于不连续的Lur’e系统,将无法找到一个统一的值a使ḟµi(·)
∈ [0, a],这解释了为什么对于不连续Lur’e系统扇形条件将不
再适用.

注注注 4 在复杂网络的有限时间同步问题中,控制器通
常设计为−ρ · sgn(ei(t))|ei(t)|α, 0 6 α 6 1,本文将根据α

的不同取值分3种情况进行讨论.首先,当α = 0时,控制器为
−ρ · sgn(ei(t)),由于符号函数sgn(·)的存在,此控制器是不连
续的,这种控制器专为不连续系统设计,能抵消因应用测度选
择定理造成的差异性;其次,当0 < α < 1时,控制器是连续
的,此控制器将主要应用于连续系统中;最后,当α = 1时,控
制器为−ρ · ei(t),这是一个典型的线性负反馈控制器,主要
用于解决系统的渐进稳定问题.

注注注 5 在文献[7–9, 19–21]中,对有限时间同步问题进
行了相应的研究.特别地,在笔者先前的工作[21]中,对非连续
复杂网络的有限时间同步问题进行了讨论,但在网络的模型
和控制器中并没有考虑系统中存在的时间延迟,而时间延迟
会导致系统振荡及发散等问题,从而对系统性能造成一定的
影响.因此,在本文中,考虑了非恒同带时变时滞的网络模型,
并且分别在控制器和Lyapunov函数中设计项

αiΩ(ei(t))(
w t

t−τ(t)
eTi (s)ei(s)ds)

1
2 ,

N∑
i=1

w t

t−τ(t)
eTi (s)ei(s)ds

来实现带耦合时滞网络的有限时间同步.同时,在文献[21]的
数值模拟部分,控制器控制强度被设置为固定的d3 = 1.5, d4
= 2,这往往会大于实际所需的控制强度.为了有效的节省控
制成本,本文在控制器(4)中针对时变控制强度li(t)设计了相
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应自适应更新定律.相应的,设计控制器中ηiΩ(ei(t))(|li(t)|

+ l̂)与Lyapunov函数中项
N∑
i=1

1

εi
(li(t)− l∗i )

2来实现控制强度

在有限时间内达到最优.综上所述,本文对比笔者之前的工作
有了很大的改进.

若考虑网络(1)由连续的Lur’e系统组成,则假设
2中由测度选择定理造成的差异性Pµi

= 0,本文有如
下推论.

假假假设设设 3 假设函数fµi
在Rm上连续可微,存在非

负常数Jµi
使得

∥fµi
(s)− fµi

(z)∥ 6 Jµi
∥s− z∥,

i = 1, 2, · · · , N ,对任意向量s, z ∈ Rm成立.

推推推论论论 1 若假设3成立且函数gk(·) ∈ NCF(ξ, δ),
ξ > δ > 0, k = 1, 2, · · · , n.如果存在正常数z′和β′

使得定理1中条件1, 2成立,则在控制器(4)和自适应更
新定理(5)的作用下,连续Lur’e网络能在有限时间内
能够实现聚类同步,且同步收敛时间可以估计为

T =
V

1
2 (0)

ϑ′ ,

其中: ϑ′ = min{ρ, ϑ′
2, ϑ

′
3}, ϑ′

2 = min
16i6N

{ηiε
1
2

i }, ϑ′
3 =

min
16i6N

{αi}.

4 数数数值值值仿仿仿真真真

本节将给出一个数值仿真来验证文中提出的非连

续Lur’e网络有限时间聚类同步判定方法和控制器设
计的正确性和可适用性.
考虑由10个Lur’e系统耦合而成的复杂动态网络

并将其分为3个聚类(Λ1 = {1, 2, 3}, Λ2 = {4, 5, 6},
Λ3 = {7, 8, 9, 10}),其中每个聚类中Lur’e系统的动
力学方程如下:

ẏi(t) = Ejyi(t) +Djfj(Mjyi(t)),

i = 1, 2, · · · , 10, j = 1, 2, 3,其中矩阵

E1 = diag{−0.99,−0.97,−0.99},
E2 = diag{−1.01,−1,−0.99},
E3 = diag{−1.2,−1.2,−1.01},
M1 =M2 =M3 = I3,

D1 =

3.01 0 0

0 2 1.02

0 1 1.99

 , D2 =

2.99 0 0

0 1.99 1.01

0 1 2

 ,
D3 =

2.85 0 0

0 1.86 1.05

0 1 1.95

 ,
可得λmax(E1+E

T
1 ) =−1.4, λmax(E2+E

T
2 ) =−2.0,

λmax(E3 + ET
3 ) = −2.8, ∥D1∥ = 3.01, ∥D2∥ = 3.00,

∥D3∥ = 2.93,选取非连续非线性函数 fj(·)为 f1(v)

= f2(v) = f3(v) = 0.2v + 0.09 sgn(v).根据假设2得
J j
1 = J j

2 = J j
3 = 0.2, P j

1 = P j
2 = P j

3 = 0.18, j = 1, 2,
3.取耦合强度 c1 = 0.3, c2 = 0.6,令τ(t) = 0.01 +

sin(0.1t), gk(yki ) = 1.5yki + 0.3 sin yki , 则gk(·) ∈
NCF(1.5, 0.3), i = 1, 2, · · · , 10, k = 1, 2, 3.
根据网络的拓扑结构图1,第1个聚类中Lur’e系统

3,第2个聚类中Lur’e系统4,第3个聚类中Lur’e系统9,
10与其他聚类中的Lur’e系统有直接连接,故将在这
4个Lur’e系统上施加控制器,并设置控制器参数ρ =
2, l̂ = 5, ηi = 0.6, αi = 0.3, εi = 0.5,通过计算可得到
可行的z, β使定理1中条件成立.由网络的系统参数可
得V (0) = 15.9,则此网络的同步收敛时间为T =

13.2.

1093

1 6

4

872 5

图 1 Lur’e网络的拓扑结构
Fig. 1 The topology of Lur’e network

证明定理满足后,本文在图2中分别绘制了3个聚
类中各Lur’e系统的状态演化曲线.由图2可知,在每
个聚类内部,随着时间t趋于同步收敛时间T ,各Lur’e
系统的3个状态都分别趋于一致.定义该网络3个聚类
同步误差分别为

E1 =

√
1

3

3∑
i=1

ei(t)Tei(t), E2 =

√
1

3

6∑
i=4

ei(t)Tei(t),

E3 =

√
1

4

10∑
i=7

ei(t)Tei(t).

 / s

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.4

0.2

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

y i
 j  (

) 
, i

 =
 1

, 2
, 3

, 
j  =

 1
, 2

, 3

y 1
1

y 1
2

y 1
3

y 2
1

y 2
2

y 2
3

y 3
1

y 3
2

y 3
3

(a)聚类1中Lur’e系统状态演化曲线
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(b)聚类2中Lur’e系统状态演化曲线
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(c)聚类3中Lur’e系统状态演化曲线

图 2 3个聚类中Lur’e系统状态演化曲线
Fig. 2 The state evolution curves of Lur’e systems in three

clusters

图3表示3个聚类的同步误差曲线.显然,在同步收
敛时间T内,误差曲线趋近于零.最后,图4给出了自
适应控制强度li(t)的演化曲线.以上数值仿真说明了
非连续Lur’e网络在所设计的控制器和自适应更新定
律下能够实现有限时间的聚类同步,证明了本文结论
的有效性.
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图 3 3个聚类的同步误差曲线
Fig. 3 Synchronization error curves of three clusters
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图 4 自适应控制强度li(t)的演化曲线

Fig. 4 Adaptive control strength li(t) evolution curves

5 结结结论论论

本文研究了一类非连续具有时变时滞耦合的

Lur’e复杂网络的有限时间聚类同步问题.针对非连续
Lur’e系统函数,本文引入了Filippov微分包含理论,并
且设计了有效的牵制控制器.通过充分考虑Lyapunov
稳定性定理及有限时间稳定性理论,得到了该网络在
有限时间内达到聚类同步的充分判据,同时给出了网
络达到聚类同步的收敛时间的估计.此外,针对时变
反馈强度,本文设计了自适应更新定律以获得最优控
制强度.最后,数值仿真的结果充分验证了本文控制
器设计及同步判据的有效性和可行性.此外,具有多
重脉冲效应和受到随机扰动下非连续复杂网络的有

限时间聚类同步问题将会是今后的研究重点之一.同
时,拓宽文中处理非连续网络方法的应用条件也是未
来需要解决的问题.
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