
第 39卷第 1期
2022年 1月

控 制 理 论 与 应 用
Control Theory & Applications

Vol. 39 No. 1
Jan. 2022

基基基于于于强强强化化化学学学习习习的的的一一一类类类具具具有有有输输输入入入约约约束束束非非非线线线性性性系系系统统统最最最优优优控控控制制制

罗 傲, 肖文彬, 周 琪†, 鲁仁全
(广东工业大学广东省智能决策与协同控制重点实验室,广东广州 510006)

摘要:针对部分系统存在输入约束和不可测状态的最优控制问题,本文将强化学习中基于执行–评价结构的近似
最优算法与反步法相结合,提出了一种最优跟踪控制策略.首先,利用神经网络构造非线性观测器估计系统的不可
测状态. 然后,设计一种非二次型效用函数解决系统的输入约束问题.相比现有的最优方法,本文提出的最优跟踪
控制方法不仅具有反步法在处理n阶系统跟踪问题上的优势,而且保证了所有虚拟控制器均为最优,同时,该方法
可以简化控制器设计过程. 最后,基于李雅普诺夫稳定性理论,证明了闭环系统中的所有信号一致最终有界. 通过
仿真结果验证该方法的有效性.
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Abstract: In this paper, by incorporating the approximate optimization algorithm, which is derived from actor-critic
structure in reinforcement learning, into the backstepping, an optimal tracking control strategy is proposed for a class of
nonlinear systems with immeasurable states and input constraints. First, a nonlinear observer is constructed with neural
network to estimate the immeasurable states. Then, a non-quadratic cost function is designed to solve the problem of
controller constraints. Compared with the existing optimization methods, the optimal tracking control method proposed in
this paper not only has the advantage of backstepping technique in addressing the n-order system tracking problem, but
also ensures that all virtual controllers are optimal. And this method simplifies the controller design. Finally, according
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effectiveness of the proposed method is verified by the simulation results.
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1 引引引言言言

随着世界能源危机的日益严峻,最优控制已经成
为实际生产生活中一项重要设计方案[1–3]. 对于被控
对象效用函数为二次型的线性系统主要通过求解黎

卡提(Riccati)方程获得其最优解. 然而,实际中大部分
被控系统具有复杂非线性的特点,需要求解哈密
顿–雅可比–贝尔曼(Hamilton–Jacobi–Bellman, HJB)

方程. 由于HJB方程具有强非线性,从而导致难以获
得方程解析解,同时,随着系统维数的增加,求解过程
中会产生“维数灾”问题.因此,如何通过近似算法获
得HJB方程解,是当前优化控制领域研究的热点问
题[4–6]. 近年来,基于强化学习执行–评价网络的自适
应评判控制策略被广泛应用于非线性系统的最优控

制问题.该方法利用神经网络或模糊逻辑系统的近似
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特性得到HJB方程解,为非线性系统的最优控制问题
的求解提供了新途径[7–11].

反步法作为一种系统化的控制设计方法,具有结
构简单,鲁棒性强的优势,能有效解决复杂非线性系
统控制问题,极大地促进了非线性系统控制理论的研
究[12–27]. 综合反步法在解决n阶不确定非线性系统跟
踪问题上的优势,许多专家学者尝试将强化学习与反
步法相结合并提出了相应的控制算法[28–32]. 其中,文
献[28–29]为实现跟踪控制,将控制器设计分为两个部
分: 基于反步法的前馈控制器和基于强化学习的最优
控制器,但该方法无法保证所有虚拟控制器为最优,
并且设计过程复杂. 文献[30]第1次提出最优反步法
的概念,在反步法的每一步应用强化学习中执行–评
价结构,利用执行网络和评价网络分别产生控制律和
评价控制性能,得到各子系统的最优虚拟控制器,从
而使整个系统控制性能达到最优. 文献[31–32]均采
用最优反步法的控制设计思想,分别解决了船舶系统
和含有未知动态的非线性系统的跟踪控制问题.然而,
上述文献所提出的最优控制算法都是在假设被控系

统状态完全已知的前提下设计的,但是,实际被控系
统的部分状态往往难以通过测量直接获取. 此外,现
有的基于最优反步法的文献都忽略了对虚拟控制器

反复求导所引起的“复杂度爆炸”问题.

值得注意的是,在实际工程中,由于系统部件的物
理局限性,控制输入往往会受到约束,如果所设计的
控制算法没有充分考虑这一问题,则无法获得理想的
控制性能,甚至无法使得被控系统稳定. 基于最优控
制的优点,研究人员试图对系统中存在输入约束的优
化问题进行处理,使系统在约束条件下达到控制目的,
同时优化相应的性能指标[33–37]. 文献[35]针对具有输
入约束的矿物研磨过程控制问题,通过引入参考调节
器使得输入处于约束的范围内,同时应用强化学习策
略,得到具有约束的最优调节器. 文献[36–37]通过设
计一种非二次型的效用函数,分别解决了具有输入约
束的连续时间下系统模型自由的优化镇定问题和部

分系统动态未知的事件触发优化问题.但以上方法需
要假设系统状态完全可测,且未考虑高阶系统的跟踪
问题.

为解决实际系统存在输入约束和不可测状态而导

致难以实现最优控制的问题,本文基于强化学习方法
提出一种最优跟踪控制策略.本文的主要贡献总结如
下: 1)针对高阶非线性系统,本文提出基于强化学习
执行–评价结构的最优反步法控制策略,不仅能使系
统输出快速跟踪理想信号,还能优化性能指标,降低
控制资源的占用率.与文献[28]所提出的最优方法相
比,本文所采用的设计方法更为简单,并能使虚拟控
制序列均为最优. 2)与文献[30]相比,本文所提出的
最优跟踪控制方法不需要系统状态完全可测,放宽系

统状态可测这一约束条件,更加符合实际工程情况.
3)利用一种非二次型效用函数解决控制器约束问题.
同时引入动态面技术,避免设计过程中“复杂度爆
炸”的现象,简化控制器设计过程.

2 预预预备备备知知知识识识与与与问问问题题题阐阐阐述述述

2.1 系系系统统统描描描述述述

考虑一类严格反馈非线性系统
ẋi = xi+1 + fi(xi), 1 6 i 6 n− 1,

ẋn = u+ fn(xn),

y = x1,

(1)

其中: xi = [x1 x2 · · · xi]
T ∈ Ri为系统状态向量,

y ∈ R表示系统输出, fi(xi)是未知光滑非线性函数,
u表示受约束的系统输入,约束范围为±β, β为已知正
常数. 系统只有输入和输出可直接测量.

假假假设设设 1 [24] 非线性函数f(x)在紧集Ωx内具有利

普希茨特性,即存在一个已知的常数li,对于∀X1, X2

∈ Ri使得以下不等式成立:

|fi(X1)−fi(X2)|6 li∥X1 −X2∥, i = 1, · · · , n,

其中∥X∥表示向量X的2--范数.

引引引理理理 1 [17] 根据神经网络的近似特性,任何定义
在紧集Ωx上的连续非线性函数f(x)可以用神经网络

逼近,具体形式如下:

f(x) =WTS(x),

其中: W = [W1 W2 · · · Wp]
T ∈ Rp表示权值向量,

S(x) = [s1(x) · · · sp(x)]T为基函数向量, p表示神
经元个数,

si(x) = exp[−(x− ui)
T(x− ui)

ϕ2
i

],

x ∈ Ωx ⊂ Rp是输入向量, ui = [ui1 · · · uip]
T是高

斯函数的中心, ϕi是高斯函数宽度.基于神经网络逼
近特性,存在理想权值向量W ∗,使以下方程成立:

f(x) =W ∗TS(x) + ε(x), ∀x ∈ Ωx ⊂ Rp,

W ∗ := arg min
W∈Rp

{ sup
x∈Ωx

|f(x)−WTS(x)|},

其中: W ∗=[W ∗
1 W ∗

2 · · · W ∗
p ]

T∈Rp,逼近误差ε(x),

满足|ε(x)| 6 δ∗, δ∗为正常数.

2.2 观观观测测测器器器设设设计计计

基于神经网络近似特性,可得

fi(x̂i) =W ∗T
fi Sfi(x̂i) + εfi,

其中: W ∗
fi为理想权值, εfi为逼近误差, x̂i为xi的估计.

系统(1)可变形为{
ẋ = A0x+ F ∗ + ε−∆f + Enu,

y = x1,
(2)
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其中:

A0 =

[
0(n−1)×1 In−1

0 01×(n−1)

]
,

x = [x1 x2 · · · xn]
T, ε = [εf1 εf2 · · · εfn]T,

且满足||ε|| 6 δ∗f , δ∗f为正常数.

En = [0 · · · 0 1]T ∈ Rn,

∆f = [∆f1 ∆f2 · · · ∆fn]
T,

∆fi = fi(x̂i)− fi(xi),

F ∗ = [W ∗T
f1 Sf1 W

∗T
f2 Sf2 · · · W ∗T

fn Sfn]
T,

Sfi = Sfi(x̂i).

由于系统(1)中状态不可测,为了完成控制器设计,
本文将设计如下状态观测器来估计系统状态:{

˙̂x = Ax̂+Ky + F̂ + Enu,

ŷ = x̂1,
(3)

其中:

A =

[
−k1 In−1

−ki 01×(n−1)

]
, ki = [k2 k3 · · · kn]T,

F̂ = [ŴT
f1Sf1 Ŵ

T
f2Sf2 · · · ŴT

fnSfn]
T,

Ŵfi为W
∗
fi的估计值, K = [k1 k2 · · · kn]T,系数ki

需使得多项式p(s) = sn + k1s
n−1 + · · ·+ kn为赫尔

维茨多项式. 因此,对任意给定的QT = Q > 0,存在
正定矩阵PT = P > 0,使得ATP + PTA = −Q. 令
x̃ = x̂− x, x̃ = [x̃1 x̃2 · · · x̃n]

T,观测误差的状态
空间形式为

˙̃x = Ax̃− ε+∆f + F̃ , (4)

其中:

F̃ = [W̃T
f1Sf1 W̃

T
f2Sf2 · · · W̃T

fnSfn]
T,

W̃f = Ŵf −W ∗
f , W̃f = [W̃f1 W̃f2 · · · W̃fn]

T,

W ∗
f = [W ∗

f1 W
∗
f2 · · · W ∗

fn]
T.

定定定理理理 1 利用神经网络观测器(3),若针对神经网
络权值Ŵf设计如下自适应律:

˙̂
Wf = −ηx̃1Sf − σŴf , (5)

其中: Sf = [Sf1 Sf2 · · · Sfn]
T, σ与η为正设计参数,

则观测误差x̃与权值误差W̃f最终一致有界.

证证证 选择如下李雅普诺夫函数:

L0 = x̃TPx̃+
1

2
W̃T

f W̃f ,

其导数为

L̇0 =−x̃TQx̃+ 2x̃TP (−ε+∆f + F̃ ) +

W̃T
f

˙̃Wf . (6)

根据式(5),并应用杨氏不等式,可得

L̇0 6 −a01||x̃||2 − a02||W̃f ||2 + d0, (7)

其中:

a01 = λmin(Q)− r0 − 2||P ||2 − 1

2
η2,

a02 =
1

2
σ − 3

2
λmax(SfS

T
f ),

d0 = δ∗2f +
1

2
σ||W ∗T

f ||2, r0 = 1 + ||P ||2
n∑

i=1

l2i ,

λmax(SfS
T
f )为SfS

T
f 最大特征值.

由式(7)可知,当以下不等式满足时,观测误差||x̃||
和权值误差||W̃f ||最终一致有界

||x̃|| >

√
d0
a01

, (8)

||W̃f || >

√
d0
a02

. (9)

注注注 1 系统(1)中的控制器u是在集合Ω上的容许控制

器,即u在集合Ω上连续, u(0) = 0,并且u可以使得系统(1)在

Ω上稳定. 定义为u ∈ Ψ(Ω). 本文所研究的最优问题是寻找

一个满足约束条件的控制器u ∈ Ψ(Ω),使得所设计的代价函

数最小.

3 主主主要要要结结结果果果

3.1 最最最优优优控控控制制制器器器设设设计计计和和和稳稳稳定定定性性性分分分析析析

本节中,基于强化学习的最优反步法技术将应用
于一类n阶非线性系统最优跟踪控制问题研究.不同
于单一的反步法,最优反步法设计的控制器不仅能保
证系统稳定,而且可以优化控制性能,设计算法结构
如图1所示.

定义如下坐标变换:
z∗1 = x1 − yr,

z1 = x̂1 − yr,

zi = x̂i − qi,

mi = qi − α̂i−1, i = 2, 3, · · · , n,

(10)

其中: z∗1表示系统跟踪误差, z1表示观测器跟踪误差,
zi代表虚拟误差面, qi代表一阶滤波器的输出信号,
mi为滤波误差, yr为理想跟踪信号, α̂i−1为近似最优

虚拟控制器.

注注注 2 由式(8)–(9)可知观测器估计误差x̃最终一致有

界,因此, z̃1 = z1 − z∗1同样最终一致有界. 在随后的设计中

将用z1取代z∗1进行最优设计.

步步步骤骤骤 1 跟踪误差z1对时间t的微分为

ż1 = x̂2 + g1 − ẏr, (11)

其中g1 = ŴT
f1Sf1 + k1(y − x̂1).
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定义z1子系统代价函数为

V1(z1) =
w ∞

t
r1(z1(s), α1(z1))ds,

其中: 效用函数为r1(z1(s), α1(z1)) = z21 + α2
1, α1表

示虚拟控制器. 将x̂2看作最优虚拟控制α
∗
1,即x̂2 , α∗

1,
则最优代价函数为

V ∗
1 (z1) = min

α1∈Ψ(Ωz1)
(
w ∞

t
r1(z1(s), α1(z1))ds) =w ∞

t
r1(z1(s), α

∗
1(z1))ds,

其中: Ωz1为包含原点的紧集. 梯度
∂V ∗

1

∂z1
可写为

∂V ∗
1

∂z1
= 2β1z1 +

∂V o
1

∂z1
− 2ẏr + 2g1, (12)

其中:
∂V o

1

∂z1
= −2β1z1 +

∂V ∗
1

∂z1
+ 2ẏr − 2g1,

β1为设计正常数,
∂V o

1

∂z1
为连续函数. 根据贝尔曼最优

性原理, z1子系统的HJB方程为

H1(z1, α
∗
1,
∂V ∗

1

∂z1
) =

z21 + α∗2
1 + (g1 − ẏr + α∗

1)×

(2β1z1 − 2ẏr + 2g1 +
∂V o

1

∂z1
) = 0. (13)

基于最优控制理论,由
∂H1

∂α∗
1

= 0得最优虚拟控制器

α∗
1为

α∗
1 = −β1z1 −

1

2

∂V o
1

∂z1
+ ẏr − g1. (14)

由于
∂V o

1

∂z1
在集合Ωz1上连续,因此可以通过神经网络

逼近,由此可得以下等式:
∂V o

1

∂z1
=W ∗T

1 S1 + ε1, (15)

∂V ∗
1

∂z1
= 2β1z1 +W ∗T

1 S1 + ε1 − 2ẏr + 2g1,

(16)

α∗
1 = −β1z1 −

1

2
(W ∗T

1 S1 + ε1) + ẏr − g1, (17)

其中: 逼近误差 ε1满足|ε1| 6 δ∗1 , δ∗1为正常数. 令S1

= S1(z1).

图 1 基于强化学习的最优控制设计框图

Fig. 1 Block diagram of the optimal control design based on reinforcement learning
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将式(15)(17)代入式(13)得到

H1(z1, α
∗
1,W

∗
1 ) =−(β21 − 1)z21 − β1z1W

∗T
1 S1 −

2ẏrg1−
1

4
W ∗T

1 S1S
T
1 W

∗
1 + ẏ2r +

g21 + ϵ1, (18)

其中: ϵ1 = ε1(g1− ẏr+α∗
1)+

1

4
ε21,且满足|ϵ1| 6 ϵ∗1.

由于理想权值W ∗
1未知,因此最优虚拟控制器(17)不

可用. 基于强化学习思想,利用评价网络和执行网
络,得到以下式子:

∂V̂ o
1

∂z1
= ŴT

c1S1, (19)

α̂1 = −β1z1 −
1

2
ŴT

a1S1 + ẏr − g1, (20)

其中: V̂ o
1和α̂1分别为V

o
1和α

∗
1的估计, Ŵc1和Ŵa1分

别是评价和执行神经网络的权值.将式(19)–(20)代
入式(13),得到近似HJB方程

H1(z1, α̂1, Ŵc1) = z21 + α̂2
1 + (2β1z1 + ŴT

c1S1−
2ẏr + 2g1)(g1 − ẏr + α̂1). (21)

基于式(13)(21),贝尔曼余差为

ζ1 =H1(z1, α̂1, Ŵc1)−H1(z1, α
∗
1,W

∗
1 ) =

H1(z1, α̂1, Ŵc1).

定义目标函数, E1 =
1

2
ζ21 . 为了使得贝尔曼余差最

小,针对目标函数采用梯度下降法设计如下评价网
络自适应律:

˙̂
Wc1 =− γc1

||w1||2 + 1

∂E1

∂Ŵc1

=

− γc1
||w1||2 + 1

w1(w
T
1 Ŵc1 − (β21 − 1)z21 +

g21 +
1

4
ŴT

a1S1S
T
1 Ŵa1 + ẏ2r − 2ẏrg1), (22)

其中: w1 = S1(g1 + α̂1 − ẏr),学习率γc1 > 0. 相应
的执行网络自适应律为

˙̂
Wa1 =

γc1
4(||w1||2 + 1)

S1S
T
1 Ŵa1w

T
1 Ŵc1 +

1

2
S1z1 − γa1S1S

T
1 Ŵa1, (23)

其中学习率γa1 > γ2c1.

假假假设设设 2 [6] 信号wiw
T
i , i = 1, 2, · · · , n,在区间

[t, t+ t̄i]上满足以下持续激励条件:

ϱiIpi 6 wiw
T
i 6 ξiIpi , (24)

其中: ϱi > 0, ξi > 0, t̄i > 0,且Ipi ∈ Rpi×pi为单位

矩阵.

注注注 3 假设2中,矩阵wiw
T
i 每一元素都应满足小于等

于关系,即,每一元素都在区间[ϱi, ξi]内.该假设可以使得评

价网络的估计权值Ŵci更好地收敛于理想权值W ∗
i .

由式(10),误差动态式(11)可改写为

ż1 = z2 + α̂1 + g1 − ẏr +m2. (25)

对z1子系统选择如下李雅普诺夫函数:

L1 =
1

2
z21 +

1

2
W̃T

a1W̃a1 +
1

2
W̃T

c1W̃c1,

其中: W̃a1 = Ŵa1 −W ∗
1 , W̃c1 = Ŵc1 −W ∗

1 .

将式(20)(22)–(23)(25)代入L1对时间t的微分得

L̇1 = z1z2−β1z21−
1

2
ŴT

a1S1z1+
1

2
W̃T

a1S1z1−

γa1W̃
T
a1S1S

T
1 Ŵa1+z1m2+

γc1
4(||w1||2+1)

×

W̃T
a1S1S

T
1 Ŵa1w

T
1 Ŵc1−

γc1
||w1||2+1

W̃T
c1w1 ×

(wT
1 Ŵc1−(β21−1)z21+

1

4
ŴT

a1S1S
T
1 Ŵa1+

g21−2ẏrg1+ẏ
2
r ). (26)

应用杨氏不等式和假设2,并结合式(18)(22),式
(26)可写为

L̇1 6
1

2
z22 − a11z

2
1 − a12W̃

T
a1W̃a1 −

a13W̃
T
c1W̃c1 + d̄1 +

1

2
m2

2, (27)

其中:

d1 =
2γa1 + 1

4
(W ∗T

1 S1)
2 +

γc1
2(||w1||2 + 1)

ϵ21.

由于d1中均为有界量,因此存在一个常数d̄1使得d1

6 d̄1. a11 = β1 −
5

4
,

a12 = (
1

2
γa1 −

1

8
γ2c1 −

ξ1
8
W ∗T

1 W ∗
1 )× λmin(S1S

T
1 ),

a13 =
ϱ1

2(||w1||2 + 1)
γc1 −

ξ1
8(||w1||2 + 1)2

×

W ∗T
1 S1S

T
1 W

∗
1 .

步步步骤骤骤 2(i=2, 3, · · · , n−1) 基于动态面技术[25],
选取如下一阶滤波器用于避免反步法中“复杂度爆

炸”问题

τiq̇i + qi = α̂i−1, qi(0) = α̂i−1(0), (28)

其中: τi是正设计参数,由mi = qi − α̂i−1可得q̇i =

−mi

τi
,则有

ṁi = −mi

τi
+Mi, (29)

其中Mi = − ˙̂αi−1为有界连续函数.

注注注 4 每一步设计出相对应的α̂i后,在下一步的最优
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控制的设计中需对其进行求导,并且之后的每一步都会对其

进行反复求导,从而产生“复杂度爆炸”问题.引入动态面技

术将虚拟控制信号通过一阶低通滤波器得到估计值qi,在下

一步设计过程中,用估计值代替虚拟控制信号可以避免对其

进行求导,简化了控制器设计.

第i个子系统的误差动态方程为

żi = x̂i+1 + gi − q̇i, (30)

其中gi = ŴT
fi Sfi + ki(y − x̂1).

令第i个子系统的最优虚拟控制器为x̂i+1 = α∗
i ,

可得最优代价函数

V ∗
i (zi) = min

αi∈Ψ(Ωzi)
(
w ∞

t
ri(zi(s), αi(zi))ds) =

w ∞

t
ri(zi(s), α

∗
i (zi))ds,

其中: 效用函数ri(zi(s), α∗
i (zi)) = z2i + α∗2

i , α∗2
i 表

示最优虚拟控制器, Ωzi表示包含原点的紧集.

与第1步类似,梯度
∂V ∗

i

∂zi
可写为

∂V ∗
i

∂zi
= 2βizi +

∂V o
i

∂zi
− 2q̇i + 2gi,

βi为正设计参数,对应的HJB方程为

Hi(zi, α
∗
i ,
∂V ∗

i

∂zi
) = z2i +α

∗2
i +(gi − q̇i+α

∗
i )×

(2βizi − 2q̇i+2gi+
∂V o

i

∂zi
) = 0.

(31)

根据最优控制原理,最优虚拟控制器为

α∗
i = −βizi −

1

2

∂V o
i

∂zi
+ q̇i − gi. (32)

利用神经网络逼近性质

∂V o
i

∂zi
=W ∗T

i Si + εi, (33)

α∗
i = −βizi −

1

2
(W ∗T

i Si + εi) + q̇i − gi, (34)

其中逼近误差εi满足|εi| 6 δ∗i . 令Si = Si(zi).

由式(31)(33)–(34)可知以下式子成立:

Hi(zi, α
∗
i ,W

∗
i ) =−(β2i − 1)z2i − βiziW

∗T
i Si −

2q̇igi+q̇
2
i −

1

4
W ∗T

i SiS
T
i W

∗
i +

ϵi+g
2
i − εiq̇i, (35)

其中ϵi = εi(gi + α∗
i ) +

1

4
ε2i .

与第1步类似,式(33)–(34)可写为

∂V̂ o
i

∂zi
= ŴT

ciSi, (36)

α̂i = −βizi −
1

2
ŴT

aiSi + q̇i − gi. (37)

第i阶子系统的贝尔曼余差为

ζi =Hi(zi, α̂i, Ŵci)−Hi(zi, α
∗
i ,W

∗
i ) =

Hi(zi, α̂i, Ŵci).

令Ei =
1

2
ζ2i ,根据梯度下降法,设计评价网络的自

适应律为

˙̂
Wci =− γci

||wi||2 + 1

∂Ei

∂Ŵci

=

− γci
||wi||2 + 1

wi(w
T
i Ŵci − (β2i − 1)z2i +

g2i + q̇2i +
1

4
ŴT

aiSiS
T
i Ŵai − 2q̇igi), (38)

其中: 学习率γci > 0, wi = Si(−βizi −
1

2
ŴT

aiSi).

相应执行网络自适应律为

˙̂
Wai =

1

2
S1zi − γaiSiS

T
i Ŵai +

γci
4(||wi||2 + 1)

×

SiS
T
i Ŵaiw

T
i Ŵci, (39)

其中学习率γai > γ2ci.

由式(10)可知第i阶系统误差动态为

żi = zi+1 +mi+1 + α̂i + gi − q̇i. (40)

针对第i阶子系统选取如下李雅普诺夫函数:

Li =
i−1∑
k=1

Lk +
1

2
z2i +

1

2
W̃T

aiW̃ai +
1

2
W̃T

ciW̃ci +

1

2
m2

i .

与第1步化简相似, Li对时间t求微分后可化简为

L̇i 6
i−1∑
k=1

L̇k +
1

2
z2i+1 − ai1z

2
i − ai2W̃

T
aiW̃ai −

ai3W̃
T
ciW̃ci + d̄i +

1

2
m2

i+1 +miṁi +

γ2ciδ
∗2
i

2ci
m2

i , (41)

其中:

di =
2γai + 1

4
(W ∗T

i Si)
2 +

γci
2(||wi||2 + 1)

ϵ2i ,

由于di中均为有界量,因此存在一个常数d̄i使得di

6 d̄i. ai1 = βi −
5

4
,

ai2 =
γai
2
λmin(SiS

T
i )−

γci
8(||wi||2 + 1)

×

λmax(SiS
T
i W

∗
i W

∗T
i SiS

T
i )−

γci
8(||wi||2 + 1)2

λmax(SiW
∗T
i wiw

T
i W

∗
i S

T
i ),

ai3 = λmin(wiw
T
i )(

3γci
8(||wi||2 + 1)

−

ci
2τ2i (||wi||2 + 1)2

),
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ci为正参数.

步步步骤骤骤 3 根据式(10),第n阶系统误差动态方程
为

żn = gn + u− q̇n, (42)

其中gn = ŴT
fnSfn + kn(y − x̂1).

zn子系统最优代价函数为

V ∗
n (zn) = min

u∈Ψ(Ωzn)
(
w ∞

t
rn(zn(s), u(zn))ds) =

w ∞

t
rn(zn(s), u

∗(zn))ds,

其中: rn(zn(s), u∗(zn)) = ςz2n +R(u∗), u∗表示最
优实际控制器, ς 为正数, Ωzn表示包含原点的紧集.

R(u) = 2
w u

0
βψ−1(

s

β
)ds,

β为正常数. ψ(·)是一个有界且一阶导数为正常数的
单调奇函数,满足|ψ(·)| 6 1. 当ψ(·)是单调奇函数
时R(u)是正定的. 不失一般性,本文选取ψ(·) =
tanh(·).
由最优代价函数V ∗

n = βnz
2
n + V o

n , βn为正设计
参数,得第n个子系统HJB方程为

Hn(zn, u
∗,
∂V o

n

∂zn
) =

ςz2n +R(u∗) + 2βnzn(gn − q̇n + u∗) +

∂V o
n

∂zn
(gn − q̇n + u∗) = 0. (43)

根据最优性原理,可得

u∗ = −β tanh( 1
β
βnzn +

1

2β

∂V o
n

∂zn
). (44)

利用神经网络逼近性质

∂V o
n

∂zn
=W ∗T

n Sn + εn, (45)

其中: 逼近误差εn满足|εn| 6 δ∗n. 令Sn = Sn(zn).

与第i步相似,式(44)–(45)可写为

û = −β tanh( 1
β
βnzn +

1

2β
ŴT

anSn), (46)

∂V̂ o
n

∂zn
= ŴT

cnSn. (47)

令

N1 =
1

β
βnzn +

1

2β
ŴT

anSn,

N2 =
1

β
βnzn +

1

2β
W ∗T

n Sn.

由式(43)(46)–(47),可得第n阶子系统的贝尔曼余差
为

ζn =Hn(zn, û, Ŵcn)−Hn(zn, u
∗,W ∗

n) =

ςz2n +R(û) + (2βnzn + ŴT
cnSn)×

(gn + û− q̇n).

令En =
1

2
ζ2n. 采用梯度下降法,得到评价网络自适

应律

˙̂
Wcn =− γcn

1 + ||wn||2
wn(2βnzn(gn + û− q̇n) +

ŴT
cnwn + ςz2n +R(û)), (48)

其中: wn = Sn(gn + û− q̇n),学习率γcn > 0. 设计
执行网络自适应律如下:
˙̂
Wan =−γanSnST

n Ŵan +
βγcn

1 + ||wn||2
SnŴ

T
cnŵn ×

(tanh N1 − sgn(N1)), (49)

其中γan > 0.

选取如下李雅普诺夫函数:

Ln = Ln1 + Ln2,

其中:

Ln1=V
∗
n , Ln2=

1

2
W̃T

anW̃an +
1

2
W̃T

cnW̃cn +
1

2
m2

n.

对Ln1微分可得

L̇n1 = (2βnzn +W ∗T
n Sn)(gn − q̇n) + εn(gn +

û)− β(2βnzn +W ∗T
n Sn) tanh N1 −

εnq̇n. (50)

由式(43)(45)可得

εHJB + εnq̇n = (2βnzn +W ∗T
n Sn)(gn − q̇n)− β ×

(2βnzn +W ∗T
n Sn) + ςz2n + 2β ×w −β tanh N2

0
tanh−1(

s

β
)ds, (51)

其中: εHJB + εnq̇n为神经网络余差,且εHJB为有界

量,满足εHJB 6 ϵHJB, ϵHJB为正常数.

将式(51)代入式(50),且tanh Ni6
√
h,通过杨

氏不等式化简可得

L̇n1 6 −(ς − β2n)z
2
n + dn1,

其中:

dn1 = βW ∗T
n Sn(tanh N2 − tanh N1) +

4β2h+ ϵHJB + εn(gn + û),

h为正常数.

由杨氏不等式可得

miMi 6
m2

iM
2
i

2
+

1

2
,

并且存在一个正常数M̄满足|Mi| 6 M̄ .

令

Γ (N1) = 2β
w −β tanh N1

0
tanh−1(

s

β
)ds,
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Γ (N2) = 2β
w −β tanh N2

0
tanh−1(

s

β
)ds.

由文献[36]推导可知

Γ (N1)−Γ (N2) =Θ + 2β2(N1 tanh N1 −N2 ×

tanh N2) +2β2(N2sgn(N2)−

N1sgn(N1)), (52)

其中:

Θ=2ln
1 + exp(−2N2sgn(N2))

1 + exp(−2N1sgn(N1))
,

Θ为有界量.

对Ln求微分,并将式(48)–(49)代入,化简得

L̇n 6−an1z2n − an2W̃
T
anW̃an − an3W̃

T
cnW̃cn +

1

2
− (

1

τn
− γ2cnδ

∗2
n

2cn
− M̄2

2
)m2

n + dn, (53)

其中:

an1 = ς − β2n − 8γcn
1 + ||wn||2

β2β2n,

an2 = (
γan
2

− 1

2
)λmin(SnS

T
n ),

an3 =
15ϱnγcn

32(1 + ||wn||2)
− cnξn

2τ2n(1 + ||wn||2)2
,

cn为正参数,且

dn =
8γcn

1+ ||wn||2
(ϵHJB +Θ + βW ∗T

n Sn(sgn(N2)−

sgn(N1)))
2 +

γan
2
W ∗T

n SnS
T
nW

∗
n + dn1+

1

2
×

(
βγcnW

∗T
n wn

1 + ||wn||2
(tanh N1 − sgn(N1)))

2.

由上式可知dn中均为有界量,因此存在一个常数d̄n
使得dn 6 d̄n.

选取李雅普诺夫函数

L = Ln−1 + Ln + L0. (54)

由式(7)(27)(41)(53)–(54)可知

L̇6−a1||z||2 − a2||W̃a||2 − a3||W̃c||2 + d̄−
a01||x̃||2 − a02||W̃f ||2 − a4||m||2, (55)

其中:

a1 = min{a11, ai1 −
1

2
}, i = 2, 3, · · · , n,

a2 = min{ai2}, a3 = min{ai3}, i = 1, 2, · · · , n,

a4 = min{ 1
τi

− γ2ciδ
∗2
i

2ci
− M̄2 + 1

2
},

i = 2, 3, · · · , n,

d̄ = d0 + d̄1 + d̄2 + · · ·+ d̄n +
n− 1

2
,

m = [m2 m3 · · · mn]
T.

由此可得

||z|| >

√
d̄

a1
, ||W̃a|| >

√
d̄

a2
,

||W̃c|| >

√
d̄

a3
, ||x̃|| >

√
d̄

a01
,

||W̃f || >

√
d̄

a02
, ||m|| >

√
d̄

a4
.

(56)

选取适当参数,使得a1, a2, a3, a4, a01, a02为正,且
当上述不等式满足时,系统所有信号为一致最终有
界.

3.2 数数数值值值仿仿仿真真真

本节将通过数值仿真验证所提出的基于强化学

习最优控制方法的有效性. 考虑如下系统:
ẋ1 = sin(2x1) + x2,

ẋ2 = 2 sin x1 + cos x2 − 1 + u,

y = x1.

选取如下设计参数:

k1 = 60, k2 = 60, η = 1.6, σ = 5, β = 5,

ς = 1300, β1 = 11, β2 = 20, γa1 = 5, γc1 = 0.5,

γa2 = 5, γc2 = 0.015.

系统初始状态为

x1(0)=0.1, x2(0)=1, x̂1(0)=0.15, x̂2(0)=0.1.

神经网络初始值选择为

Ŵf1(0) = [0.1 · · · 0.1]T ∈ R5×1,

Ŵf2(0) = [0.2 · · · 0.2]T ∈ R5×1,

Ŵa1(0) = [1.2 · · · 1.2]T ∈ R6×1,

Ŵc1(0) = [0.4 · · · 0.4]T ∈ R6×1,

Ŵa2(0) = [1.3 · · · 1.3]T ∈ R6×1,

Ŵc2(0) = [0.6 · · · 0.6]T ∈ R6×1.

在学习过程的前5 s,给控制端施加一个噪声信号

n(t) = 0.5 sin(2t) cos(2t) + 0.2 sin(20t) cos(7t)3

改善学习效果,理想跟踪信号yr = sin t,图2–7为仿
真结果.

图2表示参考信号yr和系统的输出信号y的响应
曲线.图3表示观测器输出跟踪理想轨迹的误差z1以
及观测误差x̃1,可以看出观测器的跟踪误差z1以及
观测误差x̃1收敛到0附近,因此在优化设计中x̂1可
以替代x1, z1可以替代z∗1 . 图4表示系统状态x1, x2
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和估计值x̂1, x̂2的运行轨迹,可以看出所设计的观
测器有很好的估计效果.图5表示自适应参数||Ŵa1||,
||Ŵa2||的曲线.图6表示自适应参数||Ŵc1||, ||Ŵc2||
的曲线.图7表示系统的输入轨迹.

图 2 系统输出y和参考信号yr

Fig. 2 System output y and reference signal yr

图 3 观测器跟踪误差z1和观测误差x̃1

Fig. 3 The observer tracking error z1 and the observer error x̃1

图 4 状态x1, x̂1和状态x2, x̂2

Fig. 4 States x1, x̂1 and x2, x̂2

图 5 自适应律||Ŵa1||和||Ŵa2||

Fig. 5 Adaptive laws ||Ŵa1|| and ||Ŵa2||

图 6 自适应律||Ŵc1||和||Ŵc2||

Fig. 6 Adaptive laws ||Ŵc1|| and ||Ŵc2||

图 7 系统输入û

Fig. 7 System input û

4 总总总结结结

本文针对存在不可测状态和输入约束系统的最

优控制问题,基于反步法和强化学习的思想,提出
了一种最优跟踪控制策略.首先,构建非线性观测
器估计系统不可测状态,然后,在反步法中的每一
步引入执行–评价网络结构的强化学习方法,得到
相应的最优控制器,并通过引入动态面技术避免反
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步法中出现“复杂度爆炸”问题.最后,采用李雅普
诺夫稳定性理论验证了闭环系统的稳定性. 仿真结
果表明了本文设计方法的有效性. 在将来的研究工
作中,我们将利用优化的思想解决多智能体系统最
优编队控制问题.
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