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摘要:本文针对一阶非线性多自主体系统,考察了切换拓扑下的事件触发一致性控制问题.当切换拓扑子图的并
图包含有向生成树时,基于一阶保持器提出了一种分布式事件触发一致性算法,用以降低网络的通信负载.运用迭
代法和不等式法,得到了多自主体系统达到有界一致性的充分条件.此外,证明了所提事件触发机制不存在Zeno现
象,并得到了触发间隔的正下界.最后,给出仿真实例,验证了所提事件触发一致性算法和理论分析结果的有效性.
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Abstract: In this article, the consensus control problem is addressed for the first-order nonlinear multi-agent systems
under switching topologies. Under an assumption that the union graph of switching topologies contains a directed spanning
tree, a distributed event-triggered consensus algorithm using first-order hold is developed to decrease the network commu-
nication load. Based on iterative method and inequality method, several sufficient criteria are obtained for the agents to
reach the bounded consensus. Furthermore, it is proved that Zeno behavior is excluded under the proposed event-triggered
algorithm, and the positive lower bound of the minimum inter-event times is given. Finally, the effectiveness of the proposed
even-triggered consensus algorithm and theoretical results are substantiated by means of a numerical simulation.
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1 引引引言言言

近年来,随着传感与检测技术、数字控制技术和无
线通信技术的发展,多自主体系统的一致性问题引起
了众多学者的关注,并在智能电网[1]、航空航天[2]、传

感网络[3]等工程领域得到了广泛应用.一致性问
题[4–6]是指利用自主体的局部交互信息设计合适的控

制算法,使所有自主体的状态最终达到相同.
在实际工程中,自主体通常配备小型嵌入式微处

理器,其通信、计算、存储和执行能力都是有限的,并
且高频通信会阻塞通信信道,造成数据包丢失、通信
时延增加、吞吐量减小等不良影响.为了提升多自主
体系统的资源利用率,事件触发机制被广泛应用到一
致性算法中[7].在事件触发控制中,触发器设有预定
义的测量误差触发函数,只有当该函数超过触发阈值
时,才会进行邻居自主体间的通信和控制器的更新.
目前,事件触发一致性算法的研究成果大部分局限于
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固定连通拓扑[8–11].文献[8]研究了无向拓扑和通信时
延下线性多自主体的领导跟随一致性问题,设计了一
种分段常数控制信号,控制器只在触发时刻更新,触
发间隔内用零阶保持器保持控制信号,并利用代数图
论、矩阵论和时延系统稳定性理论,得到了自主体渐
近达到一致的充分条件.文献[9]利用估计器代替零阶
保持器,在触发间隔内估计邻居自主体的状态,设计
了一种连续更新的事件触发控制器来降低通信负担,
并使得一阶线性自主体系统能够渐近达到一致.针对
有向拓扑下一阶非线性多自主体的一致性问题,文献
[10]设计了一种状态依赖触发函数,得到了在强连通
拓扑下自主体渐近达到一致的充分条件,并将结果扩
展到有向生成树结构.此外,文献[11]考察了符号拓扑
下二阶非线性多自主体系统的双向一致性问题,在事
件触发函数中加入了指数函数来降低触发率.
然而,由于通信能力、传感范围等限制因素,自主

体间的连通关系往往是随时间变化的[12],且切换拓扑
下的一致性分析比固定拓扑更具挑战性.针对一阶非
线性多自主体系统,文献[13]考虑强连通切换拓扑的
情况,设计了一种分段常数事件触发控制信号,并通
过构造Lyapunov函数得到了反馈增益和耦合强度参
数的范围.此外,文献[14]针对不含有生成树的切换拓
扑,利用邻居的连续状态信息设计了一种分布式事件
触发函数,通过迭代法计算自主体间的最大距离,得
到了自主体达到有界一致的充分条件.针对二阶非线
性多自主体系统,文献[15]考虑切换拓扑双向连通的
情况,提出了一种与系统动态相关的事件触发函数,
文献[16]则针对包含有向生成树的切换拓扑,提出了
一种状态依赖的事件触发函数.针对阶线性多自主体
系统,文献[17]考虑切换拓扑为双向连通的情况,利用
零阶保持器设计事件触发控制协议,触发函数与拓扑
切换的具体时间相关,并利用坐标变换得到了自主体
达到一致性的充分条件.虽然文献[13–17]的算法可以
降低控制器和执行器的更新频率,但触发函数需要邻
居自主体的连续状态信息,这在实际工程中难以实现.
为了降低通信负载,避免自主体间连续的通信,文献
[18]利用线性动态特性对邻居状态做指数估计,触发
阈值由状态估计值和指数函数构成,在切换拓扑是联
合连通的前提下,分别得到了一阶同构多自主体系统
达到状态一致和一阶异构多自主体系统达到输出一

致的充分条件.此外,文献[19]考虑切换拓扑的子图包
含有向生成树的情况,利用自主体间的离散通信信息,
设计了一种包含衰减指数的阈值函数,分析了一阶线
性多自主体系统的领导跟随一致性问题.在文献[19]
的基础上,文献[20]进一步考虑切换拓扑的子图不具
有生成树的情况,提出了一种基于状态观测的事件触
发算法,并利用矩阵论和Lyapunov函数得到自主体渐
近达到一致的充分条件.但是,文献[19–20]需要构造

与线性动态相关的正定矩阵,不适用于具有非线性动
态的自主体.
基于上述讨论,本文研究切换拓扑下一阶非线性

多自主体的一致性问题,考虑的切换拓扑的子图可以
不包含有向生成树,弱化了文献[13, 15–19]的拓扑要
求.针对文献[13–16, 19–20]算法中通信和系统动态的
局限性,利用一阶保持器来减少触发率,提出了一种
分布式事件触发控制算法,可以避免自主体间的连续
通信.根据迭代法和不等式方法,得到了多自主体系
统达到有界一致的充分条件.此外,构造了触发阈值
和测量误差的比值函数,利用比值函数的微分方程来
求解触发间隔的下界,证明了触发间隔始终为正常数,
自主体不存在连续触发行为,排除了Zeno现象.
符号说明: R表示实数集, N表示非负整数集;

RN×N表示N × N维矩阵; ∥.∥表示欧式范数; D+表

示Dini导数.

2 问问问题题题描描描述述述

2.1 图图图论论论

集合{G1(V, E1,A1), · · · , GT (V, ET ,AT )}表示含
有N个节点的切换拓扑图, V = {1, 2, · · · , N}是节点
集, Eσ(t)是通信边,邻接矩阵Aσ(t) = [a

σ(t)
ij ] ∈ RN×N ,

函数σ(t) : [t0,∞)→ {1, 2, · · · , T}表示通信拓扑的
切换信号, t0为初始时刻. (i, j) ∈ Eσ(t)指节点j可以获

得节点i的信息,即节点i为节点j的一个邻居节点.如
果(j, i) ∈ Eσ(t),则a

σ(t)
ij > 0,否则aσ(t)ij = 0.

定义集合∂(Gm, Ωm) = {j ∈ Ωm|(j, i) ∈ Em},其

中: Vm ⊆ V , Ωm =
m∪
s=1

Vs, m = 1, 2, · · · , T + 1.于

是,集合Vm中的任意节点都能在∂(Gm, Ωm)中找到邻

居节点.
子图G1, · · · , Gm的并集记为图G1−m,它的节点集

为V ,边集为子图G1, · · · , Gm的边的并集.若图G1−m

包含有向生成树,则节点集V中存在一个根节点s1,构
成单元素集V1 = {s1},使得任意子节点集Vm+1满足

Vm+1 ⊆ ∂(Gm, Ωm).

假设切换间隔为h,第nT + l个切换时刻为tnT+l,

n ∈ N, l = 0, 1, · · · , T − 1.若图G1−m包含有向生成

树,则当t ∈ [tnT , tnT+1)时刻, V2中的节点都存在邻

居,且邻居在集合Ω1中,即根节点s1,得到集合Ω2 =

Ω1 ∪ V2,接着到t ∈ [tnT+1, tnT+2)时刻, V3中的节点

都存在邻居,且邻居在集合Ω2中,再得到集合Ω3 =

Ω2 ∪ V3,重复上述过程直到t(n+1)T时刻,此时集合
ΩT+1 = V .

2.2 模模模型型型描描描述述述

考虑N个一阶非线性多自主体构成的多自主体系
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统,动态模型如下:

ẋi(t) = ui(t) + f(xi(t), t), i = 1, 2, · · · , N, (1)

其中: xi(t) ∈ R, ui(t) ∈ R, f(xi(t), t) ∈ R分别指自
主体i的状态信息、控制输入和内部非线性动态.
给出下列假设和引理,做为理论分析的基础.

假假假设设设 1[21] 对于非线性函数f(xi(t), t),存在非
负常数ρ,使得f(xi(t), vi(t), t)满足Lipschitz条件:

∥f(xi(t), t)− f(xj(t), t)∥ 6 ρ∥xi(t)− xj(t)∥.

假假假设设设 2[12] 对于任意正整数r,总存在正整数T ,
使得切换拓扑{Gn}rTn=(r−1)T+1的子图的并图包含有

向生成树.

引引引理理理 1[11] 对于微分方程ẋ = αx+βeLt+πeαt,

L ̸= α,若初始状态x(t0) = x0,则x0e
α(t−t0)+

β

L− α
(eL(t−t0) − eα(t−t0))eLt0 + πeαt(t− t0)为方程的解.

接下来,给出有界一致性的定义.

定定定义义义 1 对于任意初始状态xi(0),若存在正实数
ζ ,使得自主体满足以下等式关系:

lim
t→∞

∥xi(t)− xj(t)∥ 6 ζ, i, j = 1, 2, · · · , N,

则称多自主体系统(1)能够实现有界一致.

3 事事事件件件触触触发发发一一一致致致性性性算算算法法法

本节先利用一阶保持器构造控制信号,再设计相
关的事件触发条件.

3.1 事事事件件件触触触发发发控控控制制制信信信号号号

当触发函数满足阈值条件时,自主体会获得邻居
的状态信息并更新控制器,而在触发间隔内,则利用
保持器保持控制信号.利用一阶保持器,自主体i的控
制输入设计为

ui(t) = −c
N∑
j=1

a
σ(t)
ij [x̂i(t

i
k)− x̂j(t

i
k)], (2)

其中:

x̂j(t
i
k) = xj(t

i
k) +

xj(t
i
k)− xj(t

i
k−1)

tik − tik−1

(t− tik),

x̂i(t
i
k) = xi(t

i
k) +

xi(t
i
k)− xi(t

i
k−1)

tik − tik−1

(t− tik),

其中: t ∈ [tik, t
i
k+1), k ∈ N, tik表示自主体i的第k个触

发时刻, x̂i(t
i
k)是自主体i在一阶保持下的触发状态, c

> 0是控制增益.

注注注 1 离散控制信号需要利用数字模拟转换器变为连

续控制信号[22],如零阶保持器和一阶保持器.相较于提供分

段常数信号的零阶保持器,一阶保持器提供的则是分段线性

信号,利用一阶保持器代替零阶保持器是一种减少触发率的

可行办法[23].

3.2 事事事件件件触触触发发发函函函数数数

定义测量误差ei(t) = x̂i(t
i
k)− xi(t).在切换拓扑

下,自主体i的事件触发函数为

tik+1 =

{t|t > tik, ∥ei(t)∥ > φ1e
−γ(t−t0) + φ2

或a
σ(t)
ij ̸= a

σ(tik)
ij }, (3)

其中: φ1 > 0, φ2 > 0和γ > 0是待设定的参数.控制
器i在触发时刻tik更新,测量误差ei(t)会重置为零.

注注注 2 控制信号(2)和分布式触发函数(3)使用的是邻

居自主体j的离散信息xj(t
i
k)和xj(t

i
k−1),而不是连续信息

xj(t).因此,自主体间可以避免连续的通信.

注注注 3 控制增益c,触发参数φ1, φ2和γ与事件触发间

隔和一致性收敛速度有关.通常情况下,减小γ,增大φ1和φ2,

触发间隔会变大.另一方面,增大控制增益c,得到的触发间隔

会减小,但收敛速度会变快.因此,预先选择这些参数可以得

到合适的触发间隔.

4 主主主要要要结结结果果果

本节先分析多自主体系统的一致性问题,然后考
察Zeno现象.

为简化符号表达,令aσ(t)max = max
i∈V

{
N∑

m=1

a
σ(t)
im },

a
σ(t)
min = min

i∈V
{

N∑
m=1

a
σ(t)
im }, â = sup

t>t0

aσ(t)max,

ã = sup
t>t0

a
σ(t)
min , ϕ1 =

2câNφ1

ρ+ γ
, ϕ2 =

2cãNφ2

ρ
,

µ = ρ− 2câ, ϕ̃1 =
2câ2Nφ1

µ+ γ
, ϕ̃2 =

2cã2Nφ2

µ
,

χ1 =
(µ+ γ − câ)ϕ̃1

µ+ γ
, χ2 =

(µ− câ)ϕ̃2

µ
,

θ1 = χ1e
−γlh(eµh − e−γh)(e−γTh)n+

ϕ̃1e
−γlh(hceµh − 1)(e−γTh)n,

θ2 = χ2(e
µh − 1)− hcϕ̃2e

µh + ϕ̃2,

α1 =
θ1

1− hcâeµh
− ϕ̃1e

−γ(nT+l)h,

α2 =
θ2

1− hcâeµh
− ϕ̃2, η = eρTh − (hceµh)T.

4.1 多多多自自自主主主体体体系系系统统统一一一致致致性性性分分分析析析

定义动态误差εij(t) = xi(t)− xj(t),得到最大距
离函数

y(t) = max
i,j∈V

∥εij(t)∥.
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此外,对 t ∈ [tnT+l, tnT+l+1), l= 0, 1, · · · , T−1,
定义

d̂lnT (t) = max
i,j∈Ωm

∥εij(t)∥.

引引引理理理 2 对于任意i, j ∈ V ,当t ∈ [tnT , t(n+1)T ),
若假设1和假设2成立,那么

y(t) 6 ŷnT e
ρ(t−tnT ),

其中ŷnT = y(tnT ) + ϕ1e
−γnTh + ϕ2.

证证证 当t ∈ [tnT , t(n+1)T ),存在节点 i0, j0 ∈ V ,
使得y(t) = ∥εi0j0(t)∥.根据系统动态(1)和控制输入
(2)可得动态误差系统

ε̇i0j0(t) = f(xi0
(t), t)− f(xj0(t), t)+

c
N∑

m=1

a
σ(t)
i0m

(εmj0(t)− εi0j0(t))+

c
N∑

m=1

a
σ(t)
j0m

(εi0m(t)− εi0j0(t))−

c
N∑

m=1

a
σ(t)
i0m

(ei0(t)− em(t))+

c
N∑

m=1

a
σ(t)
j0m

(ej0(t)− em(t)). (4)

对于任意i, j ∈ V ,满足

εTi0j0(εij − εi0j0) 6 ∥εi0j0∥(∥εij∥ − ∥εi0j0∥) 6 0.

当假设1成立,将事件触发函数(3)代入误差系统
(4),那么

εTi0j0(t)ε̇i0j0(t) 6

ρ∥εi0j0(t)∥2 − c
N∑

m=1

a
σ(t)
i0m

εTi0j0(t)(ei0(t)− em(t))+

c
N∑

m=1

a
σ(t)
j0m

εTi0j0(t)(ej0(t)− em(t)) 6

ρ∥εi0j0(t)∥[∥εi0j0(t)∥+ 2cNâ(φ1e
−γ(t−t0) + φ2)].

(5)

因为Dini导数满足

D+(∥εij(t)∥2) = 2∥εij(t)∥D+(∥εij(t)∥),
D+(∥εij(t)∥2) =
D+(εTij(t)εij(t)) = 2εTij(t)ε̇ij(t).

于是

D+(∥εij(t)∥) =
εTij(t)ε̇ij(t)

∥εij(t)∥
. (6)

结合式(5)–(6),得到

D+(y(t)) 6 ρy(t) + 2cNâ(φ1e
−γ(t−t0) + φ2).

因此,当t ∈ [tnT , t(n+1)T ),距离函数y(t)满足

y(t) 6
(y(tnT )+ϕ1e

−γnTh+ϕ2)e
ρ(t−tnT )−ϕ1e

−γnTh−ϕ2 6
(y(tnT ) + ϕ1e

−γnTh + ϕ2)e
ρ(t−tnT ) =

ŷnT e
ρ(t−tnT ).

证毕.

引理2分析了区间[tnT , t(n+1)T )内εij(t)的上界,
针对的是集合V中节点的距离关系.接下来考虑子区
间[tnT+l, tnT+l+1),考察集合Ωl+2中节点的距离关系.

引引引理理理 3 对于i, j∈Ωl+2,当t ∈ [tnT+l, tnT+l+1),
若假设1和假设2成立,那么

d̂lnT (t) 6 eµ(t−tnT+l)[d̂lnT (t)(tnT+l)+

ϕ1e
−γ(nT+l)h + ϕ2]+

ŷnT e
ρ(tnT+l−tnT )(eρ(t−tnT+l)−

eµ(t−tnT+l))− ϕ1e
−γ(t−t0) − ϕ2. (7)

证证证 对任意节点i, j ∈ Ωl+2,由动态误差(4)和
假设1可知

εTij(t)ε̇ij(t) 6 2câN(φ1e
−γ(t−t0) + φ2)||εij(t)||+

c
N∑

m=1

a
σ(t)
im ∥εij(t)∥(∥εmj(t)∥−

∥εij(t)∥) + c
N∑

m=1

a
σ(t)
jm ∥εij(t)∥·

(∥εim(t)∥ − ∥εij(t)∥) + ρ∥εij(t)∥2.

根据引理2,将上式写为

εTij(t)ε̇ij(t) 6

ρ∥εij(t)∥2 + c(
N∑

m=1

a
σ(t)
im +

N∑
m=1

a
σ(t)
jm )·

∥εij(t)∥(ŷnT eρ(t−tnT ) − ∥εij(t)∥)+
2câN(φ1e

−γ(t−t0) + φ2)∥εij(t)∥ 6
µ∥εij(t)∥2 + 2câŷnT e

ρ(t−tnT )∥εij(t)∥+
2câN(φ1e

−γ(t−t0) + φ2)∥εij(t)∥.

1) 当∥εij(t)∥ ̸= 0,根据式(6)可得

D+(∥εij(t)∥) 6 µ∥εij(t)∥+ 2câŷnT e
ρ(t−tnT )+

2câN(φ1e
−γ(t−t0) + φ2). (8)

2) 当∥εij(t)∥ = 0,则xi(t) = xj(t).利用式(6)可
得

D+(∥εij(t)∥) 6 2câ(ŷnT e
ρ(t−tnT ) − ∥εij(t)∥)+

2câN(φ1e
−γ(t−t0) + φ2). (9)
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结合式(8)–(9),当t ∈ [tnT+l, tnT+l+1),有

D+(d̂lnT (t)) 6 µ∥εij(t)∥+ 2câŷnT e
ρ(t−tnT )+

2câN(φ1e
−γ(t−t0) + φ2). (10)

利用引理1,可得动态误差d̂nT (t)存在上界

d̂lnT (t) 6
eµ(t−tnT+l)[d̂lnT (tnT+l) + ϕ̃1e

−γ(nT+l)h + ϕ̃2]+

(ŷnT + ϕ1e
−γnTh + ϕ2)(e

ρ(t−tnT+l) − eµ(t−tnT+l))

eρ(tnT+l−tnT ) − ϕ̃1e
−γ(t−t0) − ϕ̃2. (11)

定定定理理理 1 当假设1和假设2成立,运用控制输入(2)
和事件触发函数(3),如果满足以下3个条件,则非线性
多自主体系统(1)能够达到有界一致性.

1) µ+ γ < 0; (12)

2) e−γTh < η < 1; (13)

3) hc < 1. (14)

证证证 当t∈ [tnT+l, tnT+l+1),对于 i, j∈Ωl+2,满
足Ωl+2 = Ωl+1 ∪ Vl+2,根据Ωl+2中自主体间的通信

关系,将定理1的证明分为以下3种情况.
1) 当i, j ∈ Ωl+1,在时间间隔[tnT+l, tnT+l+1)内,

自主体i和j都不存在邻居自主体.若条件(13)满足,运
用引理3,可以得到

∥εij(tnT+l+1)∥ 6 d̂lnT (t) 6
eµh[d̂lnT (tnT+l) + ϕ̃1e

−γ(nT+l)h + ϕ̃2]+

ŷnT e
ρ(tnT+l−tnT )(eρh − eµh)−

ϕ̃1e
−γ(nT+l)he−γh − ϕ̃2 6

hceµh[d̂lnT (tnT+l)− ŷnT e
ρ(tnT+l−tnT )]+

(ϕ̃1e
−γ(nT+l)h + ϕ̃2)e

µh + ŷnT e
ρ(tnT+l−tnT )eρh−

ϕ̃1e
−γ(nT+l)he−γh − ϕ̃2 =

hceµh[d̂lnT (tnT+l) + ϕ̃1e
−γ(nT+l)h + ϕ̃2]+

ŷnT e
ρ(tpT+l−tpT )(eρh − hceµh)+

ϕ̃1e
−γ(nT+l)h(eµh − e−γh − hceµh)+

ϕ̃2(e
µh − 1− hceµh). (15)

2) 当 i ∈ Vl+2, j ∈ Ωl+1,在间隔 [tnT+l, tnT+l+1)

内,自主体i存在邻居s ∈ Ωl+1,使得aσ(t)is > 0.由误差
系统(4)可得

D+(∥εij(t)∥) 6
ρ∥εij(t)∥+ ca

σ(t)
is (∥εsj(t)∥ − ∥εij(t)∥)+

c
N∑

m=1,m̸=s

a
σ(t)
im × (∥εmj(t)∥ − ∥εij(t)∥)+

c
N∑

m=1

a
σ(t)
jm (∥εim(t)∥ − ∥εij(t)∥)+

2câN(φ1e
−γ(t−t0) + φ2).

根据引理2,将上式改写为

D+(∥εij(t)∥) 6
ρ∥εij(t)∥+ ca

σ(t)
is (d̂lnT (t)− ∥εij(t)∥)+

c(
N∑

m=1,m̸=s

a
σ(t)
im +

N∑
m=1

a
σ(t)
jm )(ŷnT e

ρ(t−tnT )−

∥εij(t)∥) + 2câN(φ1e
−γ(t−t0) + φ2) 6

µ∥εij(t)∥+ ca
σ(t)
is d̂lnT (t) + 2câŷnT e

ρ(t−tnT )+

2câN(φ1e
−γ(t−t0) + φ2).

将引理3运用于d̂lnT (t),那么

D+(∥εij(t)∥) 6
µ∥εij(t)∥+ 2câŷnT e

ρ(t−tnT ) + câ[d̂lnT (tnT+l)−
ŷnT e

ρ(tnT+l−tnT )+ϕ1e
−γ(nT+l)h+ϕ2]e

µ(t−tnT+l)−
c(ϕ̃1e

−γ(t−t0) + ϕ̃2) + 2câN(φ1e
−γ(t−t0) + φ2).

(16)

根据引理式1和式(16),可得

∥εij(t)∥ 6
eµ(t−tnT+l)(∥εij(t)∥+ χ1e

−γ(nT+l)h + χ2)+

ŷnT e
ρ(tnT+l−tnT )(eρ(t−tnT+l) − eµ(t−tnT+l))+

câ(t− tnT+l)[d̂
l
nT (tnT+l)− ŷnT e

ρ(tnT+l−tnT )+

ϕ̃1e
−γ(nT+l)h + ϕ̃2]e

µ(t−tnT+l)−
χ1e

−γ(t−t0) − χ2.

令t = tnT+l+1,将t− tnT+l = h运用于上式

∥εij(tnT+l+1)∥ 6
ŷnT e

ρlh(eρlh − hceµh) + ch[âdlnT (tnT+l)+

ϕ̃1e
−γ(nT+l)h + ϕ̃2]e

µh+

χ1e
−a(nT+l)h(eµh − eρh)+

χ2(e
µh − 1). (17)

3) 当i, j ∈ Vl+2,在间隔[tnT+l, tnT+l+1)内,自主
体i存在邻居p ∈ Ωl+1,自主体j存在邻居q ∈ Ωl+1,
使得a

σ(t)
ip , a

σ(t)
jq > 0.此时,存在关系

a
σ(t)
ip (εpj(t)− εij(t)) + a

σ(t)
jq (εiq(t)− εij(t)) =

a
σ(t)
ip (εpq(t)− εij(t))− (a

σ(t)
jq − a

σ(t)
ip )·

(εiq(t)− εij(t)). (18)

结合误差系统动态式(4)和式(18),可得
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D+(∥εij(t)∥) 6
ca

σ(t)
ip ∥εpq(t)∥+ (a

σ(t)
jq − a

σ(t)
ip )∥εiq(t)∥+

µϕ̃2 + c
N∑

m=1,m̸=p

a
σ(t)
im (∥εmj(t)∥ − ∥εij(t)∥)+

c
N∑

m=1,m ̸=q

a
σ(t)
jm (∥εim(t)∥ − ∥εij(t)∥)+

(ρ− ca
σ(t)
jq )∥εij(t)∥+ (µ+ γ)ϕ̃1e

−γ(t−t0) 6
(ρ− 2câ− cã)∥εij(t)∥+ cãd̂lnT (t)+

(2câ− 1)ŷnT e
ρ(t−tnT )+

(µ+ γ)ϕ̃1e
−γ(t−t0) + µϕ̃2.

运用引理3于上式,那么

D+(∥εij(t)∥) 6
µ∥εij(t)∥+ (2câ− 1)ŷnT e

ρ(t−tnT ) + µϕ̃2

cã[d̂lnT (tnT+l) + ϕ̃1e
−γ(nT+l)h + ϕ̃2]e

µ(t−tnT+l)+

cãŷnT e
ρ(tnT+l−tnT )(eρ(t−tnT+l) − eµ(t−tnT+l))−

cãϕ̃1e
−γ(t−t0) − cãϕ̃2 + (µ+ γ)ϕ̃1e

−γ(t−t0) 6
µ∥εij(t)∥+ 2âcŷnT e

ρ(tnT+l−tnT ) + µχ2

cãeµ(t−tnT+l)[d̂lnT (tnT+l)− ŷnT e
ρ(tnT+l−tnT )+

ϕ̃1e
−γ(nT+l)h + ϕ̃2] + (µ+ γ)χ1e

−γ(t−t0). (19)

由式(19)得到距离误差εij(t)在t = tnT+l+1时刻

满足

∥εij(tnT+l+1)∥ 6
hcâ[d̂lnT (tnT+l) + ϕ̃1e

−γ(nT+l)h + ϕ̃2]e
µh+

ŷnT e
ρlh(eρlh − hceµh) + χ1e

−γ(nT+l)h·
(eµh − e−γh) + χ2(e

µh − 1). (20)

若条件 (13)成立,有 ϕ̃1, ϕ̃2 < 0,结合式 (15)(18)
(20),利用等比数列方法,得到

d̂lnT (tnT+l+1) + ϕ̃1e
−γ(nT+l)h + ϕ̃2 6

hcâ[d̂lnT (tnT+l) + ϕ̃1e
−γ(nT+l)h + ϕ̃2]e

µh+

ŷnT (e
ρh)l(eρlh − hceµh) + θ1 + θ2 6

(hcâeµh)l(d̂lnT (tnT ) + ϕ̃1e
−γ(nT+l)h + ϕ̃)+

ŷnT [(e
ρh)l+1 − (hceµh)l+1]+

(θ1 + θ2)
1− [hcâeµh]

l

1− hcâeµh
. (21)

由于Ω1是单元素集,可得d̂lnT (tnT ) = 0,将式(21)
化简为

d̂lnT (tnT+l+1) 6
ŷnT [(e

ρh)l+1 − (hceµh)l+1] + (hcâeµh)l·

(ϕ̃1e
−γ(nT+l)h + ϕ̃2) +

θ1 + θ2
1− hcâeµh

−

ϕ̃1e
−γ(nT+l)h − ϕ̃2 6

ŷnT [(e
ρh)l+1 − (hceµh)l+1]+

α1(e
−γTh)n + α2. (22)

令式(22)中l = T − 1,得到

d̂nT (tnT+T ) = y(nTh+ Th) 6
ŷnT [(e

ρh)T − (hceµh)T] + α1(e
−γTh)n + α2 6

ηŷnT + α1(e
−γTh)n + α2. (23)

运用引理2于式(23),则距离函数满足迭代关系:

ŷnT 6 y(tnT ) + ϕ1(e
−γTh)n + ϕ2 6

ηŷ(n−1)T + (ϕ1e
−γTh + α1)(e

−γTh)n−1 + α2 + ϕ2 6
η2ŷ(n−2)T + η(ϕ1e

−γTh + α1)(e
−γTh)n−2+

β(α2 + ϕ2) + (ϕ1e
−γTh + α1)(e

−γTh)n−1+

α2 + ϕ2 6 · · · 6 ηnŷ0 + ηn−1(ϕ1e
−γTh + α1)+

· · ·+ (ϕ1e
−γTh + α1)(e

−γTh)n−1+

(α2 + ϕ2)(η
n−1 + · · ·+ 1) =

ηnŷ0 + (α2 + ϕ2)
1− ηn

1− η
+ ηn−1·

(ϕ1e
−γTh + α1)

1− (e−γTh/η)
n

1− (e−γTh/η)
.

若条件(13)成立,那么自主体间最大距离满足

lim
t→∞

sup y(t) 6 lim
n→∞

ŷnT e
ρTh =

(α2 + ϕ2)

1− η
eρTh,

上式表明多自主体系统(1)能够达到有界一致性.
证毕.

4.2 Zeno现现现象象象分分分析析析
Zeno现象是指两个连续触发事件的时间间隔为0,

即tik+1 − tik = 0.若系统发生Zeno现象,则意味着该
触发机制不适用.为表明事件触发算法的合理性,需
保证对于任意k ∈ N和i = 1, 2, · · · , N ,触发间隔满
足tik+1 − tik > 0.

定定定理理理 2 对于任意初始条件xi(0)和时间t > t0,
若假设1和假设2成立,在运用控制输入(2)和事件触发
函数(3)的情况下,多自主体系统(1)不存在Zeno现象.

证证证 定义U = max
t∈[tik,t

i
k+1)

{∥ui(t)∥},

ζ(tik−1, t
i
k) = ρ∥xi(t

i
k)∥+ U +

∥xi(t
i
k)−xi(t

i
k−1)∥

tik − tik−1

,

ζ̂=arg max
i∈V,k∈N

ζ(tik−1, t
i
k), ψ=

max{ζ̂, ρφ2+γφ1}
φ2

,
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℘i(t) =
∥ei(t)∥

(φ1e−γ(t−t0) + φ2)
.

根据测量误差ei(t)的定义,可得

D+(∥ei(t)∥) 6

∥−ui(t)− f(xi(t), t)∥+
∥xi(t

i
k)− xi(t

i
k−1)∥

tik − tik−1

6

ρ∥ei(t)∥+ ρ∥xi(t
i
k)∥+ ∥ui(t)∥+

∥xi(t
i
k)− xi(t

i
k−1)∥

tik − tik−1

6

ρ∥ei(t)∥+ ζ(tik−1, t
i
k).

因此,在t ∈ [tik, t
i
k+1)时刻, ei(t)满足

∥ei(t)∥ 6
ζ(tik−1, t

i
k)

ρ
eρ(t−tik) −

ζ(tik−1, t
i
k)

ρ
,

令t = ti−k+1,则上式变为

∥ei(ti−k+1)∥ 6
ζ(tik−1, t

i
k)

ρ
eρ(t

i
k+1−tik) −

ζ(tik−1, t
i
k)

ρ
. (24)

根据触发函数(3),在触发时刻tik+1, ∥ei(t)∥达到
触发阈值,那么

∥ei(ti−k+1)∥ = φ1e
−γ(tik+1−t0) + φ2. (25)

结合式(24)–(25),可以得到

φ1e
−γ(tik+1−t0) + φ2 6

ζ(tik−1, t
i
k)

ρ
eρ(t

i
k+1−tik) −

ζ(tik−1, t
i
k)

ρ
. (26)

如果自主体i ∈ V在第k + 1次触发时发生Zeno现

象,使得tik+1 − tik = 0,则运用式(26)有

φ1e
−γ(tik−t0) + φ2 6 0,

这与φ1 > 0和φ2 > 0的事实矛盾.因此,对于任意k ∈
N和i = 1, 2, · · · , N ,都有tik+1 − tik > 0.

接下来求解触发间隔下界τ ,对℘i(t)求导可得

℘̇i(t) =

−eTi (t)ėi(t)
(φ1e−γ(t−t0)+φ2)∥ei(t)∥

− γφ1e
−γ(t−t0)∥ei(t)∥

(φ1e−γ(t−t0) + φ2)
2 6

∥ėi(t)∥
φ1e−γ(t−t0) + φ2

+
γφ1e

−γ(t−t0)∥ei(t)∥
(φ1e−γ(t−t0) + φ2)

2 6

ρ∥ei(t)∥+ ζ(tik−1, t
i
k)

φ1e−γ(t−t0) + φ2

+
γφ1e

−γ(t−t0)

φ1e−γ(t−t0) + φ2

℘i(t) 6

ρ℘i(t) +
ζ(tik−1, t

i
k)

φ2

+
γφ1

φ2

℘i(t) 6

ψ + ψ℘i(t) 6 ψ(1 + ℘i(t))
2. (27)

根据式(27)可得℘i(t) 6 ϕ(t, ϕ0),其中ϕ(t, ϕ0)是

微分方程ϕ̇(t) = ψ(1 + ϕ(t))2的解,满足ϕ(0, ϕ0) =

ϕ0.
假设t时刻有ei(t) = 0,则函数ϕ(t)从0变成1的时

间便为触发间隔下界τ ,即τ为方程ϕ(τ, 0) = 1的解.
由于ϕ(τ, 0) = τψ/(1−τψ),可得τ = 1/2ψ > 0.因此,
多自主体系统(1)不存在Zeno现象. 证毕.

5 仿仿仿真真真结结结果果果与与与分分分析析析

为证明上述理论结果的正确性,考察由6个非线性
多自主体构成的一阶多自主体系统,系统动态为

ẋi(t) = ui(t) + f(xi(t), t), i = 1, 2, · · · , 6,

其中非线性项f(xi(t), t) = 0.2 tanhxi(t) + sin t,得
到Lipschitz系数ρ = 0.2.切换拓扑如图1所示,子图G1

和G2不包含有向生成树,通信边权重均为1.

21

4

3

5

6

21

4

3

5

6

1 2

图 1 网络通信拓扑

Fig. 1 Network communication topologies

选取控制增益c = 1,子图切换间隔h = 0.2,切换
个数T = 2,触发函数参数φ1 = 0.025, φ2 = 0.01和γ

= 0.25.验证定理1中条件,可得µ + γ = −3.55 < 0,
e−γTh = 0.9049 < η = 0.9144 < 1, hc = 0.2 < 1.
随机选取自主体的初始状态,在控制输入(2)和触

发函数(3)的作用下,状态变化轨迹如图2所示,可以看
出自主体的状态逐渐趋于有界一致.图3给出了控制
输入(2)的变化情况,在一阶保持器的作用下,控制信
号为分段线性信号,并且控制输入不断减小.自主体
的触发时刻如图4所示,触发时刻是离散的,可以降低
通信频率,节约通信资源.此外,图5表示自主体间最
大距离∥y(t)∥的变化轨迹,随着时间的增加,距离逐
渐趋于有界常数.
定义一致性误差

δ(t) =

√
6∑

i=1

6∑
j=1

(xi(t)− xj(t))
2
.

在满足条件(12)–(14)的前提下改变控制器增益c,
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对比所提协议(2)(3)和文献[14]中的协议.当δ(t) <
0.1时,平均触发间隔和一致性收敛速度的对比结果在
表1中给出,可以看出协议(2)和(3)的平均触发间隔更
大.但采用一致性协议(2)和(3)时,触发次数变少使得
自主体的控制输入更新频率变低,因此一致性收敛速
度要慢于文献[14]的一致性协议.此外,文献[14]的触
发函数需要利用邻居自主体的连续信息,而协议(2)和
(3)不需要自主体间的连续通信,可以有效降低通信负
载,节约有限的通信资源.
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图 2 自主体的状态变化

Fig. 2 Evolution of states of each agent
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图 3 自主体的控制输入变化

Fig. 3 Evolution of control input of each agent

表 1 平均触发间隔Tat和一致性收敛速度tct的对比

Table 1 Comparison on the average triggering interval
Tat and the consensus convergence time tct

控制增益c 1.0 1.2 1.5 2.0 3.0

Tat (所提)/s 0.1736 0.1550 0.1099 0.0738 0.0648
Tat

[14]/s 0.0500 0.0371 0.0307 0.0227 0.0174
tct (所提)/s 9.0825 8.2650 6.4825 4.2975 3.8125
tct

[14]/s 7.7600 6.2050 5.1725 3.5550 2.2125
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图 4 自主体的触发时刻

Fig. 4 Triggering instants of each agent
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图 5 自主体间的最大距离∥y(t)∥
Fig. 5 The maximal distance ∥y(t)∥ of agents

6 结结结论论论

本文考察切换拓扑下一阶非线性多自主体系统的

一致性控制问题.利用一阶保持器构造控制信号,设
计了一种分布式事件触发算法,可以避免自主体间的
连续通信.当切换拓扑的并图包含有向生成树时,根
据通信关系将自主体划分为不同集合,采用迭代法和
不等式法,计算自主体间的最大距离函数,得到了多
自主体系统实现有界一致性的充分条件.此外,利用
阈值条件构造了与触发间隔相关的微分方程,证明了
触发间隔的下界为正常数,排除了自主体的Zeno触发
行为,保证了所提事件触发机制的合理性.
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