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摘要:本文讨论边界带有控制输入非同位的内部不确定和外部扰动的Euler-Bernoulli梁方程输出跟踪问题.为处
理边界干扰,文章首先设计了一个新的总扰动估计器,在线估计未知扰动.其次基于估计出来的总扰动,设计一个伺
服系统跟踪参考信号.最后根据自抗扰方法获得控制输出跟踪的反馈控制.闭环系统被证明是适定和有界的,且受
控系统的输出指数跟踪参考信号.
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Abstract: This paper discusses output tracking problem on a boundary controlled Euler-Bernoulli beam equation suf-
fered non-collocated unknown internal nonlinear uncertainty and external disturbance. To deal with boundary disturbance,
we firstly design a novel disturbance estimator to estimate successfully the total disturbance. A servomechanism based on
the estimated total disturbance is designed to track the reference signal. Finally, we obtain an output tracking controller by
using active disturbance rejection method. It is shown that the closed-loop system is well-posed and bounded. Moreover,
the performance output can track the reference signal exponentially.
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1 引引引言言言

输出调节或伺服机制设计是控制理论的终极目标.
输出调节是设计一个输出反馈控制以使闭环系统的

性能输出渐近跟踪参考信号而不受外部干扰和初始

状态的影响,同时使得闭环系统的所有子系统保持有
界.上世纪 70年代, E.J. Davison[1], B.A. Francis与W.
M. Wonham[2]对有限维系统发展了输出调节的内模

原理.在过去近半个世纪中,大量的工作致力于将经
典的有限维系统的输出调节的内模原理[1–6]推广到非

线性系统[7]以及无限维系统[8–15].一方面,虽然输出
调节的内模原理允许参考信号和扰动由无穷维外系

统生成,但内模原理的干扰信号是几乎已知的.而且,
绝大多数无穷维系统的输出跟踪问题考虑的控制和

观测算子都是有界的.另一方面,在无穷维系统中,性

能输出跟踪问题远未得到充分解决. 2016年,文献
[16]率先将无扰动的有限维线性系统[17]的性能输出

跟踪问题推广至具有未知的一般调和扰动的一维波

动方程,其设计了自适应跟踪控制器使得参考信号和
输出之间的误差渐近收敛于零.文献[19–20]针对具有
未知一般有界扰动的一维波动方程设计了指数跟踪

控制器得到文献[16]的两个改进的结果.最近,文献
[16]中关于波动方程指数稳定性假设文献[21–22]被
去除,分别设计了伺服控制器使得控制输出调节到零
和控制输出跟踪上调和信号.不过文献[21–22]的结果
都被最近基于观测器的偏微分系统的内模原理[18]所

覆盖,且结果要深刻的多.关于一般有界干扰的输出
调节要困难的多.文献[26–27]分别对一维热方程和高
维热方程在一般有界干扰下的一般参考信号的性能
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输出跟踪问题有很大的进展,但控制和输出的信号必

须是同位的.

最近,文献[28]中研究了Euler-Bernoulli梁方程的

输出跟踪问题,且边界带有外部扰动,其控制方式是

通过边界弯矩控制.另外一方面,边界剪切力控制是

Euler-Bernoulli梁方程更容易实现的控制方式,如文

献[29]中关于稳定性的讨论.受以上文献启发,本文考

虑的是如下Euler-Bernoulli梁方程同时带有外部扰动

和内部扰动通过剪切力控制的性能输出跟踪问题:

ytt(x, t) + yxxxx(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), t > 0,

y(0, t) = yx(0, t) = 0, t > 0,

yxx(1, t) = −qyxt(1, t) + f(y, yt) + d(t),

yxxx(1, t) = u(t),

ym(t) = {yx(1, t), yt(1, t)},
e(t) = yref − yout = yref(t)− y(1, t),

(1)

其中: yx(x, t)表示y(x, t)关于变量x的导数, yt(x, t)

表示y(x, t)关于变量t的导数, u(t)表示控制输入,

yout(t)表示待调节的输出, yref(t)表示参考信号, d(t)

表示未知的干扰, q表示某个正的常数,即q > 0.令

H2
E(0, 1) = {ϕ ∈ H2(0, 1) : ϕ(0) = ϕ′(0) = 0}. 系

统(1)的状态空间取为Hilbert空间H =H2
E(0, 1) ×

L2(0, 1),其内积定义为对任意的(ϕi, ψi)
T ∈ H, i =

1, 2,

⟨(ϕ1, ψ1)
T, (ϕ2, ψ2)

T⟩H =w 1

0
[ϕ′′

1(x)ϕ̄
′′
2(x) + ψ1(x)ψ̄2(x)]dx.

f : H2
E(0, 1)× L2(0, 1) → R是一个未知的非线

性函数, f(y, yt)表示系统内部不确定性.给定参考信

号yref(t), e(t)表示跟踪误差,本文的目的是针对不确

定系统(1)设计输出反馈控制器u(t)使得: 1) lim
t→∞

e(t)

= 0; 2) 有界的干扰信号d(t)得到抑制; 3)闭环系统

的所有环节都是有界的; 4)当d(t) = yref(t) = 0时,闭

环系统指数内稳.

本文结构如下,第2部分设计总扰动估计器来估计

未知的外部干扰和内部不确定,第3部分设计伺服系

统用于跟踪参考信号并给出反馈控制器设计,第4部

分证明闭环系统的适定性与稳定性,最后给出全文的

总结.

2 总总总扰扰扰动动动估估估计计计器器器设设设计计计

系统(1)的总扰动包括系统内部非线性的不确定性

和外部的干扰.本节的主要目的是基于观测输出

ym(t) = {yx(1, t), yt(1, t)},设计如下总扰动估计器

系统用于估计总扰动“f(y, yt) + d(t)”:


vtt(x, t) + vxxxx(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), t > 0,

v(0, t) = vx(0, t) = 0, t > 0,

vx(1, t) = yx(1, t),

vxxx(1, t) = u(t) + c0[vt(1, t)− yt(1, t)],

(2)

其中c0是正的调节参数.显然系统(2)完全由测量

yx(1, t), yt(1, t)和控制输入u所确定,因此系统(2)完

全可知.下面要证明

vxx(1, t) + qvxt(1, t) ≈ f(y, yt) + d(t), (3)

即未知的总扰动f(y, yt) + d(t)可以用估计器系统已

知的量vxx(1, t) + qvxt(1, t)来近似.令

p(x, t) = v(x, t)− y(x, t), (4)

则p(x, t)满足
ptt(x, t) + pxxxx(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), t > 0,

p(0, t) = px(0, t) = 0, t > 0,

px(1, t) = 0,

pxxx(1, t) = c0pt(1, t).

(5)

系统(5)可以写成如下发展方程:
d

dt
(p(·, t), pt(·, t))T = A(p(·, t), pt(·, t))T, (6)

其中算子A : D(A)(⊂ H) → H按照如下方式定义:
A(ϕ, ψ)T = (ψ,−ϕ′′′′)T,

D(A) = {(ϕ, ψ)T ∈ (H4(0, 1)×H2
E(0, 1)) ∩H :

ϕ′′′(1) = c0ψ(1), ϕ
′(1) = 0}.

(7)

下面要证明算子A生成状态空间H上指数稳定的
C0–半群.如此,则对任意初值 (p(·, 0), pt(·, 0)) ∈
D(A),系统(5)的解满足|pxx(1, t)| 6Me−µt,其中M,

µ > 0.从而

0 ≈ pxx(1, t) = vxx(1, t)− yxx(1, t) =

vxx(1, t) + qyxt(1, t)− f(y, yt)− d(t) =

vxx(1, t) + qvxt(1, t)− f(y, yt)− d(t).

这意味着式(3)有严格的依据.下面证明A生成指

数稳定的C0–半群.为此,需要一些准备工作.

引引引理理理 1 设A如(7)所定义.则A−1是H上的紧算
子,因此σ(A) = σp(A),即σ(A)只包含A的特征根.

证 根据A的定义及边界条件容易计算得到

A−1(ϕ, ψ)T =

(−1

6

w x

0
(x− ξ)3ψ(ξ)dξ − 3x2 − 2x3

12
(
w 1

0
ψ(ξ)dξ+
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c0ϕ(1)) +
x2

4

w 1

0
(1− ξ)2ψ(ξ)dξ, ϕ(x))T.

根据Sobolev嵌入定理, A−1是H上的紧算子.

引引引理理理 2 设A如(7)所定义.设λ = iτ 2 ̸= 0,则λ
∈ σp(A)当且仅当τ满足如下特征方程:

τ(cos τ sinh τ + sin τ cosh τ)+

ic0(1− cosh τ cos τ) = 0,

并且λ对应的特征函数是(ϕ, λϕ)T,其中

ϕ(x) = τ [cosh τ(1− x)− cos τ(1− x)−
cosh τ cos τx+ cos τ cosh τx+

sinh τ sin τx+ sin τ sinh τx]+

ic0[− sinh τ(1− x)− sin τ(1− x)+

sinh τ cos τx+ sin τ cosh τx−
cosh τ sin τx− cos τ sinh τx].

证 不难验证iτ 2 ∈ σ(A)当且仅当存在ϕ(x) ̸=
0满足: 

ϕ(4)(x)− τ 4ϕ(x) = 0,

ϕ(0) = ϕ′(0) = ϕ′(1) = 0,

ϕ′′′(1) = iτ 2c0ϕ(1),

(8)

使得(ϕ(x), iτ 2ϕ(x))T为对应于iτ 2的特征函数.从而
剩下只需要求解方程(8).首先,方程ϕ(4)(x)− τ 4ϕ(x) = 0,

ϕ(0) = ϕ′(0) = 0,
(9)

具有如下形式解:

ϕ(x) = c1(cosh τx−cos τx) + c2(sinh τx−sin τx),

其中c1, c2为待确定的常数.从而

ϕ′′′(x) =

c1(τ
3 sinh τx− τ 3 sin τx)+

c2(τ
3 cosh τx+ τ 3 cos τx),

代入边界条件ϕ′′′(1) = iτ 2c0ϕ(1)得到

c1[−τ(sinh τ − sin τ) + ic0(cosh τ − cos τ)] =

c2[τ(cosh τ + cos τ)− ic0(sinh τ − sin τ)],

可以取

c1 = τ(cosh τ + cos τ)− ic0(sinh τ − sin τ),

c2 = −τ(sinh τ − sin τ) + ic0(cosh τ − cos τ),

从而有

ϕ(x) =

[τ(cosh τ + cos τ)− ic0(sinh τ − sin τ)]·
(cosh τx− cos τx) + [−τ(sinh τ − sin τ)+

ic0(cosh τ − cos τ)] · (sinh τx− sin τx) =

τ [cosh τ(1− x)− cos τ(1− x)− cosh τ cos τx+

cos τ cosh τx+ sinh τ sin τx+ sin τ sinh τx]·

ic0[− sinh τ(1− x)− sin τ(1− x) + sinh τ cos τx+

sin τ cosh τx− cosh τ sin τx− cos τ sinh τx].

(10)

由边界条件ϕ′(1) = 0可以得到τ满足如下特征方

程:

τ(cos τ sinh τ + sin τ cosh τ)+

ic0(1− cosh τ cos τ) = 0. (11)

证毕.

引引引理理理 3 设A如式(7)所定义.存在A的一族特征

值{λn, λ̄n}, λn = iτ 2n具有如下渐近表示:

λn = i(n− 1

4
)2π2 − c0 +O(

1

n
). (12)

此外,设(ϕn, λnϕn)
T为对应于λn = iτ 2n的特征向

量,则有

Fn(x) =
2τ−3

n

eτn

(
ϕ′′
n(x)

λnϕn(x)

)
= e−(n− 1

4 )πx−sin(n− 1

4
)πx+cos(n− 1

4
)πx

ie−(n− 1
4 )πx+i sin(n− 1

4
)πx−i cos(n− 1

4
)πx

+

O(
1

n
),

且有 lim
n→∞

∥Fn∥2L2×L2
= 2.

证 由特征方程(11)两边同时除以eτ ,当Imτ有界

以及Reτ → ∞时有

sin τ + cos τ =
ic0
τ

cos τ +O(e−Reτ ), (13)

进一步写成

sin τ + cos τ = O(
1

|τ |
). (14)

等式(14)可以等价地写成

sin(2τ) = −1 +O(
1

|τ |2
). (15)

于是可以渐近地取

τn = (n− 1

4
)π +O(

1

n
).

将τn代入方程(13)得到

左边 =

sin[(n− 1

4
)π +O(

1

n
)] + cos[(n− 1

4
)π +O(

1

n
)] =

sin(n− 1

4
)π + [cos(n− 1

4
)π]O(

1

n
)−

[sin(n− 1

4
)π]O(

1

n2
) + cos(n− 1

4
)π−
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[sin(n− 1

4
)π]O(

1

n
)− [cos(n−

1

4
)π]O(

1

n2
) + o(O(

1

n2
)) =

[cos(n− 1

4
)π − sin(n− 1

4
)π]O(

1

n
) + o(O(

1

n2
)),

(16)

右边 =

ic0

(n− 1

4
)π +O(

1

n
)
[cos(n− 1

4
)π−

[sin(n− 1

4
)π]O(

1

n
) + o(O(

1

n2
))] +O(e−Reτ ) =

ic0

(n− 1

4
)π

[1−
O(

1

n
)

(n− 1

4
)π

+ o(O(
1

n2
))]·

[cos(n− 1

4
)π − [sin(n− 1

4
)π]O(

1

n
)+

o(O(
1

n
))] +O(e−Reτ ). (17)

注意到sin(n− 1

4
)π与cos(n− 1

4
)π互为相反数且

取值于{±
√
2

2
},综合式(16)与式(17)可得

O(
1

n
) =

ic0

2(n− 1

4
)π

+O(
1

n2
).

从而有

λn = iτ 2n = i(n− 1

4
)2π2 − c0 +O(

1

n
).

这就是式(12).

由式(10)可计算得
1

τ 2
ϕ′′(x) = τ [cosh τ(1− x) + cos τ(1− x)+

cosh τ cos τx+ cos τ cosh τx−

sinh τ sin τx+ sin τ sinh τx]·

ic0[− sinh τ(1− x) + sin τ(1− x)−

sinh τ cos τx+ sin τ cosh τx+

cosh τ sin τx− cos τ sinh τx]. (18)

等式(18)两边同时除以
τeτ

2
,当Imτ有界以及Reτ

→∞时有
2τ−3

eτ
ϕ′′(x) =

e−τx + cos τx− sin τx+

(sin τ + cos τ)e−τ(1−x) +O(e−Reτ ). (19)

将τ = τn = (n− 1

4
)π +O(

1

n
), ϕ(x) = ϕn(x)代

入等式(19),注意到当y > 0以及0 6 x 6 1时有

e−τny = e−(n− 1
4 )πy +O(

1

n
),

sin τnx = sin(n− 1

4
)πx+O(

1

n
),

cos τnx = cos(n− 1

4
)πx+O(

1

n
).

从而有

2τ−3
n

eτn
ϕ′′
n(x) =

e−(n− 1
4 )πx + cos(n− 1

4
)πx− sin(n− 1

4
)πx+

[sin(n− 1

4
)π + cos(n− 1

4
)π]·

e−(n− 1
4 )π(1−x) +O(

1

n
) =

e−(n− 1
4 )πx − [sin(n− 1

4
)πx−

cos(n− 1

4
)πx] +O(

1

n
). (20)

同理可以得到

2λnτ
−3
n

eτn
ϕn(x) = ie−(n− 1

4 )πx + i[sin(n− 1

4
)πx−

cos(n− 1

4
)πx] +O(

1

n
). (21)

直接计算不难验证 lim
n→∞

∥Fn(x)∥2L2×L2
= 2.

证毕.
下面将证明A的广义特征向量构成状态空间H的

一个Riesz基.为此,回顾一个有用的定理[23].

定定定理理理 1 设A是一个Hilbert空间H上的一个稠
定紧算子.设{ϕn}∞1 为H的一个Riesz基.如果存在自
然数N > 0及A的一列广义特征向量{ψn}∞N+1使得

∞∑
n=N+1

∥ϕn(x)− ψn(x)∥2 <∞,

则

1) 存在自然数M > N 及 A的广义特征向量
{ψn0

}M1 使得{ψn0
}M1 ∪ {ψn}∞N+1构成H的一个Riesz

基.
2) 设H的一个Riesz基{ψn0

}M1 ∪ {ψn}∞N+1所对

应的A的特征值记为{λn}∞1 ,则σ(A) = {λn}∞1 .

定定定理理理 2 设A如式(7)所定义.则A的广义特征向
量构成状态空间H的一个Riesz基.

证 定义辅助系统
p̃tt(x, t) + p̃xxxx(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), t > 0,

p̃(0, t) = p̃x(0, t) = 0, t > 0,

p̃x(1, t) = 0,

p̃xxx(1, t) = 0.

(22)
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系统(22)可以写成如下发展方程:
d

dt
(p̃(·, t), p̃t(·, t))T = Ã(p̃(·, t), p̃t(·, t))T, (23)

其中算子Ã : D(Ã)(⊂ H) → H按照如下方式定义:
Ã(ϕ̃, ψ̃)T = (ψ̃,−ϕ̃′′′′)T,

D(Ã) = {(ϕ̃, ψ̃)T ∈ (H4(0, 1)×H2
E(0, 1)) ∩H :

ϕ̃′′′(1) = 0, ϕ̃′(1) = 0},
(24)

则Ã具有如下简单但非常重要的性质: 1) Ã是反自伴

的; 2) Ã−1是一个紧算子; 3) Ã的所有特征值落在虚

轴上; 4)存在一列Ã的广义特征值构成状态空间H的
一个Riesz基.

类似于引理2的讨论,设λ̃ = iτ̃ 2 ̸= 0,则λ̃ ∈ σ(Ã)
当且仅当存在唯一特征向量(ϕ̃, λ̃ϕ̃),其中

ϕ̃(x) = τ̃ [cosh τ̃(1− x)− cos τ̃(1− x)−

cosh τ̃ cos τ̃x+ cos τ̃ cosh τ̃x+

sinh τ̃ sin τ̃x+ sin τ̃ sinh τ̃x].

τ̃满足如下特征方程:

cos τ̃ sinh τ̃ + sin τ̃ cosh τ̃ = 0.

同样类似于引理3的讨论,存在Ã的一族特征值

{λ̃n,
¯̃
λn}, λ̃n = iτ̃ 2n具有如下渐近表示:

τ̃n = (n− 1

4
)π +O(

1

n
). (25)

进一步地有

λ̃n = i(n− 1

4
)2π2 +O(

1

n
). (26)

设(ϕ̃n, λ̃nϕ̃n)
T为对应于λ̃n = iτ̃ 2n的特征向量,则

有

Gn(x) =
2τ̃−3

n

eτ̃n

(
ϕ̃′′
n(x)

λ̃nϕ̃n(x)

)
= e−(n− 1

4 )πx−sin(n− 1

4
)πx+cos(n− 1

4
)πx

ie−(n− 1
4 )πx+i sin(n− 1

4
)πx−i cos(n− 1

4
)πx

+

O(
1

n
),

且有 lim
n→∞

∥Gn(x)∥2L2×L2
= 2.不难验证

{(ϕ̃n, λ̃nϕ̃n)
T}∞n=1 ∪ {( ¯̃ϕn,

¯̃
λn

¯̃
ϕn)

T}∞n=1

构成状态空间H的一个Riesz基.

从而,存在充分大的自然数N > 0使得
∞∑

n>N

∥Fn(x)−Gn(x)∥2L2×L2
=

∞∑
n>N

∥2τ
−3
n

eτn

(
ϕ′′
n(x)

λnϕn(x)

)
− 2τ̃−3

n

eτ̃n

(
ϕ̃′′
n(x)

λ̃nϕ̃n(x)

)
∥2H =

∞∑
n>N

O(
1

n2
) <∞. (27)

对于共轭的情形具有相同的结论.根据上面的讨
论以及定理1可知, A的广义特征向量构成状态空间
H的一个Riesz基. 证毕.

定定定理理理 3 设A如式(7)所定义.则A生成状态空间
H上一个指数稳定的C0–半群.因此对任意初值(p(·,
0), pt(·, t))T ∈ H,系统(5)存在唯一解并且是指数稳
定的.

证 由定理2可知, A的广义特征向量构成状态空
间H的一个Riesz基,从而谱定增长条件成立.为了证
明A生成状态空间H上一个指数稳定的C0–半群,只
需证明Reλ < 0对任意的λ ∈ σ(A).事实上,

Re⟨A(ϕ, ψ)T, (ϕ, ψ)T⟩H = −c0|ψ(1)|2 6 0, (28)

且由性质1可知σ(A) = σp(A),从而Reλ 6 0对任意

的λ ∈ σ(A).下面只需证明σ(A) ∩ iR = ∅.若不然,
设λ = iτ 2 ∈ σ(A), (ϕ, ψ)T为相应的特征向量,其中
τ ∈ R+.由方程(28)可知

0 = Re⟨iτ 2(ϕ, ψ)T, (ϕ, ψ)T⟩H =

Re⟨A(ϕ, ψ)T, (ϕ, ψ)T⟩H = −c0|ψ(1)|2, (29)

即有ψ(1) = 0.由性质2可知, ψ = iτ 2ϕ(x)且ϕ(4)(x)− τ 4ϕ(x) = 0,

ϕ(0) = ϕ′(0) = ϕ(1) = ϕ′(1) = ϕ′′′(1) = 0.

(30)

然而,具有边界条件的方程(30)只有零解.这是一
个矛盾.最后剩下证明方程(30)只有零解.首先证明ϕ
在(0, 1)内存在零点.由ϕ(0) = ϕ(1)及Roll定理可知,
存在 ξ1 ∈ (0, 1)使得 ϕ′(ξ1) = 0.类似地,由 ϕ′(0) =

ϕ′(ξ1) = ϕ′(1)可知,存在ξ2 ∈ (0, ξ1), ξ3 ∈ (ξ1, 1)使得

ϕ′′(ξ2)=ϕ
′′(ξ3)=0.从而存在ξ4∈(ξ2, ξ3)使得ϕ

′′′(ξ4)

= 0.再由ϕ′′′(ξ4) = ϕ′′′(1)可知,存在ξ5 ∈ (ξ4, 1)使得

ϕ(4)(ξ5) = 0.根据式(31)的第一个方程可知, ϕ(ξ5) =
0.一般地,设ϕ在(0, 1)内存在n个零点,即存在0< α1

< · · · < αn < 1使得ϕ(0) = ϕ(α1) = · · · = ϕ(αn) =

ϕ(1) = 0.再次根据Roll定理可知,存在0 < β1 < α1

< · · · < αn < βn+1 < 1使 得 ϕ′(βj) = 0, j = 1, 2,

· · · , n + 1.结合ϕ′(0) = ϕ′(1) = 0可知,存在0 < γ1
< β1 < γ2 < β2 < · · · < βn < γn+1 < βn+1 < γn+2

< 1使得ϕ′′(γj) = 0, j = 1, 2, · · · , n+ 2.从而存在0

< γ1 < η1 < γ2 < η2 < · · · < γn+1 < ηn+1 < γn+2

< 1使得 ϕ′′′(ηj) = 0, j = 1, 2, · · · , n+ 1.再结合
ϕ′′′(1) = 0可知,存在0< η1 < θ1 < η2 < · · · < ηn <

θn < ηn+1 < θn+1 < 1使 得 ϕ(4)(θj) = 0, j = 1, 2,

· · · , n + 1.从而ϕ(θj) = 0, j = 1, 2, · · · , n + 1.这
证明了ϕ在(0, 1)内存在n+ 1个零点.根据数学归纳
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法, ϕ在(0, 1)内存在无穷多个相异的零点{xj}∞j=1.设
x0 ∈ [0, 1]是点列{xj}∞j=1的聚点.则根据上面数学归
纳法证明过程不难看出ϕ(x0) = ϕ′(x0) = ϕ′′(x0) =

ϕ′′′(x0) = 0.从而,根据常微分方程解的存在唯一性
定理以及ϕ = 0是方程(30)的一个解,可知方程(31)有
唯一解ϕ = 0. 证毕.

定定定理理理 4 对任意初值(p(·, 0), pt(·, 0))T ∈ D(A),
系统(5)的解满足|pxx(1, t)|6Me−µt,其中M, µ > 0.

证 设P (0) := (p(·, 0), pt(·, 0))T ∈ D(A), 则
AP (0) ∈ H.根据定理3, eAt是指数稳定的半群.因此
系统(5)有唯一的解P (t) := (p, pt) = eAtP (0)∈C(0,
∞;D(A))并且存在常数M1, µ1 > 0使得∥eAtP (0)∥H 6M1e

−µ1t∥Z(0)∥H,
∥eAtAP (0)∥H 6M1e

−µ1t∥AZ(0)∥H.
(31)

因此

∥p(·, t)∥L2(0,1) 6 ∥P (t)∥H 6M1e
−µ1t∥Z(0)∥H.

(32)

另一方面, AP (t) = AeAtP (0) = eAtAP (0),根
据A的定义,则有

∥pxxxx(·, t)∥L2(0,1) 6 ∥AP (t)∥H 6M2e
−µ1t, (33)

其中M2 =M1∥AP (0)∥H.根据Sobolev嵌入定理有

∥pxxx(·, t)∥L2(0,1) 6
C1[∥p(·, t)∥L2(0,1) + ∥pxxxx(·, t)∥L2(0,1)],

其中C1 > 1.由Sobolev迹定理,存在常数C2 > 0

|pxx(1, t)| 6
C2[∥pxx(·, t)∥L2(0,1) + ∥pxxx(·, t)∥L2(0,1)] 6
2C1C2C3M1e

−µ1t,

其中C3 = ∥P (0)∥H + ∥AP (0)∥H. 证毕.
根据定理4,

0 ≈ pxx(1, t) = vxx(1, t)− yxx(1, t) =

vxx(1, t) + qyxt(1, t)− f(y, yt)− d(t) ≈
vxx(1, t) + qvxt(1, t)− f(y, yt)− d(t),

从而有vxx(1, t) + qvxt(1, t) ≈ f(y, yt) + d(t).

3 伺伺伺服服服系系系统统统

给定参考信号yref(t),设计如下伺服系统:
ŷtt(x, t) + ŷxxxx(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), t > 0,

ŷ(0, t) = ŷx(0, t) = 0, t > 0,

ŷ(1, t) = yref(t),

ŷxx(1, t) = −qŷxt(1, t) + vxx(1, t) + qvxt(1, t).

(34)

根据第3个边界条件可知,如果系统(34)能够作为

受控系统(1)的状态的观测器,则受控系统能够跟踪参
考信号yref(t).因此,笔者希望通过系统(34)作为系统
(1)的状态的观测器来设计反馈控制器.
令z(x, t) = ŷ(x, t)− y(x, t),则有
ztt(x, t) + zxxxx(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), t > 0,

z(0, t) = zx(0, t) = 0, t > 0,

zxx(1, t) = −qzxt(1, t) + pxx(1, t),

zxxx(1, t) = ŷxxx(1, t)− u(t).

(35)

此时原系统的性能输出跟踪误差可表示为

z(1, t) = ŷ(1, t)− y(1, t) = e(t).

设计输出反馈控制器如下:

u(t) = ŷxxx(1, t)− c0[ŷt(1, t)− yt(1, t)]. (36)

系统(36)代入控制器(35)得到闭环系统
ztt(x, t) + zxxxx(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), t > 0,

z(0, t) = zx(0, t) = 0, t > 0,

zxx(1, t) = −qzxt(1, t) + pxx(1, t),

zxxx(1, t) = c0zt(1, t).

(37)

定定定理理理 5 设pxx(1, t)由系统(5)生成,则对任意初
值(z(·, 0), zt(·, t))T ∈ H,系统(37)是指数稳定的.

证 联立系统(5)与系统(37),并令α(x, t) = p(x,

t) − z(x, t).则
αtt(x, t) + αxxxx(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), t > 0,

α(0, t) = αx(0, t) = 0, t > 0,

αxx(1, t) = −qαxt(1, t),

αxxx(1, t) = c0αt(1, t).

(38)

系统(35)可以写成如下发展方程:
d

dt
(α(·, t), αt(·, t))T = Aα(α(·, t), αt(·, t))T, (39)

其中算子Aα :D(Aα)(⊂ H)→H按照如下方式定义:
Aα(ϕ, ψ)

T = (ψ,−ϕ′′′′)T,

D(Aα) =

{(ϕ, ψ)T ∈ (H4(0, 1)×H2
E(0, 1)) ∩H :

ϕ′′(1) = −qψ′(1), ϕ′′′(1) = c0ψ(1)}.

(40)

根据文献[23],系统(37)指数稳定.由上一节的讨
论可知, z(x, t) = p(x, t)− α(x, t)也是指数稳定的.
证毕.
为说明伺服系统(34)的适定性,回顾一个简单引

理[25].
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引引引理理理 4 假设U1, U2, X是3个Hilbert空间.算子
A在X 中生成指数稳定的 C0半群 eAt,算子 B1 ∈
L(U1, X−1)和算子B2 ∈ L(U2, X−1)对半群eAt都是

可允许的. f1 : X × [0,∞)→ U1是连续的,并且满足
全局Lipschitz条件.则初值问题ẋ = Ax+B1f1(x, t)

+ B2f2(x, t), x(0)=x0存在唯一解x∈C(0,∞;X).

定定定理理理 6 假设 d ∈ L∞(0,+∞), yref ∈W 1,∞(0,

∞) f : H → R满足全局Lipschitz条件且有界.对任
意初值(ŷ0, ŷ1) ∈ H满足相容性条件ŷ0(1) = yref(0),
则伺服系统(34)存在唯一解(ŷ, ŷt) ∈ C(0,∞;H)且

满足

sup
t>0

Eŷ(t) = sup
t>0

w 1

0
[ŷ2xx(x, t) + ŷ2t (x, t)]dx <∞.

进一步,如果f(y, yt) = d(t) = yref(t) ≡ 0,则式
(34)的解是指数稳定的.

证 设β(x, t) = ŷ(x, t)− p(x, t),则根据式(5)和
式(34)知β(x, t)满足
βtt(x, t) + βxxxx(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), t > 0,

β(0, t) = βx(0, t) = 0, t > 0,

β(1, t) = yref(t)− p(1, t),

βxx(1, t) = −qβxt(1, t) + g(β, βt) + d(t),

(41)

其中g(β, βt) = f(β + p− z, βt + pt − zt).注意到
ẏref ∈ L∞(0,∞)和 pt(1, t) ∈ L2(0,∞),可知式 (41)
的解也是下面系统的解:
βtt(x, t) + βxxxx(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), t > 0,

β(0, t) = βx(0, t) = 0, t > 0,

βt(1, t) = ẏref(t)− pt(1, t),

βxx(1, t) = −qβxt(1, t) + g(β, βt) + d(t).

(42)

下一步,证明式(42)存在唯一解并且有界.定义算
子A0 : D(A0) → H
A0(ϕ, ψ)

T = (ψ,−ϕ′′′′)T, ∀(ϕ, ψ) ∈ D(A0),

D(A0) = {(ϕ, ψ)T ∈ H ∩ (H4(0, 1)×H2
L(0, 1)) :

ψ(1) = 0, ϕ′′′(1) = −qψ′(1)}.
(43)

系统(42)可以写成如下算子形式:

d

dt

(
β

βt

)
= A0

(
β

βt

)
+B1(g(β, βt) + d(t))+

B2[ẏref(t)− pt(1, t)], (44)

其中:B1 = (0,−δ′(x−1))T,B2 = (0,−δ′′′(x−1))T.
根据文献[23–24], A0生成指数稳定半群, B1和B2对

半群eA0t是可允许的.根据引理4和d, ẏref ∈ L∞(0,

∞)以及f : H → R有界满足全局Lipschitz条件,故而
g : H → R有界满足全局Lipschitz条件,知式(42)有
唯一解并且有界.当f(y, yt) = d(t) = yref(t) ≡ 0,式
(42)的解指数趋向零是显然的.
下一步,证明系统(42)的解也是系统(41)的解.事

实上,设(β, βt)
T是系统(42)的解,根据系统(42)的边

界条件, βt(1, t) = ẏref(t) − pt(1, t), t > 0,则有β(1,
t) = yref(t)− p(1, t) + C,其中C = β(1, 0)−[yref(0)

− p(1, 0)].根据相容性条件ŷ0(1) = yref(0)和β(x, 0)

= ŷ(x, 0)− p(x, 0),知C = ŷ0(1)− p(1, 0)− [yref(0)

− p(1, 0)] = 0.因此系统(42)的解满足系统(41)的所
有边界条件,故系统(42)的解也是系统(41)的解.
由于系统(42)的解是有界的以及定理3,因此式

(34)的解也是有界的.当f(y, yt) = d(t) = yref(t) ≡
0,由于算子A0生成指数稳定半群,因此定理结论证
明. 证毕.

4 闭闭闭环环环系系系统统统

对于参考信号yref(t),系统(1)在输出反馈控制(36)
下的闭环系统可以写成

ytt(x, t) + yxxxx(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), t > 0,

y(0, t) = yx(0, t) = 0, t > 0,

yxx(1, t) = −qyxt(1, t) + f(y, yt) + d(t),

yxxx(1, t) = ŷxxx(1, t)− c0[ŷt(1, t)− yt(1, t)],

vtt(x, t) + vxxxx(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), t > 0,

v(0, t) = vx(0, t) = 0, t > 0,

vx(1, t) = yx(1, t),

vxxx(1, t) = ŷxxx(1, t)− c0[ŷt(1, t)− yt(1, t)]+

c0[vt(1, t)− yt(1, t)],

ŷtt(x, t) + ŷxxxx(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), t > 0,

ŷ(0, t) = ŷx(0, t) = 0, t > 0,

ŷ(1, t) = yref(t),

ŷxx(1, t) = −qŷxt(1, t) + vxx(1, t) + qvxt(1, t),

e(t) = yref − yout = yref(t)− y(1, t),

(45)

其状态空间是X = H3.

定定定理理理 7 假设d ∈ L∞(0,+∞), yref ∈W 1,∞(0,

∞) f : H→R满足全局Lipschitz条件且有界.则对任
意初值(y0, y1, v0, v1, ŷ0, ŷ1)

T ∈ X满足相容性条件
v′0(1)− y′0(1) = 0, ŷ0(1) = yref(0),闭环系统(45)存
在唯一解(y, yt, v, vt, ŷ, ŷt)

T ∈ C(0,∞;X ).此外,闭
环系统的解满足如下性质:

1) sup
t>0

(
w 1

0
[y2xx(x, t) + y2t (x, t) + v2xx(x, t)+

v2t (x, t) + ŷ2xx(x, t) + ŷ2t (x, t)]dx) < +∞;
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2) 存在常数M,µ > 0使得w 1

0
([vxx(x, t)− yxx(x, t)]

2 + [vt(x, t)−

yt(x, t)]
2)dx 6Me−µt;

且 w 1

0
([ŷxx(x, t)− yxx(x, t)]

2 + [ŷt(x, t)−

yt(x, t)]
2)dx 6Me−µt;

3) 存在常数M,µ > 0使得

|e(t)| = |yx(1, t)− yref(t)| 6Me−µt, t > 0;

4) 当yref(t)=d(t) ≡ 0,闭环系统(45)的解(y, yt,

z, zt, ŷ, ŷt)
T是指数稳定的.

证 设p(x, t) = v(x, t)−y(x, t)和z(x, t) = ŷ(x,

t)− y(x, t),则闭环系统(45)等价于

ptt(x, t) + pxxxx(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), t > 0,

p(0, t) = px(0, t) = 0, t > 0,

px(1, t) = 0,

pxxx(1, t) = c0pt(1, t),

ztt(x, t) + zxxxx(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), t > 0,

z(0, t) = zx(0, t) = 0, t > 0,

zxx(1, t) = −qzxt(1, t) + pxx(1, t),

zxxx(1, t) = c0zt(1, t),

ŷtt(x, t) + ŷxxxx(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), t > 0,

ŷ(0, t) = ŷx(0, t) = 0, t > 0,

ŷ(1, t) = yref(t),

ŷxx(1, t) = −qŷxt(1, t) + vxx(1, t) + qvxt(1, t),

e(t) = yref − yout = yref(t)− y(1, t).

(46)

显然(p, z)部分独立于ŷ部分,根据定理3, 5知(p,

z)部分存在唯一解,根据定理3知ŷ部分存在唯一解,
从而系统(45)存在唯一解.另一方面,(

y(x, t)

v(x, t)

)
=

(
−1 0

−1 1

)(
z(x, t)

p(x, t)

)
+

(
ŷ(x, t)

ŷ(x, t)

)
,

根据定理3, 5和定理6,知性质1)成立.由p(x, t)=v(x,
t) − y(x, t), z(x, t) = ŷ(x, t) − y(x, t)和定理3知性
质2)成立.再根据Sobolev嵌入定理和性质2)知道性质
3)成立.最后性质4)由定理6得到. 证毕.

5 结结结论论论

本文通过边界剪切力控制讨论了Euler-Bernoulli
梁带有控制非同位的边界干扰输出跟踪问题.利用自
抗扰方法设计了总扰动估计器在线估计未知总扰动

(内部扰动和外部扰动之和),然后利用估计出来的总
扰动设计伺服系统,其作用是在线模拟实际受控系统.

最后根据伺服系统,给出控制输出跟踪的反馈控制,
同时分析了跟踪误差与闭环系统的稳定性和有界性.
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