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摘要:在前期工作[4–7]中,笔者证明当观测集是Lebesgue正可测集时,具有实解析系数抛物方程的能观性不等式
成立.在这些工作中,笔者主要用到此类偏微分方程的解在正可测集上的定量估计式.在这篇文章中,将运用文献
[19]的结论,建立有界区域上具有非实解析系数扩散方程在时空区域Lebesgue可测集上的能观性不等式.作为应用,
本文将给出相应的时间或范数最优控制问题的bang–bang性.
关键词:能观性不等式;零能控性;可测集;时间最优控制
引用格式:张灿.扩散方程在可测集上的能观性估计和时间最优控制bang–bang性.控制理论与应用, 2022, 39(9):

1594 – 1600
DOI: 10.7641/CTA.2021.10352

Observability from measurable sets for diffusion equations and
the bang–bang property of time optimal controls

ZHANG Can†

(School of Mathematics and Statistics, Wuhan University, Wuhan Hubei 430072, China)

Abstract: In our earlier works[4–7], we have proved observability inequalities from measurable sets hold for solutions
of parabolic-type partial differential equations with real analytic coefficients in bounded domains. In these works, we have
mainly utilized the propagation estimate of smallness for real analytic functions, and a telescoping series method. In the
present paper, we shall establish the observability and controllability on measurable subsets in space and time variables for
diffusion equations in bounded domains, without real analyticity assumptions on diffusion coefficients. As applications, we
shall show bang–bang properties of time and norm optimal control problems governed by diffusion equations.
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1 主主主要要要结结结果果果

偏微分方程的能观性不等式,即用解的局部信息
(如部分区域上的值)估计其在整体空间上的大小.能
观性不等式在研究偏微分方程的能控性,范数和时间
最优控制问题,以及形状优化等方向上有着重要应用.
对于有界区域上线性抛物方程的能观性不等式研究,
当能观性不等式的观测集是开集时,主要有两种证明
方法:第1种是法国Lebeau和Robbiano等人发明的谱
方法[1],该方法的想法是利用无穷步迭代思想和方程
解的指数衰减性构造零控制,从而间接地给出能观性
估计式.其最本质工具是椭圆方程的谱不等式.但该
方法只能处理偏微分方程的系数只依赖于空间变量

情形;第2种是俄罗斯Fursikov和Imanuvilov等人发明
的全局Carleman估计方法[2],该方法的特点是先建立
含低阶项的能观性加权不等式,然后选择合适的参数
将多余的低阶项吸收掉(参看文献[3]).
但对于热方程,若观测集不再是开集,而是更加一

般的Lesbegue可测集,则如何建立相应的能观性不等
式在过去较长一段时间内一直都未解决.而这个问题
是研究控制论中一重要问题–热方程时间最优控制
bang–bang性的基础之一.
近年来,作者与合作者们一起建立了一套导出期

待的能观性估计的新方法[4–7].即证明当观测集是任
何一个时空Lebesgue正可测集时,具有解析系数的抛
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物方程的能观性不等式成立.该方法依赖于此类偏微
分方程的定量唯一延拓性估计式,通过发展经典的实
解析函数的定量估计式,得到解在正可测集上的能观
性估计.该方法具有3个优点:第一,能够给出能观性
常数可以只依赖于空间观测区域的大小,但不依赖于
其形状与位置;第二,可以得到时间变量在正可测集
上的能观性估计式;第三,避开了传统Carleman型估
计式,从而可以处理偏微分方程组情形.
准确地说,假设u满足如下的二阶线性抛物方程:
∂tu− div(A∇u) = 0, (x, t) ∈ Ω × (0,∞),

u = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × (0,∞),

u(·, 0) ∈ L2(Ω),

(1)

在这里, Ω是Rn中一个有界的C2光滑区域, ∇和div

分别是Rn中的梯度算子和散度算子,对称的系数矩阵
A : Ω × (0,∞)→ Rn×n满足Lipschitz连续性和一致
椭圆型条件,即存在一个常数L > 1使得

|A(x, t)−A(y, s)| 6 L(|x− y|+ |t− s|),
∀x, y ∈ Ω, t, s > 0,

L−1|ξ|2 6 ⟨A(x, t)ξ, ξ⟩ 6 L|ξ|2,
∀ξ ∈ Rn, x ∈ Ω, t > 0.

在系数满足实解析性的假设条件下,笔者在文献
[6]中得到了下面的结论:

定定定理理理 1 [6] 令T ∈ (0, 1]和B2R(x0) ⊂ Ω.假设方
程(1)中的系数矩阵A(·)在柱形区域B2R(x0) × (0, 1)

中关于空间变量是实解析的.设O∈BR(x0) × (0, T )

为一个(n+ 1)维的Lebesgue正可测集.则存在常数C

> 0使得能观性不等式

(
w
Ω
|u(x, T )|2dx)1/2 6 C

w
O
|u(x, t)|dxdt,

对方程(1)所有解都成立,其中常数C只依赖于Ω, O,
L, n, T和系数的实解析参数.
此外,对于任意初值z0 ∈ L2(Ω),总可以找到一个

控制函数f ∈ L∞(Ω × (0, T )),其支撑集包含在O中,
使得

∂tz − div(A∇z) = f, (x, t) ∈ Ω × (0, T ),

z(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × (0, T ),

z(x, 0) = z0, z(x, T ) = 0, a.e. x ∈ Ω.

文献[6]主要创新点是方程(1)的解关于空间变量
的实解析收敛半径可以不依赖于时间变量.具体来说,
在方程系数满足实解析性条件下,本文证明其解满足
定量的实解析性估计式

|∂α
xu(x, t)| 6 ρ−1−|α||α|!e1/(ρt)∥u(·, 0)∥L2(Ω),

∀α ∈ Nn, x ∈ BR(x0), t ∈ (0, 1),

其中常数ρ ∈ (0, 1).该不等式允许本文对实解析函数
u(·, t)使用解析函数的小量传播性定量估计.值得注
意的是,由于实解析收敛半径不依赖于时间变量,从
而得到的能观性常数关于时间变量可以是一致的.
在上述提到的一系列研究工作中,虽然笔者引入

的方法避开了传统的Carleman估计式,但该方法的不
足之处是,它只能适用于具有实解析系数的抛物型方
程(组).在这篇文章中,将运用新工具研究有界区域上
具有非实解析系数的扩散方程在Lebesgue可测集上
的能观性不等式.
在通篇文章中,总是假定Ω ⊂ Rn为一个具有C2

光滑边界的有界区域.设函数u满足如下的扩散方程:
∂tu− div(A(x)∇u) = 0, (x, t) ∈ Ω × (0,∞),

u = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × (0,∞),

u(·, 0) ∈ L2(Ω),

(2)

其中对称矩阵函数A : Ω → Rn×n是C1的,且满足一
致椭圆型条件,即存在常数L > 1使得L−1|ξ|2 6 ⟨A(x)ξ, ξ⟩ 6 L|ξ|2,

∀ξ ∈ Rn, x ∈ Ω.
(3)

熟知,该方程(2)有唯一解

u ∈ C([0,∞);L2(Ω)) ∩ L2(0,∞;H1
0 (Ω)).

这篇文章的主要结果是如下所述的能观性与能控

性.

定定定理理理 2 设T > 0和O是时空区域Ω × (0, T )内

一个(n+ 1)维Lebesgue正可测集.则下面的两个论述
成立:

i) 存在正常数C > 0,其只依赖于Ω,O, L, n和T ,
使得方程(2)的所有解都满足如下的能观性不等式

(
w
Ω
|u(x, T )|2dx)1/2 6 C

w
O
|u(x, t)|dxdt.

ii) 对于任意初值z0 ∈ L2(Ω),存在一个控制函数
f ∈ L∞(Ω × (0, T )),其支撑集包含在O中,使得
∂tz − div(A(x)∇z) = f, (x, t) ∈ Ω × (0, T ),

z = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × (0, T ),

z(x, 0) = z0, z(x, T ) = 0, a.e. x ∈ Ω.

注注注 1 显然,方程(2)的解不再关于空间变量实解析,从
而文献[4–6, 8]中发明的解析性技巧不适用于建立该方程的
解在可测集上的能观性不等式.

注注注 2 上述能控性结果在时间或者范数最优控制问题

的bang–bang性研究中有重要作用.该结果在这两类最优控
制问题的等价性研究中也有重要的应用.关于这方面的研究,
感兴趣的读者可以参看文献[4–6, 9–16].在本文的第3节中,
将给出定理2在扩散方程的时间和范数最优控制问题中的应
用.
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注注注 3 Burq等人最近在文献[17]中通过构造双流形的
复杂技巧,对于系数矩阵满足W 2,∞正则性的情形给出了类

似的能观性不等式.一方面,本文对于系数矩阵A(·)仅满
足C1正则性的情形,通过利用文献[18]中关于椭圆系统的插
值不等式结果,可以推得相应的能观性不等式成立.另一方
面,本文的证明相较于文献[17]更加直接与简洁.

注注注 4 对于一般二阶抛物方程,据笔者所知,其解在正
可测集上的能观性不等式仍然未知,这也是笔者将来继续研
究的方向.

值得一提的是, Logunov等人[19]对于二阶椭圆微

分方程的解及其梯度,建立了在可测集上的Hölder型
估计式.其所采用的方法不依赖于系数的实解析性条
件.在本文中,将直接运用文献[19]中的结果,以及文
献[1, 20–21]中的经典方法,证明式(2)的解在时空
Lebesgue可测集上的能观性不等式成立.
该文剩下的内容安排如下: 将在第2节中证明定

理2;在第3节中将给出其在时间和范数最优控制问题
中的应用;最后将在第4节中给出两个注记.
常常常用用用记记记号号号.在通篇文章中,记C(· · · )为一个正常

数,且其只依赖括弧里的参量.这样的记号同样适用
于θ, γ等其他常量.对于任意一个Lebesgue可测集E

⊂ Rn,本文令χE和|E|分别表示其特征函数和Lebe-
sgue测度.记BR(x0)为Rn中以x0为圆心,半径为R >

0的开球,同时记∆R(x0, 0)为Rn+1中以(x0, 0)为圆

心,半径为R的开球.

2 定定定理理理2的的的证证证明明明
在给出定理2的证明之前,本文首先引用文献[19]

定理5.1中关于椭圆方程解的小量传播性估计.

引引引理理理 1 设B2R(x0)⊂Ω,其中R∈(0, 1),且ω ⊂
BR/2(x0)是一个n维Lebesgue正可测集.若U在Ω ×
(−4, 4)内满足方程div(A(·)∇U) + ∂2

yU = 0,其中系
数矩阵A(·)满足条件(3),则存在常数C = C(L, R,

|ω|) > 0和γ = γ(L,R, |ω|) ∈ (0, 1)使得

sup
∆R(x0,0)

|(∇U, ∂yU)| 6

C( sup
ω×{0}

|(∇U, ∂yU)|)γ×

( sup
∆2R(x0,0)

|(∇U, ∂yU)|)1−γ . (4)

注注注 5 值得指出的是,文献[19]给出了较上述引理更加
一般的结论.

注注注 6 在上述引理中,笔者强调不等式(4)中的常数C

和γ只依赖于观测集的测度,并不依赖于其位置和形状.这点
在本文主要定理的证明中非常重要.实际上,类似的想法已经
在笔者先前工作[4–6, 8]中用到过.

利用引理1,可以得到可测集上的谱不等式.该谱
不等式涉及到椭圆算子特征向量的有限项线性组合.
对于具有实解析系数的椭圆算子,这类不等式已经在

笔者的前期工作[5, 8]中研究过.值得注意的是,这类在
非空开集上的谱不等式的研究最早可以追溯到文献

[1, 18, 20–22]中.在那里,通过运用该不等式和一个巧
妙的无穷步迭代技术,人们可以建立对应的扩散方程
的精确零能控性.
现在,本文令{λj}j>1,其中0 < λ1 6 λ2 6 · · · 6

λj → ∞,和{ej}j>1分别为满足零边值条件的椭圆算

子−div(A(·)∇·)的特征值和规范化特征函数,这里的
系数矩阵A(·)满足条件(3).即−div(A(x)∇ej(x)) = λjej(x), x ∈ Ω,

ej(x) = 0, x ∈ ∂Ω.

于是,有如下的谱不等式结果:

引引引理理理 2 假设B4R(x0)⊂Ω,其中R∈(0, 1), ω ⊂
BR/2(x0)是一个n维Lebesgue正可测集.则存在常数
C = C(L,R, |ω|) > 0使得下面的不等式:

∥
∑

λj6λ

ajej∥L2(Ω) = (
∑

λj6λ

a2
j)

1/2 6

CeC
√
λ∥

∑
λj6λ

ajej∥L1(ω) (5)

对所有实数序列{aj}j>1均成立,其满足
∞∑
j=1

a2
j < ∞.

证 对于每一个λ>0和任何的实数序列{aj}j>1,

其满足
∞∑
j=1

a2
j < ∞,通过添加一个额外的变量y,定义

U(x, y) :=
∑

λj6λ

aj

sinh(
√
λjy)√

λj

ej(x),

(x, y) ∈ Ω × (−4, 4).

于是, U满足

div(A(x)∇U)+∂2
yU = 0, (x, y)∈Ω×(−4, 4),

U = 0, (x, y)∈∂Ω×(−4, 4),

U(x, 0) = 0,

∂yU(x, 0) =
∑

λj6λ

ajej(x), a.e. x ∈ Ω.

(6)

首先,根据文献[18]中式(6.2),有下述插值不等式
成立

∥U∥H1(Ω×(−1,1)) 6 C∥∂yU(·, 0)∥θL2(BR(x0))
×

∥U∥1−θ
H1(Ω×(−2,2)), (7)

其 中:常 数C = C(Ω,L,R) > 0, θ = θ(Ω,L,R) ∈
(0, 1).然后,对方程(6)运用引理1得到

∥(∇U, ∂yU)∥L∞(∆R(x0,0)) 6
C∥(∇U(·, 0), ∂yU(·, 0))∥θL∞(ω)×
∥(∇U, ∂yU)∥1−θ

L∞(∆2R(x0,0))
, (8)

这里C=C(R,L, |ω|)>0, θ = θ(R,L, |ω|) ∈ (0, 1).
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接下来,结合方程(6)中的第3行,有∇U(x, 0) = 0,
a.e. x ∈ Ω.由式(8)和标准的椭圆方程的正则性估计
(参见文献[23]中的定理8.32)

∥(∇U, ∂yU)∥L∞(∆2R(x0,0)) 6 C∥U∥H1(∆3R(x0,0)),

推得

∥∂yU(·, 0)∥L∞(BR(x0)) 6
∥(∇U, ∂yU)∥L∞(∆R(x0,0)) 6
C∥∂yU(·, 0)∥θL∞(ω)∥U∥1−θ

H1(Ω×(−4,4)).

联合式(6)–(7),上述不等式蕴含

∥U∥H1(Ω×(−1,1)) 6
C∥

∑
λj6λ

ajej∥θL∞(ω)∥U∥1−θ
H1(Ω×(−4,4)),

这里C = C(Ω,R,L, |ω|) > 0, θ = θ(Ω,R,L, |ω|) ∈
(0, 1).另外,注意到下述事实(参见文献[20–21]):

∥U∥H1(Ω×(−k,+k))
∼= CeC

√
λ(

∑
λj6λ

a2
j)

1/2,

其中k = 1, 4.因此,有

(
∑

λj6λ

a2
j)

1/2 6 CeC
√
λ∥

∑
λj6λ

ajej∥L∞(ω), (9)

其中常数C = C(Ω,R,L, |ω|).
最后,证明不等式(9)中的L∞范数可以换成L1范

数.为此,定义

ω̃ := {x ∈ ω : |
∑

λj6λ

ajej(x)| 6

2

|ω|

w
ω
|
∑

λj6λ

ajej(x)|dx}. (10)

于是,不难验证下面的不等式成立:w
ω
|
∑

λj6λ

ajej(x)|dx >
w
ω\ω̃

|
∑

λj6λ

ajej(x)|dx >

2|ω \ ω̃|
|ω|

w
ω
|
∑

λj6λ

ajej(x)|dx.

这蕴涵着

|ω \ ω̃| 6 |ω|/2.

此即,

|ω̃| > |ω|/2.

现在,将不等式(9)应用到集合ω̃上得到

(
∑

λj6λ

a2
j)

1/2 6 CeC
√
λ∥

∑
λj6λ

ajej∥L∞(ω̃).

根据式(10)和上述不等式,立刻推得所期望的不
等式(5)成立. 证毕.
事实上,引理2和方程(2)的解的指数衰减性蕴涵

着如下的插值不等式:

引引引理理理 3 设B4R(x0) ⊂ Ω.令ω ⊂ BR/2(x0)是一

个正可测集.则存在常数C=C(Ω, |ω|, R) > 0和γ =

γ(Ω, |ω|, R) ∈ (0, 1)使得对任意t > s > 0,下面的估
计式对方程(2)的所有解均成立:

∥u(·, t)∥L2(Ω) 6 Ce
C

t−s ∥u(·, t)∥γL1(ω)×

∥u(·, s)∥1−γ
L2(Ω). (11)

证 根据时间平移不变性,只需在s = 0和t > 0

的情形下,证明不等式(11)成立即可.为此,先任意取
定初值u(·, 0) ∈ L2(Ω).对任意λ > 0,令u1和u2分别

满足下述两个方程:

∂tu1 − div(A(x)∇u1) = 0, (x, t) ∈ Ω × (0,∞),

u1 = 0, (x, t)∈∂Ω×(0,∞),

u1(x, 0) =
∑

λj6λ

(
w
Ω
u(x, 0)ej(x)dx)ej(x),

a.e. x ∈ Ω,

∂tu2 − div(A(x)∇u2) = 0, (x, t) ∈ Ω × (0,∞),

u2 = 0, (x, t)∈∂Ω×(0,∞),

u2(x, 0) =
∑

λj>λ

(
w
Ω
u(x, 0)ej(x)dx)ej(x),

a.e. x ∈ Ω.

显然, u = u1 + u2于Ω × [0,∞)中,且注意到

u1(x, t) =
∑

λj6λ

(
w
Ω
u(x, 0)ej(x)dx)e

−λjtej(x),

x ∈ Ω, t > 0,

∥u2(·, t)∥L2(Ω) 6 e−λt∥u(·, 0)∥L2(Ω), t > 0.

于是,对u1(·, t)运用引理2可以推得

∥u1(·, t)∥L2(Ω) 6 CeC
√
λ∥u1(·, t)∥L1(ω),

其中常数C = C(Ω,R,L, |ω|) > 0.
因此,对于任意时刻t > 0,有

∥u(·, t)∥L2(Ω) 6
∥u1(·, t)∥L2(Ω) + ∥u2(·, t)∥L2(Ω) 6

CeC
√
λ∥u1(·, t)∥L1(ω) + e−λt∥u(·, 0)∥L2(Ω) 6

CeC
√
λ(∥u(·, t)∥L1(ω) + ∥u2(·, t)∥L1(ω))+

e−λt∥u(·, 0)∥L2(Ω) 6

CeC
√
λ(∥u(·, t)∥L1(ω) + e−λt∥u(·, 0)∥L2(Ω)).

即对于任意λ > 0,下面的不等式均成立

∥u(·, t)∥L2(Ω) 6 CeC
√
λ×

(∥u(·, t)∥L1(ω) + e−λt∥u(·, 0)∥L2(Ω)). (12)

最后,通过在不等式(12)的右端关于参量λ > 0求

最小值,立刻得到式(11)成立. 证毕.

注注注 7 当ω为Ω的一个非空开子集时,上述插值不等式
(11)在文献[24]中采用不同的方法建立.

现在,给出定理2的证明.
不失一般性,总是可以假设O⊂B4R(x0)×(0, T ),
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其中B4R(x0) ⊂ Ω, R ∈ (0, 1).根据经典的对偶性方
法(参见文献[4, 25]),不难验证,命题ii)是i)的直接推
论.因此,只需证明i)即可.
为此,对任意t ∈ (0, T ),先定义时间切片

Ot := {x ∈ B4R(x0) : (x, t) ∈ O},

以及

E := {t ∈ (0, T ) : |Ot| >
|O|
2T

}. (13)

由Fubini定理,上述集合E为一个Lebesgue可测
集,并且其测度有下界

|E| > |O|/(2|B4R|).

显然,

χE(t)χOt
(x) 6 χO(x, t) a.e. (x, t) ∈ Ω × (0, T ).

然后,任意取定E的一个Lebesgue密度点ℓ ∈ (0,

T ).对于每一个q ∈ (0, 1) (其值随后确定),依据文献
[12]中的命题2.1,可以找到一个单调递减的序列
{ℓm}∞m=1,满足 lim

m→∞
ℓm = ℓ,以及

ℓm+1 − ℓm+2 = q(ℓm − ℓm+1),

|E ∩ (ℓm+1, ℓm)| >
ℓm − ℓm+1

3
, ∀m > 1. (14)

定义

τm := ℓm+1 +
ℓm − ℓm+1

6
, ∀m > 1.

由上述性质,不难验证如下不等式成立:

|E ∩ (τm, ℓm)| > (ℓm − ℓm+1)/6. (15)

于是,对于任意m > 1和t ∈ E ∩ (τm, ℓm),应用
引理3 (其中取ω = Ot)可以推得

∥u(·, ℓm)∥L2(Ω) 6 (Ce
C

ℓm−ℓm+1 ∥u(·, t)∥L1(Ot))
ϑ×

∥u(·, ℓm+1)∥1−ϑ
L2(Ω),

其中常数C = C(Ω,L, T,R, |O|) > 0和ϑ = ϑ(Ω,L,

T,R, |O|) ∈ (0, 1).注意,这里的常数依赖关系用到
性质(13).将上述不等式关于时间变量在可测集E ∩
(τm, ℓm)上积分,再结合Hölder不等式和式(15),有

∥u(·, ℓm)∥L2(Ω) 6

(Ce
C

ℓm−ℓm+1

w ℓm

ℓm+1

w
Ω
χE(t)χOt

(x)|u|dxdt)ϑ×

∥u(·, ℓm+1)∥1−ϑ
L2(Ω).

这蕴含着对所有ε > 0成立

∥u(·, ℓm)∥L2(Ω) 6 ε∥u(·, ℓm+1)∥L2(Ω)+

ε−
1−ϑ
ϑ Ce

C
ℓm−ℓm+1 ×w ℓm

ℓm+1

w
Ω
χE(t)χOt

(x)|u(x, t)|dxdt.

其等价于

ε1−ϑe
− C

ℓm−ℓm+1 ∥u(·, ℓm)∥L2(Ω)−

εe
− C

ℓm−ℓm+1 ∥u(·, ℓm+1)∥L2(Ω) 6

C
w ℓm

ℓm+1

w
Ω
χE(t)χOt

(x)|u(x, t)|dxdt, ∀ε > 0.

在上面的不等式中令ε = e−1/(ℓm−ℓm+1)得到

e
− C+1−ϑ

ℓm−ℓm+1 ∥u(·, ℓm)∥L2(Ω)−

e
− C+1

ℓm−ℓm+1 ∥u(·, ℓm+1)∥L2(Ω) 6

C
w ℓm

ℓm+1

w
Ω
χE(t)χOt

(x)|u(x, t)|dxdt. (16)

最后,取定常数

q =
C + 1− ϑ

C + 1
,

其中C和ϑ是出现在不等式(16)中的相同常数.因此,
根据式(16)和式(14)中的第1个等式,对所有m > 1,
有

e
− C+1−ϑ

ℓm−ℓm+1 ∥u(·, ℓm)∥L2(Ω)−

e
− C+1−ϑ

ℓm+1−ℓm+2 ∥u(·, ℓm+1)∥L2(Ω) 6

C
w ℓm

ℓm+1

w
Ω
χE(t)χOt

(x)|u(x, t)|dxdt.

将上述不等式关于参量m从m = 1到无穷大求和,
发现

e−
C+1−ϑ
ℓ1−ℓ2 ∥u(·, ℓ1)∥L2(Ω)−

lim
m→+∞

e
− C+1−ϑ

ℓm+1−ℓm+2 ∥u(·, ℓm+1)∥L2(Ω) 6

C
w T

0

w
Ω
χE(t)χOt

(x)|u(x, t)|dxdt.

注意到如下简单事实

lim
m→+∞

ℓm+1 − ℓm+2 = 0, ∥u(·, ℓm+1)∥L2(Ω) < +∞,

以及∥u(·, T )∥L2(Ω) 6 ∥u(·, ℓ1)∥L2(Ω),上述不等式化
简为

e−
C+1−ϑ
ℓ1−ℓ2 ∥u(·, T )∥L2(Ω) 6

C
w T

0

w
Ω
χE(t)χOt

(x)|u(x, t)|dxdt,

此即完成了结论i)的证明.

3 最最最优优优控控控制制制的的的bang–bang性性性
时间和范数最优控制问题一直以来都是数学控制

理论中的一类重要问题.近年来,汪更生教授等人在
这方面做出了许多有影响的工作(参见专著[15]).
在这一节中,将应用定理2分别推导有界区域上扩

散方程的时间和范数最优控制的bang–bang性.为此,
令Ω如上文所述,令ω ⊂ Ω为一个非空开子集.先介
绍时间最优控制问题.设M > 0,定义如下的控制约
束集:

UM := {f ∈ L∞(Ω × R+) : |f(x, t)| 6 M,
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a.e. (x, t) ∈ Ω × R+}.

考察下述时间最优控制问题:

(TP )M : T ∗(M) :=

inf
f∈UM

{t > 0 : z(x, t; f) = 0, a.e. x ∈ Ω},

在这里, z(·, ·; f)满足如下的控制系统:
∂tz − div(A(x)∇z) = χω(x)f, (x, t) ∈ Ω × R+,

z(x, t) = 0, (x, t)∈∂Ω×R+,

z(x, 0) = z0(x), x ∈ Ω,

其中z0 ∈ L2(Ω).
对于时间最优控制问题(TP )M ,称T ∗(M)和f∗

分别为最优时间和时间最优控制,如果相应的终端状
态满足z(x, T ∗(M); f∗) = 0, a.e. x ∈ Ω.同样的,称
(TP )M有bang–bang性,如果任何时间最优控制f∗均

满足|f∗(x, t)| = M , a.e. (x, t) ∈ ω ×(0, T ∗(M)).
根据定理2和齐次扩散方程解的指数衰减性,可以

运用文献[4]中相同的方法证明最优时间T ∗(M)存在,
且问题(TP )M至少存在一个时间最优控制.于是,本
文不加证明地阐述如下的结论:

推推推论论论 1 对任意M > 0,相应的时间最优控制问
题(TP )M均满足bang–bang性.从而,该问题存在唯
一的时间最优控制.

注注注 8 人们现在知道,可测集上的能控性可以导出时
间最优控制bang–bang性.据笔者所知,文献[11]最早注意到
这个事实,这个想法随后在文献[4, 7, 12–15, 26]中得到深入
发展.

接下来,建立范数最优控制问题的bang–bang性.
对任意时间T > 0,考察如下的范数最优控制问题:

(NP )T : M∗(T ) := inf{∥f∥L∞(Ω×(0,T )) :

z(x, T ; f) = 0 a.e. x ∈ Ω},

这里, z(·, ·; f)满足下面的受控方程
∂tz−div(A(x)∇z)=χω(x)f, (x, t) ∈ Ω×(0, T ),

z = 0, (x, t)∈∂Ω×(0, T ),

z(x, 0) = z0(x), x ∈ Ω,

这里的初始值z0 ∈ L2(Ω).
类似于时间最优控制问题,对范数最优控制问题

(NP )T,称M∗(T )和f∗分别为最优范数和范数最优

控制,如果对应的终端状态满足z(x, T ; f∗) = 0, a.e.
x ∈ Ω.并且,称(NP )T满足bang–bang性,若任何范
数最优控制f∗满足|f∗(x, t)| =M∗(T ), a.e. (x, t) ∈
ω × (0, T ).
根据定理2,运用文献[4]中相同的方法可以证明

M∗(T )大于零,以及(NP )T至少存在一个范数最优

控制.更进一步,有下面的推论.

推推推论论论 2 对任意T > 0,最优控制问题(NP )T有

唯一的bang–bang最优控制.

4 总总总结结结

1) 在这篇文章中,虽然仅考察扩散方程满足Diri-
chlet零边值条件的情形,但对于其他边值条件,比如
Neumann或者Robin混合边值条件,采用本文相同的
方法也可以建立类似结论.

2) 对于带有界位势的扩散方程,笔者不知道如何
证明类似于定理2的结论.这主要是因为在引理2的证
明过程中,笔者用到椭圆方程解的梯度在可测集上的
能观估计(即引理1).而后者对于有界位势的椭圆方程
情形一般不再成立(参见文献[27]).
致致致谢谢谢 作者感谢西班牙巴斯克大学(UPV/EHU)

Luis Escauriaza教授在该项工作中给予的诸多富有成
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