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摘要:本文针对线性不确定性系统,给出了部分状态反馈直接模型参考自适应控制设计方案以及详细的系统稳
定性、输出跟踪性能分析.控制器设计基于降维观测器和参数化方法.此方案采用反馈控制,反馈信号不仅仅依赖
全状态信息或者输出信号,而是任意不超过系统维数的可测信号.因此,部分状态反馈控制是包含状态反馈、输出
反馈控制的新的控制方案,缓解了状态反馈对状态信息的限制,降低了输出反馈控制结构的复杂性.通过引入辅助
信号,本文证明了输出匹配条件的存在性、所有闭环系统信号的有界性以及渐近输出跟踪性能.仿真结果验证了该
方案的有效性.
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Abstract: A partial-state feedback direct model reference adaptive control is designed for uncertain linear systems.
Detailed stability analysis and output tracking performance are presented. The design of the controller is based on the
reduced order observer and parameterization method. The novel scheme adopts feedback control. Feedback signals are not
only depend on the full state information or the output signals, but also on any measurable signals whose order is no more
than system dimension. Thus, partial-state feedback control as a new control scheme includes state feedback control and
output feedback control, and reduces more constraints on state information than state feedback control does and decreases
complexity of control structure compared to output feedback control. By introducing auxiliary signals, the existence of
output matching condition, boundedness of all closed-loop system signals and performance of asymptotic output tracking
are proved. The simulation results verify the effectiveness of the proposed scheme.
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1 引引引言言言

模型参考自适应控制 (model reference adaptive

control, MRAC)是自适应控制的重要研究方法之一,

在连续时间系统和离散时间系统都有深入研究[1–2].

模型参考自适应控制的目标是设计自适应律和控制

器,使得被控对象输出渐近跟踪到参考模型输出,闭

环系统所有信号有界.

由于系统状态难以获取,所以在实践中,满足一定
假设条件下,大多采用容易获得的输出信号进行输出
反馈控制,控制输入仅与输出信号和参考输入信号有
关,不依赖状态信号.文献[1]基于观测器设计输出反
馈MRAC结构

u(t) = θT1 (t)ω1(t) + θT2 (t)ω2(t) + θ3(t)r(t),

其中: ω1 = α1(z)[u](t), ω2 = α2(z)[y](t), α1(z) =
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[z−n+1 · · · z−1], α2(z) = [z−n+1 · · · z−1 1], θi(t)
是标称控制器参数θ∗i (i = 1, 2, 3)的自适应估计,并给
出详尽的稳定性分析.文献[3]基于投影算法和最小二
乘法分别设计输出反馈输出跟踪控制方案,并给出详
细的系统稳定性和跟踪误差收敛性Lyapunov证明.但
输出反馈控制结构复杂.
相对于输出反馈控制,状态反馈MRAC方案拥有

更简单的控制结构.文献[4]对离散时间分段线性系统
设计出切换自适应控制器,使闭环系统渐近稳定.文
献[5]针对离散时间不确定性动态系统,提出了一种新
的状态反馈模型参考自适应控制结构,有效地提高系
统瞬态性能,并运用对数Lyapunov函数证明闭环系统
的Lyapunov稳定性以及状态跟踪误差的渐近收敛性.
但状态反馈控制依赖难以得到的全状态信息,限制了
此控制方案的实际应用.
近年,针对连续时间系统,提出一种新的部分状态

反馈控制方案[6–8].部分状态反馈控制以可测信号为
反馈信号,巧妙地联系了全状态反馈控制与输出反馈
控制,结合了两种反馈控制的优势,控制结构简单,受
较少条件的限制,拓宽了反馈控制的应用前景,且可
以实现闭环系统的稳定性以及对象与参考模型的渐

近输出跟踪.文献[9]提出了新的离散时间模型参考自
适应控制方案,采用部分状态反馈设计新的控制结构,
实现线性不确定性系统的输出跟踪以及所有闭环信

号的有界性,但文章缺乏相关引理、定理的证明.
本文提出部分状态反馈MRAC满足一定的输出匹

配条件,通过引入辅助信号对离散时间部分状态反馈
输出跟踪MRAC方案[9]作出严谨的输出匹配条件存

在性、闭环系统稳定性以及渐近输出跟踪证明,对不
同的反馈方式作出了仿真,证明离散时间部分状态反
馈控制的有效性.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑离散时间线性时不变系统

x(t+ 1) = Ax(t) + bu(t), y(t) = cx(t), (1)

其中:矩阵A ∈ Rn×n, b ∈ Rn, cT ∈ Rn. x(t) ∈ Rn,
y(t) ∈ R分别是系统状态和系统输出, u(t) ∈ R是控
制输入.系统(1)的输入输出描述为

y(t) =
kpZ(z)

P (z)
[u](t), (2)

“z”不仅代表前进算子,还代表Z变换变量,令G(z) =
kpZ(z)

P (z)
, G(z)是系统传递函数, Z(z) = zm + · · · +

z1z + z0, P (z) = zn + pn−1z
n−1 + · · · + p1z + p0,

n > m > 0.
控制目标是设计部分状态反馈控制律使得闭环系

统所有信号有界,对象(1)的输出y(t)渐近跟踪到参考

模型输出ym(t).

参考模型定义为

ym(t) =
1

Pm(z)
[r](t), (3)

其中: Pm(z)是首项系数为1的稳定多项式(一般取为
zn

∗
), r(t)是有界的参考输入信号.
在状态反馈输出跟踪控制问题中,作如下假设:

假假假设设设 1 Z(z)是首项系数为1的稳定多项式.

假假假设设设 2 P (z)的阶次n以及系统相对阶已知.

假假假设设设 3 系统增益kp符号已知.

值得注意的是,输出反馈控制中反馈信号是状态
信号的一个线性组合,也就是说,输出反馈是一类特
殊的状态反馈;可测信号往往不仅是输出信号,得到
的信息就不会局限于输出信号;另外,可测信号的阶
次不大于系统阶次n.因此可测信号表述为

y0(t) = c0x(t), (4)

其中: c0∈Rn̄×n, rank(c0)= n̄且(A, c0)能观测. y0(t)

亦可表示为 y0(t) = G0(z)[u](t), G0(z) =
Z0(z)

P (z)
=

c0(zI − A)−1b.可测信号y0(t)是系统状态信息的线

性组合,也就是说,反馈信号y0(t)不仅仅局限于全状

态信息以及输出信号,还有可能是其他不超过系统维
数的向量信号.

3 部部部分分分状状状态态态反反反馈馈馈标标标称称称控控控制制制设设设计计计

3.1 状状状态态态观观观测测测器器器设设设计计计

系统参数已知时,设计基于部分状态反馈的标称
控制方案.在部分状态反馈控制中,本文将可测的信
号y0(t)作为反馈信号进行控制设计,因此需要对状态
信号进行处理.首先,增加假设

假假假设设设 4 向量信号y0(t) = c0x(t), y0(t)是可量
测信号并且满足(A, c0)能观测, rank(c0) = n̄.

对于单输入单输出系统, y0(t)是n̄维信号, 1 6 n̄

6 n,且y0(t)不一定包含输出信号y(t)或等于输出信

号y(t).其次,作如下变换:

x̃(t) = Px(t) = [x̃T
1 (t) x̃T

2 (t)]
T, (5)

其中P ∈ Rn×n是可逆变换矩阵,满足c0P
−1 = [In̄

0 · · · 0],因此y0(t) = x̃1(t),且[
x̃1(t+ 1)

x̃2(t+ 1)

]
=

[
Ã11 Ã12

Ã21 Ã22

][
x̃1(t)

x̃2(t)

]
+

[
b̃1
b̃2

]
u(t),

(6)

x̃1(t) ∈ Rn̄, x̃2(t) ∈ Rn−n̄, b̃1 ∈ Rn̄, b̃2 ∈ Rn−n̄,
Ã11 ∈ Rn̄×n̄, Ã12 ∈ Rn̄×(n−n̄), Ã21 ∈ R(n−n̄)×n̄, Ã22

∈ R(n−n̄)×(n−n̄).
因为 y0(t) = x̃1(t), y0(t)可量测,所以只需要对
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x̃2(t)进行观测器估计,得到
w(t+1)=(Ã22−lÃ12)w(t)+((Ã22−lÃ12)l+

Ã21−lÃ11)y0(t)+(b̃2 − lb̃1)u(t),

w(0) = w0,

(7)

其中w(t) = ˆ̃x2(t)− ly0(t),选择矩阵l ∈ R(n−n̄)×n̄使

得矩阵Ã22 − lÃ12的特征值在Z平面单位圆内.上式
进一步表达为

w(t) = (zI − Ã22 + lÃ12)
−1((Ã22 − lÃ12)l+

Ã21 − lÃ11)y0(t) + (zI − Ã22 + lÃ12)
−1×

(b̃2 − lb̃1)u(t) + ε0(t) =
α1(z)

∆(z)
[y0](t) +

α2(z)

∆(z)
[u](t) + ε0(t),

w(0) = w0,

(8)

其中: I ∈ R(n−n̄)×(n−n̄), l ∈ R(n−n̄)×n̄且

ε0(t) = (Ã22 − lÃ12)
tw(0), (9)

α1(z) = adj(zI − Ã22 + lÃ12)((Ã22 − lÃ12)l+

Ã21 − lÃ11), (10)

α2(z) = adj(zI − Ã22 + lÃ12)(b̃2 − lb̃1), (11)

∆(z) = det(zI − Ã22 + lÃ12), (12)

α1(z) ∈ R(n−n̄)×n̄是阶次不大于n− n̄− 1的多项式

矩阵, α2(z) ∈ Rn−n̄是阶次不大于n− n̄− 1的多项

式向量.选择矩阵 l使得∆(z)是n− n̄次稳定多项式,
ε0(t)是指数衰减项.

3.2 部部部分分分状状状态态态反反反馈馈馈控控控制制制器器器结结结构构构设设设计计计

由上节可知,在降维观测器下有 lim
t→∞

x̃(t) − ˆ̃x(t)

= 0,经过变换x̃ = Px可以得到 lim
t→∞

x(t) − x̂(t) = 0.

基于状态观测器的控制结构为

u(t) = k∗T
1 x̂(t) + k∗

2r(t), (13)

其中: x̂(t)是状态观测估计, r(t)是外部输入信号.将
以上控制器结构通过观测器(8)转换为期望的形式.首
先,由式(8)得到

ˆ̃x2(t) =
α1

∆
[y0](t) +

α2

∆
[u](t) + ly0(t) + ε0(t).

(14)

其次

k∗T
1 x̂(t) = k∗T

1 P−1 ˆ̃x(t) =

k∗T
p2

α1(z)

∆(z)
[y0](t) + k∗T

p2

α2(z)

∆(z)
[u](t)+

(k∗T
p1 + k∗T

p2 l)y0(t) + k∗T
p2 ε0(t). (15)

对式(15)参数化

k∗T
1 x̂(t) = ϕ∗T

1

ν1(z)

∆(z)
[u](t) + ϕ∗T

2

ν2(z)

∆(z)
[y0](t)+

ϕ∗T
3 y0(t) + k∗T

p2 ε0(t), (16)

其中:

k∗T
1 P−1 = [k∗T

p1 k∗T
p2 ], k

∗
p1 ∈ Rn̄, k∗

p2 ∈ Rn−n̄,

k∗T
p2 α2(z) = ϕ∗T

1 ν1(z), ϕ
∗
1 ∈ Rn−n̄,

ν1(z) = [1 z · · · zn−n̄−1]T, k∗T
p2 α1(z) = ϕ∗T

2 ν2(z),

ν2(z) = [In̄ zIn̄ · · · zn−n̄−1In̄]
T, ϕ∗

2 ∈ Rn̄(n−n̄),

ϕ∗T
3 = k∗T

p1 + k∗T
p2 l, ϕ

∗
3 ∈ Rn̄.

代入式(13)得到部分状态反馈控制器结构

u(t) = ϕ∗T
1

ν1(z)

∆(z)
[u](t) + ϕ∗T

2

ν2(z)

∆(z)
[y0](t)+

ϕ∗T
3 y0(t) + ϕ∗

4r(t) + k∗T
p2 ε0(t). (17)

令ϕ∗
4 = k∗

2 ,选取矩阵l使得Ã22 − lÃ12渐近稳定

或满足极点配置,即其特征值在Z平面单位圆内.忽略
上式中的衰减项,得到标称系统部分状态反馈控制结
构

u(t) = ϕ∗T
1 ω1(t) + ϕ∗T

2 ω2(t)+

ϕ∗T
3 y0(t) + ϕ∗

4r(t), (18)

其中: ω1(t) =
ν1(z)

∆(z)
[u](t), ω2(t) =

ν2(z)

∆(z)
[y0](t).

3.3 部部部分分分状状状态态态反反反馈馈馈控控控制制制的的的输输输出出出匹匹匹配配配问问问题题题

引引引理理理 1 存在常参数ϕ∗
1 ∈ Rn−n̄, ϕ∗

2 ∈ Rn̄(n−n̄),
ϕ∗
3 ∈ Rn̄, ϕ∗

4 ∈ R满足

ϕ∗T
1 ν1(z)P (z) + (ϕ∗T

2 ν2(z) + ϕ∗T
3 ∆(z))Z0(z) =

∆(z)P − kpϕ
∗
4∆(z)Pm(z)Z(z). (19)

证 假设多项式Z0(z)的阶次为 (m0 m0 · · ·
m0)

T ∈ Rn̄,选择前馈增益ϕ∗
4 = k−1

p .定义以下多项
式向量以及矩阵:

B(z) = ∆(z)P (z)− kpϕ
∗
4∆(z)Pm(z)Z(z) =

β2n−n̄−1z
2n−n̄−1 + · · ·+ β1z + β0, (20)

β = [β2n−n̄−1 · · · β1 β0]
T ∈ R2n−n̄, (21)

∆ = zn−n̄ + λn−n̄−1z
n−n̄−1 + · · ·+ λ0, (22)

Z0 = [Z1 Z2 · · · Zn̄]
T, (23)

Zi = µi
m0

zm0 + µi
m0−1z

m0−1 + · · ·+ µi
0, (24)

ϕ∗
1 = [ϕ∗

1n−n̄−1 · · · ϕ∗
11 ϕ∗

10]
T ∈ Rn−n̄, (25)

ϕ∗
2 = [ϕ∗

2n̄(n−n̄)−1 · · · ϕ∗
21 ϕ∗

20]
T ∈ Rn̄(n−n̄), (26)

ϕ∗
3 = [ϕ∗

3n̄−1 · · · ϕ∗
31 ϕ∗

30]
T ∈ Rn̄, (27)

ϕ∗ = [ϕ∗T
1 ϕ∗T

2 ϕ∗T
3 ]T ∈ Rn+n̄(n−n̄), (28)

wi = [µi
m0

µi
m0−1 + λn−n̄−1µ

i
m0

· · · µi
m0−j+1+

λn−n̄−1µ
i
m0−j+2 + · · ·+ λn−n̄−j+1µ

i
m0

· · ·
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λk−1µ
i
0 + λk−2µ

i
1 + · · ·+ λ0µ

i
k−1 · · ·

λ1µ
i
0 + λ0µ

i
1 λ0µ

i
0]

T ∈ Rn+m−n̄+1, (29)

p = [1 pn−1 pn−2 · · · p1 p0]
T ∈ Rn+1, (30)

q =


µ1
m0

µ2
m0

. . . µn̄
m0

µ1
m0−1 µ2

m0−1 . . . µn̄
m0−1

...
...

...
µ1
0 µ2

0 . . . µn̄
0

 ∈ R(m0+1)×n̄,

(31)

S1 =


p 0 . . . 0 0

0 p . . . 0 0
...

...
...

...
0 0 . . . p 0

0 0 . . . 0 p

 ∈ R(2n−n̄)×(n−n̄), (32)

S2 =


0 0 . . . 0 0

q 0 . . . 0 0
...

...
...

...
0 0 . . . q 0

0 0 . . . 0 q

 ∈ R(2n−n̄)×n̄(n−n̄), (33)

S3 =

(
0 0 . . . 0 0

w1 w2 · · · wn̄−1 wn̄

)
∈ R(2n−n̄)×n̄,

(34)

S = [S1 S2 S3] ∈ R(2n−n̄)×(n+n̄(n−n̄)). (35)

由以上定义的向量以及矩阵,得到方程

Sϕ∗ = β. (36)

因此,参数ϕ∗
1, ϕ∗

2, ϕ∗
3的存在性等价于式(36)解的

存在性.若P (z)与Z(z), Zi(z)互质, rank(S) = 2n −
n̄,式(36)有解.当且仅当n = n̄时矩阵S非奇异,方程
有唯一解,即有唯一的参数ϕ∗满足式(19);若P (z)与

Z(z), Zi(z)不互质,存在nc阶多项式Q(z)满足P (z)

= P̄ (z)Q(z), Z(z)= Z̄(z)Q(z)和Zi(z)= Z̄i(z)Q(z),
且得到类似于式(36)的方程

S̄ϕ̄∗ = β̄, (37)

S̄ ∈ R(2n−n̄−nc)×(n+n̄(n−n̄)), β̄ ∈ R2n−n̄−nc . 由P̄ (z)

与Z̄(z), Z̄i(z)互质,式(37)有解,但解不唯一,得证.
证毕.

注注注 1 若多项式Z0(z)的阶为(m1 m2 · · · mn̄)
T, mi

̸= mj , i ̸= j (i, j = 1, 2, · · · , n̄),仍能得到与引理1相同的结

论.

由于带有参数ϕ∗
1, ϕ∗

2, ϕ∗
3和ϕ∗

4的控制输入使得闭

环系统的控制输出y(t)可以匹配到参考模型输出

ym(t),所以参数ϕ∗
1, ϕ∗

2, ϕ∗
3 和ϕ∗

4被称为是匹配参数.
利用引理1,有以下结果.

定定定理理理 1 在假设1、假设2和假设4下,存在控制

器参数ϕ∗
1, ϕ∗

2, ϕ∗
3, ϕ∗

4 = 1/kp使得基于观测器的部分
状态反馈控制器(18)保证所有闭环信号的有界性,实
现对象与参考模型(3)的输出匹配: y(t) − ym(t) =

δ(t), δ(t)是与初始条件相关的指数衰减项.

证 首先,在方程式(19)等式两端作用y(t),有

∆(z)P (z)[y](t) =

kpϕ
∗
4∆(z)Pm(z)Z(z) + (ϕ∗T

1 ν1(z)P (z)+

ϕ∗T
2 ν2(z)Z0(z) + ϕ∗T

3 ∆(z)Z0(z))[y](t), (38)

代入对象的输入输出描述(2)有

kp∆(z)Z(z)[u](t) =

kpϕ
∗T
1 ν1(z)Z(z)[u](t) + ϕ∗T

2 ν2(z)Z0(z)[y](t)+

ϕ∗T
3 ∆(z)Z0(z)[y](t) + kpϕ

∗
4∆(z)Pm(z)Z(z)[y](t),

(39)

∆(z)和Z(z)是稳定多项式, y0(t) =
Z0(z)

P (z)
[u](t),因

此

u(t) = ϕ∗T
1

ν1(z)

∆(z)
[u](t) + ϕ∗T

2

ν2(z)

∆(z)
[y0](t)+

ϕ∗T
3 [y0](t) + ϕ∗

4Pm(z)[y](t) + δ1(t), (40)

δ1(t)是衰减项.将式(40)代入标称控制器(18)得到

ϕ∗
4Pm(z)[y − ym](t) + δ1(t) = 0. (41)

其次,证明闭环系统所有信号的有界性.由参考模
型(3), Pm(z)以及参考输入信号r(t)的有界性知ym(t

+ n∗)有界.再由ym(t + n∗)与y(t + n∗)的匹配性知

y(t+ n∗)有界, y(t)∈L∞.由y0(t) =
Z0(z)

P (z)
[u](t),得

到y0(t)与y(t)有如下关系:

y0(t) =
Z0(z)

kpZ(z)
[y](t) =

Z0(z)

kpZ(z)Pm(z)
Pm(z)[y](t).

(42)

因为Z(z), Pm(z)是稳定多项式,所以y0(t)有界.
又因为存在矩阵l使得多项式∆(z)稳定,所以ω2(t)有

界.对象输入输出描述可以转化为

u(t) =
P (z)

kpZ(z)Pm(z)
Pm(z)[y](t). (43)

同理,可以得到u(t)有界, ω1(t)有界.综上可知,
控制器(18)可以实现输出匹配并且保证闭环系统所有
信号的有界性,得证. 证毕.

4 部部部分分分状状状态态态反反反馈馈馈模模模型型型参参参考考考自自自适适适应应应控控控制制制设设设计计计

如果系统参数矩阵(A, b, c)未知,那么基于(A, b,

c)设计的标称控制器参数ϕ∗
1, ϕ∗

2, ϕ∗
3, ϕ∗

4难以得到,标
称部分状态反馈模型参考控制不适用于不确定性系

统.本节利用可测信号y0(t)设计离散时间部分状态反

馈模型参考自适应控制处理系统参数的不确定性.
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4.1 自自自适适适应应应控控控制制制设设设计计计

采用直接自适应方法,通过估计标称控制器参数
来处理系统的不确定性,得到以下自适应控制结构

u(t) = ϕ1(t)
Tω1(t) + ϕT

2 (t)ω2(t)+

ϕT
3 (t)y0(t) + ϕ4(t)r(t), (44)

其 中: ϕ1(t) ∈ Rn−n̄, ϕ2(t) ∈ Rn̄(n−n̄), ϕ3(t) ∈ Rn̄,
ϕ4(t) ∈ R分别是标称控制器参数ϕ∗

1, ϕ∗
2, ϕ∗

3, ϕ∗
4的自

适应估计, ω1(t)=
ν1(z)

∆(z)
[u](t), ω2(t)=

ν2(z)

∆(z)
[y0](t),

ν1(z) = [1 z · · · zn−n̄−1]T, ν2(z) = [In̄ zIn̄ · · ·
zn−n̄−1In̄]

T, ∆(z)是n − n̄次首项系数为1的稳定多
项式.
设计自适应律之前,首先确定系统的跟踪误差.定

义e(t) = y(t)− ym(t),式(40)与式(44)作差,同时忽
略衰减项得到

e(t) = kp
ϕ̃Tω(t)

Pm(z)
, (45)

其中: ϕ̃ = ϕ(t)− ϕ∗ = [ϕ̃T
1 ϕ̃T

2 ϕ̃T
3 ϕ̃4]

T, Pm(z) =

zn
∗
, ω(t) = [ωT

1 (t) ωT
2 (t) yT

0 (t) r(t)]T.其次,定义
估计误差

τ(t) = e(t) + ϱ(t)ξ(t), (46)

ϕ(t)与ϱ(t)分别是ϕ∗与kp的估计,

ξ(t) = ϕT(t)ς(t)− ϕT(t− n∗)ς(t), (47)

ς(t) = ω(t− n∗). (48)

将式(45)(47)和式(48)代入式(46)得

τ(t) = kpϕ̃
T(t)ς(t) + ϱ̃(t)ξ(t). (49)

通过梯度法设计自适应律为

ϕ(t+ 1)− ϕ(t) = − sgn(kp)
τ(t)

κ2(t)
Γς(t), (50)

ϱ(t+ 1)− ϱ(t) = − τ(t)

κ2(t)
γξ(t), (51)

其中κ(t) =
√
1 + ςT(t)ς(t) + ξ2(t),自适应增益Γ

∈ R(n+n̄(n−n̄)+1)×(n+n̄(n−n̄)+1), 0 < γ < 2, 0 < Γ =

ΓT < 2I .

4.2 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

上节设计的自适应更新律有以下性质.

引引引理理理 2 自适应律(50)–(51)保证了

1) ϕ(t) ∈ L∞, ϱ(t) ∈ L∞,
τ(t)

κ(t)
∈ L∞ ∩ L2;

2) ϕ(t+ i)− ϕ(t) ∈ L∞ ∩L2, ϱ(t+ i)− ϱ(t) ∈
L∞ ∩ L2.

证 选取Lyapunov函数V =γ−1ϱ̃2(t)+|kp|ϕ̃T(t)

Γ−1ϕ̃(t),那么有

V (t+ 1)− V (t) 6 −α1

τ 2(t)

κ2(t)
, (52)

其中: 0 < Γ = ΓT < 2I , 0 < γ < 2, α1 > 0是常量.

因此, V (t+ 1)<V (t),即V (t)有界,故ϕ(t) ∈ L∞,

ϱ(t) ∈ L∞且
τ(t)

κ(t)
∈ L2.由式(49)知

|τ(t)
κ(t)

| 6 |ϱ̃(t)|+ | ϱ∗ϕ̃T(t)ς(t)√
1 + ςT(t)ς(t) + ξ2(t)

|. (53)

因此
τ(t)

κ(t)
∈ L∞.

∥ϕ(t+ 1)− ϕ(t)∥22 =
∞∑
t=0

τ 2

κ2
(

ςTΓ 2ς

1 + ςTς + ξ2
), (54)

∥ϕ(t+ i)− ϕ(t)∥2 =

∥ϕ(t+ i)− ϕ(t+ i− 1) + · · ·+

ϕ(t+ 1)− ϕ(t)∥2 6
i−1∑
j=0

∥ϕ(t+ j + 1)− ϕ(t+ j)∥2 < ∞. (55)

因此ϕ(t+ 1)− ϕ(t) ∈ L2, ϕ(t+ i)− ϕ(t) ∈ L2

∩ L∞.同理可得ϱ(t+ i)− ϱ(t) ∈ L2 ∩ L∞,得证.

证毕.

定定定理理理 2 在假设条件以及自适应更新律(50)(51)

下,控制器(44)保证所有闭环信号的有界性以及系统

跟踪误差满足 lim
t→∞

e(t) = 0.

证 首先,由匹配条件(19)可知

u(t) = ϕ∗T
1

ν1(z)

∆(z)
[u](t) + ϕ∗T

2

ν2(z)

∆(z)
[y0](t)+

ϕ∗T
3 [y0](t) + ϕ∗

4Pm(z)[y](t) + δ1(t), (56)

δ1(t)是衰减项,可以忽略.其次,选取∆(z)=zn−n̄,定

义Z0中Zi阶次为(m0,m0, · · · ,m0),

ω̄(t) = [
z−n̄+1

∆(z)
u(t) · · · z−1

∆(z)
u(t) ωT

1 (t)

z−n̄+1

∆(z)
yT
0 (t) · · · z−1

∆(z)
yT
0 (t) ωT

2 (t)

yT
0 (t)]

T ∈ Rnn̄+n−1. (57)

ω̄(t+ 1)表述如下:

ω̄(t+ 1) = A∗ω̄(t) + b∗y(t+ n∗), (58)

其中: A∗ ∈ R(nn̄+n−1)×(nn̄+n−1), Pm = zn
∗
且

b∗ = [b∗T1 b∗T2 ]T ∈ Rnn̄+n−1,

b∗1 = [0 · · · 0 ϕ∗T
4 0 · · · 0] ∈ R(1+n̄)(n−1), (59)

ϕ̄∗
1 = [0 · · · 0 ϕ∗T

1 ]T ∈ Rn−1,

ϕ̄∗
2 = [0 · · · 0 ϕ∗T

2 ]T ∈ Rn̄(n−1), (60)
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Ei =


0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1

 ∈ Ri×(i+1), (61)

Fi =


0 In̄ 0 . . . 0

0 0 In̄ . . . 0
...

...
...

...
0 0 0 . . . In̄

 ∈ Rn̄i×n̄(i+1), (62)

A∗ =


En−2 0 0

ϕ̄∗T
1 ϕ̄∗T

2 ϕ∗T
3

0 Fn−2 0

0 0 In̄
L1 L2 L3

 . (63)

下面对Li, b∗T2 进行讨论.

•当n̄ = 1且n = m0 + 1时

LT
1 = [µ1

0 · · · µ1
m0−1]

T + µ1
m0

ϕ̄∗
1, (64)

LT
2 = µ1

m0
ϕ̄∗
2 − [p0 · · · pn−2]

T, (65)

L3 = µ1
m0

ϕ∗
3 − pn−1, (66)

b∗2 = µ1
m0

ϕ∗
4. (67)

其中: L1, L2 ∈ R1×n−1, L3, b∗2 ∈ R.

•当n̄ = 1且n > m0 + 1时

L1 = [µ1
0 µ1

1 · · · µ1
m0

0], (68)

L2 = [p0 p1 · · · pn−2], (69)

L3 = −pn−1, (70)

b∗2 = 0. (71)

其中: L1, L2 ∈ R1×n−1, L3, b∗2 ∈ R.

•当1 < n̄ < n且n = m0 + 1时

L1 =


µ1
0 µ1

1 . . . µ1
m0−1

µ2
0 µ2

1 . . . µ2
m0−1

...
...

...
µn̄
0 µn̄

1 . . . µn̄
m0−1

+


µ1
m0

µ2
m0

...
µn̄
m0

 ϕ̄∗T
1 ,

(72)

L2 =


µ1
m0

µ2
m0

...
µn̄
m0

 ϕ̄∗T
2 −


p0In̄
p1In̄

...
pn−2In̄


T

, (73)

L3 =


µ1
m0

µ2
m0

...
µn̄
m0

ϕ∗T
3 − pn−1In̄, (74)

b∗2 =


µ1
m0

µ2
m0

...
µn̄
m0

ϕ∗
4. (75)

其中: L1∈Rn̄×(n−1), L2 ∈ Rn̄×n̄(n−1), L3 ∈ Rn̄×n̄, b∗2
∈ Rn̄.

•当1 < n̄ < n且n > m0 + 1时

L1 =


µ1
0 µ1

1 . . . µ1
m0

0

µ2
0 µ2

1 . . . µ2
m0

0
...

...
...

...
µn̄
0 µn̄

1 . . . µn̄
m0

0

 , (76)

L2 = [p0In̄ p1In̄ · · · pn−2In̄], (77)

L3 = −pn−1In̄, (78)

b∗2 = 0. (79)

其中: L1∈Rn̄×(n−1), L2 ∈ Rn̄×n̄(n−1), L3 ∈ Rn̄×n̄, b∗2
∈ Rn̄.

注注注 2 Z0中Zi阶次与(A, b, c0)有关. Zi阶次不同的情

况下亦可以得到以上相似的结果.

最后,证明系统的稳定性能以及跟踪性能.由式
(58)得到

ω̄(t) = (zI −A∗)−1b∗y(t+ n∗). (80)

选取c∗ = [0 · · · 0 1 0 · · · 0] ∈ R1×(nn̄+n−1),
有

c∗ω̄(t) =
1

∆(z)
[u](t). (81)

结合式(2),可以得到以下方程:

P (z)[u](t) =

kpc
∗(zI −A∗)−1b∗zn

∗
Z(z)∆(z)[u](t), (82)

∆(z)和Z(z)均为稳定多项式且det(zI −A∗) = zn
∗ ·

Z(z)∆(z),所以A∗的特征值在单位圆内,即∥A∗∥ <
1.
引入辅助信号

xs(t) = |τ(t+ n∗)

κ(t+ n∗)
|+ ∥ϕ̄(t+ n∗)− ϕ̄(t)∥2, (83)

ϕ̄(t) = [0 · · · 0 ϕT
1 (t) 0 · · · 0 ϕT

2 (t) ϕT
3 (t)]

T ∈
Rnn̄+n−1,且

∞∑
t=0

|xs(t)|2 6
∞∑
t=0

2(|τ(t+ n∗)

κ(t+ n∗)
|2+

∥ϕ̄(t+ n∗)− ϕ̄(t)∥22). (84)

由引理2的结论
τ(t)

κ(t)
∈ L∞ ∩ L2, ϕ(t+ i)− ϕ(t)

∈ L∞ ∩ L2可知xs(t) ∈ L2且

|κ(t+ n∗)| 6 1 + ∥ω̄(t)∥+ |ξ(t+ n∗)|+
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|r(t)|, (85)

|ξ(t+ n∗)| 6 ∥(ϕ̄T(t+ n∗)− ϕ̄T(t))ω̄(t)∥+
∥(ϕ4(t+ n∗)− ϕ4(t))r(t)∥, (86)

ω̄(t+ 1) = A∗ω̄(t) + b∗(ym(t+ n∗) + τ(t+ n∗)−
ϱ(t+ n∗)(ϕ(t+ n∗)− ϕ(t))Tω(t)).

(87)

因此有

∥ω̄(t+ 1)∥ 6 (c0 + c1xs(t))∥ω̄(t)∥+ c2, (88)

其中:

∥A∗∥ 6 c0, c0 ∈ (0, 1), (89)

c1 = max{∥b∗∥, ∥b∗ϱ(t+n∗)∥+∥b∗∥·|τ(t+ n∗)

κ(t+ n∗)
|},

(90)

|r(t)| · {∥b∗∥ · |τ(t+ n∗)

κ(t+ n∗)
|(1 + ∥ϕ4(t+ n∗)−

ϕ4(t)∥) + ∥b∗∥|ϱ(t+ n∗)ϕ4(t+ n∗)− ϕ4(t)|}+

∥b∗∥ · |τ(t+ n∗)

κ(t+ n∗)
|+ ∥b∗ym(t+ n∗)∥ 6 c2. (91)

c0, c1, c2为常量, r(t)是有界的参考输入.另外辅助信
号xs(t)满足

t0+j−1∑
t=t0

xs(t) = xs(t0) + · · ·+ xs(t0 + j − 1) 6√
j
t0+j−1∑
t=t0

x2
s(t). (92)

xs(t) ∈ L2即
∞∑
t=0

|xs(t)|2 = ∥xs(t)∥22 < c23, c3为

正常量,因此
t0+j−1∑
t=t0

xs(t) 6 c3
√
j, (93)

对任意j > 1成立.
t0+j−1∏
t=t0

(c0 + c1xs(t)) 6 (c0 +
c1c3√

j
)j. (94)

所以
∞∑
j=1

t0+j−1∏
t=t0

(c0 + c1xs(t)) 6
∞∑
j=1

(c0 +
c4√
j
)j, (95)

其中c4 = c1c3,令uj = (c0 +
c4√
j
)j ,

lim
j→∞

j
√
uj = lim

j→∞
c0 +

c1c3√
j

= c0 < 1, (96)

因此级数
∞∑
j=1

t0+j−1∏
t=t0

(c0+c1xs(t))收敛.结合式(88),有

∞∑
j=1

∥ω̄(t0 + j)∥ 6

∞∑
j=1

[c2 + c2
j−1∑
k=1

k∏
i=1

(c0 + c1xs(t0 + j − i))]+

∞∑
j=1

t0+j−1∏
t=t0

(c0 + c1xs(t))∥ω̄(t0)∥. (97)

由式 (95)–(96)得到 ω̄(t) ∈ L∞ ∩ L2.所以信号
ω(t) = [ωT

1 (t) ωT
2 (t) yT

0 (t) r(t)]T ∈ L∞,由自适应
控制器(44)以及引理2的结论ϕ(t) ∈ L∞可知u(t) ∈
L∞.由式 (47)知 ξ(t) ∈ L∞,由式 (49)知τ(t) ∈ L∞,
由式(46)得到e(t) ∈ L∞即y(t) ∈ L∞,所有闭环信号
有界.因为

∞∑
t=0

τ 2(t) 6
∞∑
t=0

τ 2(t)

κ2(t)
(1 + ∥ς∥+ |ξ(t)|)2, (98)

所以τ(t) ∈ L2,以及ϕ(t+ i)− ϕ(t) ∈ L2,可以得到
lim
t→∞

τ(t) = 0, lim
t→∞

ϕ(t+i)−ϕ(t) = 0, lim
t→∞

ξ(t) = 0.

最终经式(46)得 lim
t→∞

e(t) = 0,得证. 证毕.

5 仿仿仿真真真

考虑飞行器线性化动态模型系统如下:

x(t+ 1) = Ax(t) +Bu(t), y(t) = Cx(t), (99)

其中x(t) = [Ub Wb Qb θ]T. Ub/(ft · s−1)是前进速

度, Wb/(ft · s−1)是垂直速度, Qb/(rad · s−1)是俯仰角

速率, θ/rad是欧拉俯仰角,控制输入u/(◦)代表升降舵
的姿态.

A =
0.999 0.00994 −2.530 −3.180

−0.00750 0.901 41.200 −0.439

0.0000351 −0.000704 0.891 0.000175

0.00000174 −0.0000364 0.0947 1

 ,

B = [0.0124 − 0.207 − 0.0070 − 0.000357]T,

C = [0 0 0 1]. (100)

仿真中,选取采样时间T = 0.001 s,参考输入r(t)

= 0.01 sin(0.2t), ∆(z) = zn−n̄, Pm(z) = zn
∗
, x(0) =

[0.1 0.1 0.1 0.1], ym(0) = 0.01, γ = 1.2, Γ = 1.2I .
自适应控制器参数的初始值选择为标称下控制器参

数的90%.针对不同反馈信号,本文给出不同的仿真
结果.本文采用部分状态反馈模型参考自适应控制方
案,以二维信号y0(t) = [Qb/(rad · s−1); θ/rad]为反
馈信号进行自适应控制,得到图1(a),图2(a),图3(a)所
示的系统响应曲线.可以看出,控制信号和状态信号
有界,实现了输出渐近跟踪,表明以一般可测信号进
行反馈控制的有效性.
为突出新方案的优势,给出了状态反馈和输出反

馈控制的系统响应曲线.图1是3种控制方案的输出跟
踪误差信号曲线,部分状态反馈自适应控制相对输出
反馈控制降低了振荡幅度,减少了响应时间;相对状
态反馈控制虽增加了振荡幅度,但系统响应时间差别
不大;图2是3种控制方案的控制信号,图3是3种控制
方案的状态信号.
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图 1 部分状态反馈控制、状态反馈控制和输出反馈控
制的跟踪误差信号

Fig. 1 Tracking error signals for partial-state feedback, state
feedback control and output feedback control
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图 2 部分状态反馈控制、状态反馈控制和输出反馈控制
的控制信号

Fig. 2 Control signals for partial-state feedback, state feed-
back control and output feedback control
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图 3 部分状态反馈控制、状态反馈控制和输出反馈控制
的状态信号

Fig. 3 State signals for partial-state feedback, state feedback
control and output feedback control

新的控制方案相对输出反馈控制,具有更简单的
控制结构,不依赖输出信号亦可以达到期望的控制结
果.另一方面,新控制方案缓解了对状态信息的限制,
依赖不超过系统维数的任意维可测信号进行控制,应
用灵活.

6 结结结论论论

本文将部分状态反馈运用到离散时间系统,得到
了更加灵活的模型参考自适应控制方案.本文不仅证
明了输出匹配条件的存在性,还通过引入辅助信号,
详细地证明了部分状态反馈模型参考自适应控制方

案可以实现系统渐近输出跟踪以及所有闭环信号的

有界性.仿真结果验证了这一控制方案的有效性.
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