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摘要:近年来,随着大规模网络的兴起和分布式优化理论的广泛应用,矩阵方程的分布式求解算法研究也受到了
越来越多的重视.矩阵方程的计算求解在理论和工程领域都有着重要的意义.在多智能体网络下的分布式计算问题
中,矩阵方程中的数据信息按照各种方式进行划分,单个智能体只能够获取其中的一份数据,然后通过与其邻居智
能体进行信息交互,最终合作求解出不同类型的符合方程要求的解.本文集中讨论了近几年来针对线性代数方程、
几类不带约束和带约束线性矩阵方程、以及其他矩阵相关的分布式计算和求解问题,介绍了投影一致方法、转化成
分布式优化问题再求解的方法、以及针对特殊矩阵如稀疏矩阵的信息传递方法等分布式算法设计方法.最后,简要
总结全文以及对分布式矩阵计算方向的研究进行了展望.
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Abstract: In recent years, with the rise of large-scale networks and the widespread application of distributed optimiza-
tion theory, distributed algorithms for solving matrix equations have received increasing research attention. The computa-
tion of matrix equations is of great importance in both theoretical and engineering fields. In the distributed computation
over multi-agent networks, the data information of matrix equations is partitioned in various ways. Each agent is able to
obtain only one partition of the data and communicate with its neighbors, but all the agents can cooperatively solve different
types of solutions as required. In this survey, we focus on the distributed algorithms in recent matrix computation prob-
lems, such as linear algebraic equations, several types of unconstrained and constrained linear matrix equations, and other
matrix-related problems. We introduce distributed algorithms such as projection with consensus, distributed optimization
transformation, and special methods such as message passing methods for sparse ones. Finally, we give a brief summary
and an outlook on the research area of distributed matrix computation.
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1 引引引言言言

在被网络覆盖的大数据时代,基于多智能体网络
的分布式计算和分布式优化方法的研究因其在自然

科学和工程技术领域的广泛应用而受到了极大的关

注.多智能体网络通常是对工程网络系统的抽象表示,

用拓扑图节点代表网络中的智能体,节点之间的边代
表智能体之间的信息交互关系,该网络结构既可能是
固定的也可能是时变的.多智能体网络系统中的每个
智能体具有一定的自主性,具有感知、计算和通信能
力,分布式优化是通过多智能体利用自身局部信息和
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智能体之间的协调合作来实现全局优化目标[1–2].分
布式优化问题中的一类主要研究方向是对全局目标

函数的优化,而每个智能体仅已知其中一部分数据信
息,允许智能体所计算的变量信息在邻居节点之间进
行交互,从而实现全局求解.
一直以来,矩阵计算在数学理论和工程实践中都

是至关重要的.矩阵方程求解是矩阵计算的一类典型
问题,它与应用数学、计算技术以及工程控制领域的
很多基本问题密切相关,例如,统计学和机器学习中
针对数据的回归分析包括建模求解线性方程,或者在
多目标预测、数据恢复等任务中建立低秩模型求解相

应的矩阵优化问题;现实世界中大多数用于解释物理
现象、进行仿真预测的建模分析会借助线性或非线性

动态系统,而矩阵方程在线性动力系统的稳定性分
析、控制器设计等问题中起着重要的作用,涉及Lya-
punov方程、Sylvester方程等典型线性矩阵方程的求
解问题;非线性矩阵方程Riccati方程在最优控制、鲁
棒控制等相关理论的发展中也起到了重要的作用[3–7].
矩阵方程的传统集中式解法在数值代数领域被深入

研究,例如积分形式的解表达式和交替方向隐式
(ADI)迭代方法[8–9],以及一些可以用来求解大规模矩
阵方程的并行算法[10–11].但是在这类集中式算法和并
行算法中,一般存在一个中心节点来收集、分发和处
理数据和任务或者计算过程中需要直接利用整个数

据矩阵,所以这些方法并不适用本文所探讨的基于多
智能体网络的分布式矩阵计算情形.不同于并行算法
的是,分布式算法中的智能体是平等且具有自主性的,
它们各自掌控局部目标和相对的隐私数据,只需在其
邻居智能体之间传递部分中间变量的信息.分布式网
络的结构和去中心特征使得网络的灵活性和可扩展

性增强,当网络中单一节点故障时,对整体系统造成
的影响比较小.研究矩阵方程的分布式算法(不同于经
典的并行算法),目前的主要方向是利用分布式优化方
法来求解,本文将对现有的研究工作进行简要介绍:
包括线性代数方程的分布式求解,几类典型矩阵方程
的分布式求解,如Sylvester方程和Lyapunov方程等,
以及其他类型的分布式矩阵计算问题,包括线性或非
线性矩阵不等式等.
文中涉及的记号如下: Rm×n代表m× n的实矩阵

空间.对于向量x,y和矩阵X,Y , ⟨x,y⟩= xTy和⟨X,

Y ⟩F = trace(XTY )分别代表向量内积和矩阵Fro-
benius内积, ∥x∥p和∥X∥F分别为其诱导的向量p范数

和矩阵Frobenius范数.记0m和1m分别为零向量和全

1向量,角标代表向量维数, 0m×n和Im分别代表零矩

阵和m×m的单位矩阵. Sm
+和Sm

++分别代表对称半正

定和正定矩阵空间,其矩阵元素可以表示为X >
0m×m和X > 0m×m.记PΩ(·)为凸集Ω上的正交投影

算子.用图G(V, E)(可简记为G)描述多智能体网络的

通信拓扑,其中节点集V = {1, 2, · · · , n}代表智能体
集合,边集E ⊆ V × V代表智能体之间存在通信,图
的邻接矩阵和拉普拉斯矩阵分别记作[aij]和LG .不额
外说明时,文中涉及的图默认为无向连通图.在矩阵
数据的划分中,角标(上标或者下标)vi代表按行划分
的第i个数据块,角标li代表按列划分的第i个数据块.

2 线线线性性性代代代数数数方方方程程程的的的分分分布布布式式式求求求解解解

线性代数方程作为矩阵方程的一种特例,一般表
示为如下形式:

Ax = b, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, (1)

其中未知变量x是向量.关于方程式(1)的传统解法,
在矩阵计算和数值代数领域的相关理论已经比较成

熟,如Gauss消去法、Gauss-Seidel方法、Jacobi迭代法
等[12].但由于网络系统的兴起,在相关应用的大规模
计算中,集中式算法往往不再是第一选择,并且由于
数据的分布式存储需求,集中式方法大多将不再适用.
因此,在多智能体网络下探究线性方程的分布式解法
有重要意义,近年来已经取得了不少的研究成果,参
考文献[13–20].在多智能体网络中,通常假设每个智
能体只能获取式(1)中的部分信息,可能包括但不限于
矩阵A的某一行Ai和相应向量b的某个元素bi,然后
通过与其邻居的信息交流(可以通讯状态变量但不交
换原始数据)共同求解一致的未知变量x,即每个智能
体对x的估计值xi最终达到一致.
方程式(1)的解有3种可能性:有唯一解、有无穷多

解和无解.针对解的不同假设,学者们研究了多种类
型的离散时间算法和连续时间算法来实现分布式计

算.主要求解思路包括以下3类:
1) 借助各种投影算子结合一致性协议进行求解;
2) 转化成带等式约束的优化问题进行求解;
3) 特殊矩阵结构下的方程求解,如满足稀疏性.
关于第1种求解思路,重点在于寻找合适的投影空

间以及确定投影算子的表达式.在联合强连通图的假
设下,当方程至少存在一个精确解时,文献[14]提出了
投影一致算法:

xi(k + 1) =

xi(k)−Pker(Ai)

∑
j∈Ni

wij(k)(xi(k)−xj(k)), (2)

其中Pker(Ai) = I −AT
i (AiA

T
i )

−1Ai (Ai是行满秩矩

阵).该算法在文献[18]中得到了推广,是将投影到核
空间ker(Ai)的计算改成投影到仿射空间{x|Aix =

bi},并在任意初值情况下处理非同步更新的情形.文
献[21]中总结了类似算法满足统一形式:

xi(k + 1) =
∑

j∈Ni

wij(k)xj(k)−

AT
i Gi(Ai

∑
j∈Ni

wij(k)xj(k)− bi), (3)
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其中Gi是待设计的矩阵,具体形式取决于不同的算
法.对于方程存在唯一解且通信图结构联合强连通的
情况,文献[21]证明了,当矩阵I −AT

i GiAi的谱半径

满足小于1的条件时,算法(3)能线性收敛到代数方程
式(1)的精确解.
在连续时间算法的设计中,为了实现所有智能体

i所求子问题的可行解xi ∈ {y|Aiy = bi}趋于一致,
通常有下列形式:

ẋi(t) = −
∑

j∈Ni

(xi(t)− xj(t))− Fi(Aixi(t)− bi),

(4)

其中矩阵Fi在不同算法中有差异.文献[15]首次提出
求解线性代数方程的连续时间分布式算法:

ẋi(t) = −Pker(Ai)(
∑

j∈Ni

(xi(t)− xj(t)). (5)

算法(5)可以看作离散算法(2)的连续时间版本.同
时文献[15]还设计了任意初值条件下可收敛的算法:

ẋi(t) =−Pker(Ai)(
∑

j∈Ni

(xi(t)− xj(t))−

Ai(AiA
T
i )

−1(Aixi(t)− bi). (6)

当网络通信图是无向连通图时,算法(5)–(6)都是
指数收敛的.文献[22]针对满足联合强连通性的分段
时不变切换图推广了算法(5).文献[16]利用一致算法
和投影算子设计了两类求解按行分解数据A的分布式

连续时间算法,分别是“一致+投影”方法和对投影项

进行一致性操作的“投影一致”算法:

“一致+投影”算法(a):

ẋi=−K
∑

j∈Ni

aij(xi−xj)+PAi
(xi)−xi,

“投影一致”算法(b):

ẋi=−(
∑

j∈Ni

aij(PAi
(xi)−PAi

(xj)),

(7)

其中: xi(t)简记为xi,参数K为给定正常数, Ai表示

仿射空间{x|Aix=bi}.文献[16]分析了这两种算法
在通信拓扑为一致联合强连通的时变有向图时的收

敛性.当方程式(1)存在唯一的最小二乘解时,文献
[16]证明了式(7)中的算法(a)能够收敛到该最小二乘
解的一个极小邻域内,在固定图前提下,算法(b)中所
有智能体对解的估计值的均值将收敛到唯一最小二

乘解.
在多数情况下,当线性方程式(1)有解时,求出其

中任意一个解即可.如果线性方程式(1)的解的存在性
未知或者该方程无解,那么寻找其最小二乘解[17, 23–24]

也是一类极其重要的问题.另外在某些情形下,需求
出满足某些特殊性质的解,例如文献[25]在讨论压缩
感知问题时,期望得到具有最小L1-范数的解,文献
[18, 26]期望得到最小L2-范数解.这类问题称作寻找

正则解,相应的寻找正则解的分布式算法设计可参考
文献[18, 27]等.在寻求最小二乘解或者正则解时,常
常用到第2类方法,把原问题转化成优化问题进行求
解,可以灵活设置目标函数和约束条件,引入适当的
变量进行求解.文献[17]中设计了Arrow–Hurwicz–
Uzawa类型连续时间算法:

ẋi(t)=−
∑

j∈Ni

(vi(t)−vj(t))−AT
i (Aixi(t)−bi),

v̇i(t) =
∑

j∈Ni

(xi(t)− xj(t)),

(8)

并且证明了变量xi能够收敛到原方程的最小二乘解.
算法(8)可以理解成是把一致性约束xi = xj当作等式

约束并引入了对偶变量vi.如果每个智能体在通信对
偶变量vi的同时也通信状态变量xi的话,在变量xi的

动力学中再添加一项实现一致性的−
∑

j∈Ni

aij(xi(t)

− xj(t))也能够实现最小二乘的求解,可以理解成利
用了相应优化问题的增广拉格朗日函数.文献[24]提
出了一种离散时间的分布式算法,并证明了在定步长
条件下,算法能够在有限时间内收敛到精确的最小二
乘解.
对于众多求解线性方程式(1)的分布式解法,证明

收敛性的主要技巧包括:李雅普诺夫方法、特征值方
法和基于范数的方法.具体来说,李雅普诺夫方法是
通过构造恰当的李雅普诺夫函数,让每次的迭代使得
李雅普诺夫函数值减小,文献[17, 19, 28]等采用了此
方法;特征值方法是通过证明状态转移矩阵是稳定的
来证明算法的收敛性,即证明状态转移矩阵的特征值
都在左半开平面,该方法在文献[15, 29]中被采用;基
于范数的方法则是考虑状态转移矩阵的特定范数小

于1的情况[14, 30].
目前,大多数研究集中在对矩阵A按行划分再利

用分布式方法求解式(1),也有一些研究考虑的是按
列、按块或者求和形式等不同数据划分方式下的分布

式解法.不同的数据划分方式可能由实际应用需求和
不同网络节点的计算能力等多方因素决定,然后数据
划分也直接影响着算法设计的适用性和不同算法的

性能.文献[19]考虑的是每个智能体已知矩阵A的某

一列或者多列的信息,求解的变量只是整体变量的一
部分(所求方程解的形式为所有智能体估计变量的汇
总,即x = col{x1, · · · ,xN}),这种情况下也不需要
所有智能体的决策变量达到一致.另外,文献[31]中的
算法不需要对解是否存在做假设,可以验证出方程
式(1)是否存在精确解,并且在解存在时能直接求出一
个精确解,在精确解不存在时求相应的最小二乘解.
文献[20]构建了一个双层网络结构,矩阵A的信息遵

循先按行再按列或者先按列再按行的块状划分方式,
在假设原方程有解的情况下,分别提出了“全局一致
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+局部守恒”和“全局守恒+局部一致”的两种对应的

分布式算法,但是当不存在精确解时并不能直接用来
求出最小二乘解.文献[20, 31]中提出的算法也都可以
从第2类型的分布式优化问题的层面来理解.
第3类求解思路是当求解方程中涉及的信息矩阵

满足某些特殊结构时,会考虑一些有针对性的算法,
例如针对稀疏矩阵特性的消息传递(message-passing,
MP)算法. MP算法一般是指在通信过程中,通信拓扑
图中的每条边上传递和更新信息变量,然后进行迭代
计算.在与稀疏性相关的问题中, MP算法常被用来求
解压缩感知问题[32–33].最近MP算法在求解稀疏的代
数方程Ax = b问题中也有应用,文献[34]考虑矩阵A

稀疏且满足广义对角占优条件的情况.在文献[34]的
消息传递算法中,记A = [aij],与每个节点i有关的是

对角数据aii和相应bi,若矩阵A中元素aij ̸= 0,则代
表其诱导的图结构中有一条边(i, j),由此获得的通信
拓扑图为一个多圈图,选取其中任意一个节点作为根
节点,把原本的多圈图展开为树结构再按顺序进行消
息传递,每个节点根据树结构中所传递的消息来更新
传递值和状态值,由此设计了离散的分布式算法.
现有的分布式求解代数方程的理论研究已经取得

了很多优秀成果,但仍有一些不足限制了其实际应用:
首先,现有算法对通信代价的分析较少,结合计算节
点的通信和计算能力,研究通信效率和计算平衡的分
布式算法设计可能是一个重要的研究方向;其次,矩
阵的数据和迭代计算过程都可能存在一定误差,如何
设计强鲁棒性的分布式不精确算法也是一个需要解

决的问题.

3 线线线性性性矩矩矩阵阵阵方方方程程程的的的分分分布布布式式式求求求解解解方方方法法法

传统意义上,多以集中式方法来求解各类矩阵方
程,当前很多实际应用中却关联着大规模网络系统,
传统的集中式算法受限于整体数据的获取和所需要

的计算能力和通信能力,而不能适应大规模方程计算
的需求和分布式思想的发展,因此矩阵方程的分布式
算法研究受到了研究学者们的广泛关注.线性代数方
程可以看做矩阵方程的一种特例.
大多数线性矩阵方程可被概括为广义Sylvester方

程的形式

AXD + EXB = C, (9)

其中未知变量为矩阵X .还有其他多种类型的广义
Sylvester方程在文献[9]中被研究.当矩阵E或B为零

矩阵时,式(9)成为一类重要的矩阵方程AXD = C,
求解其中变量X的计算问题在许多重要的应用中起

着决定性的作用,例如矩阵的广义逆计算和广义
Sylvester方程的求解[5, 35–37],该方程的集中式算法在
文献[37–40]等文中已有研究.另一类十分重要的线性
矩阵方程是Sylvester方程AX +XB = C,即式(9)中

矩阵D=E=I .在控制和自动化领域中,许多的Syl-
vester-型矩阵方程是其中一些基本问题和基本系统的
原始模型.例如,通过设计机械振动系统的控制器,可
以使用Sylvester方程实现特征结构配置[41–42];而当
B = AT时,即为Lyapunov方程,该方程在线性时不变
系统的稳定性分析中起着十分重要的作用[6]. 1884年,
Sylvester提出了方程AX +XB = C有唯一解的条

件[43],而后,众多研究学者们探讨了Sylvester方程及
其广义形式的可解性条件[44–47],该方程有唯一解的充
分必要条件为:矩阵A和−B没有公共特征值.到目前
为止,学者们已经提出了该方程的许多集中式求解方
法,例如, Hessenberg-Schur方法[48]、ADI迭代方法[49]

以及Krylov-子空间方法[50]等.另外,考虑到求解大规
模矩阵方程的需要,也有一些关于求解Sylvester类型
方程的并行算法的研究[10–11].但是,注意到这些集中
式算法和并行算法一般都要求有一个中心节点来处

理和分发数据或者需要直接利用整个矩阵A,B,C ,
所以这些方法并不适合直接运用到本文所探讨的基

于多智能体网络来求解的情形.
研究矩阵方程的分布式算法的动机主要来源于以

下3个方面:
1) 把一般线性方程式(1)扩展到矩阵方程并不是

一个平凡的推广,虽然向量化的矩阵方程也是可解的,
但由于矩阵乘法带来的性质,具体的数据适用情况和
算法形式还有待研究.基于多智能体网络下的矩阵信
息的各种数据划分方式,分布式求解矩阵方程的过程
与处理方程式(1)有较大差异.

2) 在大规模应用中,矩阵维数呈现爆炸性增长,
如果采用集中式方法直接求解,对计算能力的要求是
很高的.所以研究分布式求解矩阵方程算法的出发点
在于缓解集中式计算的压力和构建去中心化的算法

体系.
3) 针对某些应用情况比如在复杂网络中存在客

观上独立的数据集,局部原始数据不能被他人所知,
有着物理意义的这类矩阵方程所涉及的相关求解问

题自然需求分布式求解方法.
在多智能体网络结构下研究矩阵方程的分布式求

解方法时,考虑矩阵的数据划分方式是很重要的.参
与求解的网络中的智能体只能已知各自的局部信息,
而数据划分方式可能来源于数据的自然划分或者人

为设计,从待解方程的原始形式上看,直观上可以分
为显式数据划分和隐式数据划分,而隐式划分中的数
据划分类型又是多样化的,一般包括矩阵的按行、

按列、块状划分或者组合划分.例如:方程
n∑

i=1

AiXBi

=
n∑

i=1

Ci可看做显式数据划分的形式,其中Ai, Bi, Ci

为智能体i的局部数据,而具有隐式数据划分形式的方
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程AXB = C则需要先设定数据矩阵A,B,C的具体

划分方式.
对线性矩阵方程而言,方程的解有3种类型:唯一

解、无穷多解和无解.当满足唯一性假设时,文献
[51–52]等文献中研究其唯一解算法;当存在无穷多解
时,有时候也只需要求解任意一个精确解即可[53–54],
还可能需要求解的是满足特定条件(如范数最小)的精
确解;当方程本身无解时,求解其最小二乘解通常也
是值得研究的问题[55–56].有的方程会自带对未知变量
的约束,如Lyapunov方程求解正定解, Stein方程求解
某个凸集中的解.
关于分布式求解矩阵方程的工作,大多数是把解

方程问题转化成标准的分布式优化问题后再进行求

解的,其中的几个关键点在于:
1) 根据数据划分方式和参与计算的多智能体数

目,待求解方程可以显式表示成包含局部数据的方程
组;

2) 选取适当的目标函数,其形式为每个智能体的
局部目标函数之和;

3) 按需添加一致性条件等约束,当约束中含有耦
合等式约束时,需采取解耦方法,例如引入辅助变量
列,把耦合约束拆分成多个单独的约束.

4) 对分布式带约束优化问题进行求解时,常用技
巧包括原始对偶方法、投影算子、导数反馈等.
以下是现有工作中关于分布式求解几类矩阵方程

的介绍,分别考虑不带约束和带约束的矩阵方程,以
及其他几类矩阵相关的计算问题,包括线性矩阵不等
式(linear matrix inequality, LMI)和非线性矩阵不等式
等.

3.1 无无无约约约束束束的的的矩矩矩阵阵阵方方方程程程求求求解解解

考虑一般矩阵方程AXB = F或者Sylvester方程,
未知矩阵变量X属于全矩阵空间,在无附加约束时求
解其精确解或最小二乘解.
当方程式(9)的等式左边只有一项时,文献[57]首

次用分布式方法求解了方程

AXB = F, (10)

并且分析了关于矩阵A,B, F的8种不同的行列数据
划分方式.这里使用3个字母的组合代表数据矩阵A,

B, F的划分方式,其中字母R和C分别代表行划分和
列划分方式.这样3个矩阵则有不同的划分方式为RC-
C, RRR, RRC,CRC(另外4种划分可由以上4种划分经
原方程的转置得到).针对每一种数据划分方式,文献
[57]通过将方程等价转化成与个体局部信息相关的多
个等式,并添加必要的一致性等式约束.以RCC划分
为例,当利用包含n个节点的多智能体网络来进行求

解时,引入辅助求解的变量Yi,满足关系式YiBli=Fli,

AviXi = Y vi
i ,其中数据Bli, Fli以及Avi为智能体i所

知的局部数据信息.然后根据转化后的方程组设计相
应的分布式优化算法,比如求解一个分布式优化问题

min
n∑

i=1

∥YiBli − Fli∥2F,

s.t. AviXi = Y vi
i , Xi = Xj,

Yi = Yj, i, j ∈ {1, · · · , n}.

(11)

在网络通信图无向连通的假设下, X∗是方程式

(10)的最小二乘解的充分必要条件是存在Y ∗ = AX∗

使得(1n ⊗X∗,1⊗ Y ∗)是优化问题(11)的最优解.然
后利用修正的拉格朗日函数L,即在一般的拉格朗日
函数的基础上添加等式约束的最小二乘项,来设计分
布式原始对偶算法,如图1.原始对偶方法(L函数的鞍
点动力学)概述为{

Żprimal = −∇L,

Λ̇dual = ∇L,
(12)

其中: Zprimal表示Xi, Yi这类原始变量, Λdual表示优

化问题(11)中根据等式约束引入的对偶变量.在某些
情况下(如RRR, CCR划分),文献[57]中还添加了合适
的导数反馈项来实现算法系统的稳定性.另外离散时
间的算法也可以由类似方法写出.

图 1 RCC划分下的分布式原始对偶算法
Fig. 1 The distributed prime-dual algorithm under the

RCC partition

矩阵方程式(9)可以看做方程
n∑

i=1

AiXBi = C (13)

在n = 2时的情形.文献[53, 55]中研究的是一般线性
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求和矩阵方程式(13)满足一类特殊数据划分C =
n∑

i=1

Ci时的分布式算法.此时考虑一种显式数据划分

情形,即n节点网络中每个智能体i仅已知相应的数

据Ai, Bi, Ci,求解目标是多智能体协作求解一致变
量X .为了求解其最小二乘解,文献[55]让每个智能体
都引入新变量Yi以调整目标函数形式,即

n∑
i=1

(AiXiBi − Ci) =
n∑

i=1

Yi. (14)

然后通过取定每个智能体的目标函数指标∥Yi∥2F
以及添加一致性约束Xi = Xj, Yi = Yj ,改写成带等
式约束的分布式优化问题并利用原始对偶方法进行

求解.
当方程式(9)中矩阵E和D为单位阵时,考虑Syl-

vester方程{
AX +XB = C,

A ∈ Rm×m, B ∈ Rr×r, C ∈ Rm×r.
(15)

文献[54, 56]分别给出了Sylvester方程的精确解以
及最小二乘解的分布式算法,实际上,按照数据矩阵
A,B,C的行列划分情况, Sylvester方程式(15)等价于
表1中的几种分布式形式.

表 1 不同划分下Sylvester方程的分布式表达
Table 1 The distributed forms of the Sylvester equa-

tion under different partitions

RCC (RCR):
n∑

i=1
[Imi ]RAviXi +

n∑
i=1

XiBi[Iri ]C =

n∑
i=1

Cli[Iri ]C

CRC (CRR):
n∑

i=1
Ali[Imi ]CXi +

n∑
i=1

Xi[Iri ]RBvi =

n∑
i=1

Cli[Iri ]C

CCC (RRR):
n∑

i=1
Ali[Imi ]CXi +

n∑
i=1

XiBi[Iri ]C =

n∑
i=1

Cli[Iri ]C

RRC (CCR):
n∑

i=1
[Imi ]RAviXi +

n∑
i=1

Xi[Iri ]RBvi =

n∑
i=1

Cli[Iri ]C

表1中: m =
n∑

i=1

mi, r =
n∑

i=1

ri,且

[Imi
]R = (Im)li ⊗ Imi

, [Iri ]C = (Ir)vi ⊗ Iri .

以RCC划分为例,文献[54]把求方程的精确解问
题转化为如下分布式优化问题

min
1

2

n∑
i=1

⟨Xi,
n∑

j=1

aij(Xi −Xj)⟩F,

s.t. [Imi
]RAviXi + (XiBi − Cli)[Iri ]C =

n∑
j=1

aij(Wi −Wj), i ∈ {1, · · · , n},

(16)

其中矩阵变量列{Wi}ni=1是用来解耦等式约束的辅助

变量,然后基于原始对偶和导数反馈技巧设计了相应
的分布式算法.
以上考虑的3类方程式(10)(13)(15),文[53–57]中

都是采用“将求解问题转化成优化问题”的思路,对应
于求解线性代数方程中的第2类方法.但是对比代数
方程,矩阵方程中由于形式更复杂,会引入更多的对
偶变量或者其他辅助变量来实现求解.
为了引入更少的变量,在同样的存在精确解的假

设下,文献[58]求解的是式(15)的向量化的代数方程

(Ir ⊗A+BT ⊗ Im)vec(X) = vec(C). (17)

特别地,考虑矩阵为方阵且行列数等于网络节点
数m = r = n的情况.针对矩阵B和C的列划分,即每
个智能体拥有局部数据A, Bli和Cli,智能体i求解子

方程的解空间

Si = {y ∈ Rn2

|(eTi ⊗A+BT
li ⊗ In)y = Cli}.

(18)

在这个意义下,求解全局方程的解也就是求解多
个凸集解空间的交集,即分布式凸交问题,对应于求
解代数方程的第一类投影方法.因此,根据“一致+投

影”的分布式算法,智能体按照各自动力学

ẋi(t) = K(
∑

j∈Ni

(xj(t)− xi(t)))+

(PSi
(xi(t))− xi(t)) (19)

更新变量,其中xi = vec(Xi)是智能体对未知变量的

估计.式(19)与上一节求解线性代数方程式(7)中算法
(a)一致,只是此处借助向量表示了矩阵变量和基于局
部矩阵数据的投影子空间Si.文献[58]还证明了该算
法的指数收敛速率随参数K的增加而单调非减的规

律,当K趋于无穷时,明确了收敛速率的极限表达式.
除此以外,文献[58]也考虑了行列划分中的RCC划分
以及双层网络结构下的块状数据划分,在辅助变量的
帮助下也分别提出了分布式算法和讨论了相应的收

敛性质.
文献[56, 58–60]都研究了Sylvester方程最小二乘

解的分布式算法.其中,文献[56, 59]在转化问题时选
取了不同的等式关系改写了分布式优化问题,再利用
原始对偶方法设计相应的连续时间算法来求解.文献
[60]利用分数阶方法来设计分布式算法,其阶次设计
有更高的自由度.
将求解无约束线性矩阵方程转化成分布式优化问

题再设计算法的思路具有一定代表性,是可以适用于
大多数常见的数据划分类型的,同时也可以统一处理
精确解和最小二乘解的情形.虽然该类算法理论上可
以达到指数收敛,但由于问题转化过程会产生多个等
式约束从而需要引入多个辅助变量,导致每个智能体
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计算的变量规模变大,通信复杂度也会相应增加.文
献[58]虽然表面上没有引入过多的辅助变量,但其讨
论的数据划分方式受限,且需要假设精确解的存在性.
未来考虑分布式矩阵计算的实际应用场景时,变量规
模和通信代价的优化也将是值得研究的问题.

3.2 带带带约约约束束束的的的矩矩矩阵阵阵方方方程程程求求求解解解

部分矩阵方程的求解是带有约束条件的,一方面
可能是由于方程本身的约束,比如Lyapunov方程是求
正定解;另一方面是人为对解的选取,比如需得到对
称解、核范数较小的解或者较为稀疏的最小二乘解等.
而针对这类问题的一般策略是利用正交投影算子,在
常规的变量动力学或者迭代关系式中额外添加一步

投影. Lyapunov方程在系统稳定性分析中有着重要意
义,一般带约束问题在如低秩矩阵数据恢复或推测中
广泛应用.
针对Lyapunov方程,文献[51–52]分别考虑了离散

时间 Lyapunov方程(discrete time Lyapunov equation,
DTLE)和连续时间 Lyapunov方程 (continuous time
Lyapunov equation, CTLE)在某种特定数据划分下的
分布式算法.实际上,当文献[51–52]中假设方程具有
唯一解时,该解的正定性约束可以自然忽略.

DTLE的一般形式为

AXAT −X +Q = 0n×n, (20)

其中A,X,Q ∈ Rn×n且矩阵Q和未知X都应是对称

正定矩阵.文献[51]在假设方程式(20)有唯一解的前
提下,讨论了矩阵A按行划分、矩阵Q按列划分后的

分布式离散时间算法,对每个计算智能体引入辅助变
量Yi,把式(20)改写成方程组

Y vi
i x = AviXi,

YiA
T
vi = XiEli −Qli,

Xi = Xj,

Yi = Yj, i, j ∈ {1, · · · , n}.

(21)

然后,根据方程组(21)中前两个的最小二乘残差
以及一致性误差取定优化问题的目标函数.当等式满
足唯一解假设时,该无约束优化问题的目标函数为严
格凸函数,有全局最优解.每个智能体依照更新迭代
规则更新变量Xi和Yi:{

Xi(k + 1) = Xi(k) + αkd
k
Xi
,

Yi(k + 1) = Yi(k) + αkd
k
Yi
,

(22)

其中: αk为满足

αk > 0, lim
k→∞

α = 0,
∞∑
k=0

αk = ∞,
∞∑
k=1

α2
k < ∞

的衰减步长, dkXi
和dkXi

分别为智能体的目标函数关于

Xi和Yi的负梯度.

CTLE的一般形式为

ATX +XA+Q = 0, Q > 0. (23)

文献[52]则考虑了连续时间Lyapunov方程(CTLE)
的一种数据划分下的分布式算法,具体来说, CTLE的
数据划分满足

n∑
i=1

(AT
i X +XAi +Qi) = 0, (24)

其中矩阵Ai和Qi为智能体i所知的局部信息.文献

[52]把一致性误差
1

2

n∑
i=1

⟨Xi,
n∑

j=1

aij(Xi −Xj)⟩F设置

为目标函数,把关系式(24)作为硬性等式约束,再利用
原始对偶方法求解了这个分布式优化问题.

Stein方程也是一类典型的带约束矩阵方程,满足
如下形式{

X +AXB = C, X ∈ Ω,

A ∈ Rm×m, B ∈ Rn×n, C ∈ Rm×n,
(25)

其中Ω是矩阵空间Rm×n的一个闭凸子集. DTLE可以
看作约束集为对称正定矩阵集的一类特殊的Stein方
程.文献[61]针对Stein方程提出了一个基于投影和鞍
点动力学的连续时间分布式算法.同样以数据矩阵A,

B, C的RCC划分为例,式(25)等价于数据划分后的方
程组形式,然后根据方程组写出相应的分布式优化问
题之后,利用修正的拉格朗日函数L的鞍点动力学来

设计算法,与第3.1小节中无约束解方程问题不同的
是,因为变量Xi是限制在约束集里的,所以Xi的动力

学需要借助投影算子:

Ẋi = PΩ(Xi −∇Xi
L)−Xi. (26)

文献[61]证明了所设计的分布式算法可以收敛到
Stein方程的一个最小二乘解,特别地,当约束集Ω为

全空间时,该算法(不带投影)满足指数收敛性.
另一种带约束的矩阵方程问题包括求方程的正则

解,比如寻找一个稀疏解或者低秩解.文献[56]考虑了
Sylvester方程的正则解问题

min
X

1

2
∥AX +XB − C∥2F + αg(X), (27)

其中正则函数g(·)可以是非光滑凸函数,如∥X∥1.类
似求最小二乘解的方法,把式(27)转化成一个非光滑
函数的分布式凸优化问题再设计分布式算法求解.当
假设Sylvester方程存在对称解时,为了解出一个对称
解,文献[58]中针对向量化的代数方程,在“一致+投

影”方法的基础上添加了一项新的对称化投影来实现

求解.
为了寻找低秩解,文献[62]研究了满足矩阵线性

关系式的核范数最小的解,文中模型可以用来求解满
足代数方程的稀疏向量问题,低秩矩阵的补全问题等.
文献[62]采取的方法是根据矩阵分析的有关性质把最
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小化非光滑的核范数转化成最小化另一个半正定矩

阵的迹的问题,利用新的分布式优化问题设计原始对
偶算法进行求解,部分变量还需要被投影到半正定矩
阵空间.
针对带约束的矩阵方程求解问题,现有算法的关

键在于引入投影操作,由于矩阵变量的维数可能较大
且约束集合可能比较复杂,因此,投影的代价不能一
概而论.为应对实际应用中投影代价高可能带来的挑
战,研究无投影的分布式矩阵方程求解方法是一个重
要的研究方向,其中一个可能的方法是借鉴优化中的
条件梯度法.

4 其其其他他他分分分布布布式式式矩矩矩阵阵阵计计计算算算问问问题题题

除了上述线性矩阵方程的分布式求解问题,还有
其他的矩阵计算相关的分布式算法的研究,包括分布
式求解线性矩阵不等式(LMI)问题和非线性矩阵不等
式问题等.

4.1 分分分布布布式式式LMI问问问题题题
LMI问题由来已久,在动力系统分析中的历史可

以追溯到19世纪末期Lyapunov所提出的开创性理论,

他证明了微分方程
d

dt
x(t) = Ax(t)稳定的充分必要

条件是存在一个正定矩阵P满足矩阵不等式

ATP + PA < 0, (28)

即现在所说的Lyapunov不等式,它是LMI的一种特殊
形式. Lyapunov还证明了这种方程可以被显式求解.
通常, LMI有如下一般形式:

F (x) , F0 +
m∑

k=1

xkFk < (或 6) 0,

Fk = FT
k , k = 0, 1, · · · ,m.

(29)

它表示了一类矩阵负定(或半负定)的不等式,其
中系数矩阵均为对称矩阵,同时也可以看作变量x =

col(x1, · · · , xm)的一个凸集约束条件. LMI问题应用
广泛,在系统理论、控制理论和系统辨识等领域的很
多问题都与LMI问题相关[63–64],例如非线性矩阵不等
式(如代数Riccati方程)可以利用Schur补转化成一个
新的LMI,特征值问题和半定规划问题都可以表述成
是在LMI约束下的优化问题等等.

LMI问题的集中式解法包括椭球算法、内点法
等[63].而在分布式设定下,比较有效的方法也是类似
上一小节中求解矩阵方程的分布式凸优化方法.文献
[65]研究了一类线性矩阵不等式组(LMIs)的分布式求
解方法.参与计算的n个节点网络中的智能体i只能获

取各自独立的一个LMI:

F i(x) = Fi,0 +
m∑

k=1

xkFi,k < 0. (30)

最终所有智能体需估计出同时满足n个LMIs的一
致解[xi,1 · · · xi,m]

T.首先,针对每个不等式,文献

[65]中引入了两类松弛变量:半正定矩阵变量Yi和不

小于某个负常数的实变量θi.借此把LMIs求解问题转

化成带有等式约束和正定集合约束的分布式凸优化

问题,然后通过添加一致性约束写出相应的拉格朗日

函数,并设计了基于投影算子的分布式原始对偶算法.

半定规划问题(semi-definite programming, SDP)

是一类实线性函数的极小化问题,在组合优化、控制

理论和统计学等领域都有着重要的意义和应用价

值[66].通常考虑的模型是变量同时满足一个LMI约

束,具有的一般形式为 min
X

cTx,

s.t. F (x) > 0,
(31)

其中F (x)是满足式(29)中形式的LMI约束[67].在适

当的形式转化下, SDP问题也可以直接表示成一个正

定矩阵优化问题.文献[68]研究了关于SDP问题的分

布式算法,具体考虑了以下形式的问题:
min
Z

⟨F0, Z⟩F,

s.t. ⟨Fi, Z⟩F = ci, i ∈ {1, · · · , n},
Z > 0.

(32)

并采用带投影和导数反馈的分布式原始对偶算法

进行求解,其中正定矩阵空间上的正交投影的计算是

利用矩阵的特征分解给出确切表达式.值得一提的是,

在已有的工作中,很多关于SDP的研究都是围绕稀疏

矩阵的情况展开的,参考文献[69–72].在稀疏SDP的

分布式算法研究中,文献[70]基于SDP的弦稀疏性提

出了一阶分裂算法,文献[72]利用弦分解将大规模的

SDP以原始或对偶形式进行降阶表述,应用了交替方

向乘子法 (alternating direction method of multipliers,

ADMM)来进行求解.文献[71]依托一个固有的树结

构,采用了消息传递方法来计算搜索方向和步长,收

敛速度较快,但它要求了信息传递的顺序性.在文献

[68]中,针对稀疏情况,数据矩阵中的局部数据F0, Fi

均有相应的稀疏表达

Fi = ET
Ji
AiEJi

,

F0 =
m∑
i=1

ET
Ji
MiEJi

,

其中EJi
代表单位矩阵中相应非零行列组成的子矩阵,

同时稀疏的正定变量Z也有弦图Gz和相应子矩阵ZCk

的划分,从而矩阵Z的正定性可以由所有子矩阵ZCk
,

k = 1, · · · , n的正定性给出[69].然后经过分布式设定

下的矩阵处理,稀疏SDP情形下式(32)可以转化成如
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下分布式形式:
min

ZC1 ,··· ,ZCn

n∑
k=1

∑
i∈ϕ(k)

⟨M̄k
i , ZCk

⟩F,

s.t. ⟨Āk
i , ZCk

⟩F = cki , i ∈ ϕ(k),

ZCk
≽ 0, k ∈ {1, · · · , n},

(33)

其中: ϕ(k)是与Z的子矩阵划分相关的指标集, M̄k
i 和

Āk
i是稀疏表达中Mi和Ai按相应维数添加零元素后的

扩充矩阵.如此变换以后,全局变量的正定性质转移
到了由多个智能体计算的局部变量上,即每个正定子
矩阵分别由网络中智能体来计算,从而将稀疏的SDP
问题转化成一个分布式矩阵优化问题.智能体间的通
信也是依据对应弦图结构中的信息交换,与文献[73]
中的消息传递算法的区别在于信息的传递和更新可

以同步进行而不是一定要按照树结构按顺序依次通

讯.

4.2 非非非线线线性性性矩矩矩阵阵阵不不不等等等式式式的的的分分分布布布式式式计计计算算算

除了线性矩阵方程和不等式问题,与非线性矩阵
方程相关的求解问题[74–76]也一直受到研究关注.但由
于非线性问题没有一般规则和统一形式,研究难度较
大,通常会考虑和研究具有特殊形式的非线性方程或
者不等式,典型问题包括代数Riccati等式和不等式问
题.

Riccati方程是系统控制领域中的一类重要问题,
在最优控制和鲁棒控制[77–78]等方面都有应用.该类方
程的集中式解法例如不变子空间方法、基于牛顿的方

法、ADI方法和加倍算法等[79–82]都需要利用全局信息

来求解,不能直接处理分布式情况.在研究用分布式
方法求解非线性矩阵等式或不等式的两种常用思路

是: 1)拆解集中式算法中的步骤,把其中的子问题转
化成可以分布式求解的问题并设计相应算法; 2)利用
矩阵理论中的相关等价性把非线性问题转化成更高

维的线性矩阵问题,再考虑进行分布式求解.
文献[83–84]分别研究了一类重要的非线性矩阵

等式和不等式—–连续时间的代数Riccati等式(conti-
nuous time algebra Riccati equation, CARE){

ATX +XA+XBR−1BTX + CTQC = 0,

Q > 0, R > 0

(34)

和代数Riccati不等式(algebra Riccati inequality, ARI){
ATX +XA+XBR−1BTX +Q < 0,

Q > 0, R > 0,
(35)

并针对这两类方程各自的数据划分提出了相应的分

布式算法.
文献[83]是以一类集中式算法—–迭代细化方法

(iterative refinement method, IRM)[80]为出发点来设计

求解非线性矩阵方程式(34)的分布式算法,具体做法

是把集中式IRM算法中的3个步骤拆分成3个子问题,
再根据分布式数据划分下每个参与求解的智能体利

用局部信息依次使用分布式迭代的离散时间算法来

分别求解这3个子问题. IRM的算法步骤以及对应的
分布式算法模块示意图如图2.其中,第1个子问题是
包含非光滑项的耦合不等式约束,文中采取分布式邻
近点梯度法来处理,避免了使用非光滑函数的次梯度
信息;第2个子问题利用的是交替更新的原始对偶方
法;第3个子问题采用了常用的分布式平均算法得到
网络智能体合作估计的均值,最终3个子问题整合起
来实现CARE的分布式求解.

图 2 分布式IRM的算法结构示意图
Fig. 2 The structure of the distributed IRM algorithm

而文献[84]是利用Schur补定理把非线性问题(35)
等价转换成了一个较高阶的LMI问题,同时通过引入
松弛变量把不等式关系变成等式,然后针对新转换的
分布式带约束凸优化设计了严格收敛、可求解ARI的
分布式连续时间的带投影原始对偶算法算法.
现有的研究成果在计算效率方面仍存在一定改进

空间,一方面是由于矩阵变量通常需要是正定矩阵,
而维数较大的矩阵向正定矩阵集合投影的运算复杂

度较高.另一方面是很多问题具有低秩等结构,现有
的方法并未很好利用其特殊结构.因此,通过Burer–
Monteiro分解方法或者流形优化等研究分布式矩阵求
解算法,可能更好的利用矩阵的低秩等结构并避免正
定矩阵的投影预算带来的复杂性,从而提高计算效率.

5 总总总结结结与与与展展展望望望

本文从矩阵方程类型、数据划分形式、方程解的

类型、分布式算法等角度对矩阵方程的分布式计算方

法的相关工作进行了简要介绍.当前矩阵相关问题的
分布式计算仍然是一个重要的研究方向,但目前的算
法中应用矩阵本身特殊性质的比较少,多是基于一般
的分布式优化模型,由此会引入较多的辅助变量.如
果能够进一步发掘矩阵特性并将其合理利用到分布

式算法中,对优化计算复杂度等方面会有重要意义,
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在实际应用中也会有较大的提升空间.未来的研究方
向可能还会包括:

1) 矩阵方程的随机和在线分布式求解方法.一方
面,大规模矩阵数据中存在随机性和不确定性,利用
随机优化算法可以降低算法计算复杂度,并求解概率
意义下的未知矩阵变量;另一方面,矩阵中的数据可
能随时间改变,或者是以数据流的形式获取,需要可
以处理在线增量矩阵方程的方法.

2) 结构化大规模矩阵方程的低计算和通信复杂
度的分布式求解方法.大规模矩阵方程常常具有一些
稀疏性或特殊结构,研究这些情况下如何降低求解过
程中的计算和通信复杂度以建立更高效的分布式算

法,比如利用矩阵的稀疏或其他特殊结构和性质进行
降维变换.

3) 针对矩阵优化问题的分布式高效求解算法.针
对更一般的矩阵优化问题,如何结合矩阵的代数或者
几何意义和分布式优化理论来设计有效的分布式算

法具有重要的研究意义.
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