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摘要:针对一类具有任意相对阶且带有部分非输入到状态稳定逆动态的非线性切换系统,提出一种动态事件触
发漏斗跟踪控制方案.首先,引入一个虚拟输出将任意相对阶的非线性切换系统转换为相对阶为一的非线性切换系
统.其次,设计各子系统的事件触发漏斗控制器和切换的动态事件触发机制,解决候选事件触发漏斗控制器和子系
统之间的异步切换问题,所提方案消除已有文献中为所有子系统设计共同控制器带来的保守性.在一类具有平均驻
留时间切换信号的作用下,保证切换闭环系统的所有信号都是有界的,且跟踪误差一直在预设的漏斗内演化,并排
除采样中的奇诺现象.最后,一个仿真例子验证方案的实用性和有效性.
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Event-triggered funnel control for
switched nonlinear systems with arbitrary relative degree
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Abstract: In this paper, a dynamic event-triggered funnel tracking control scheme is proposed for a class of switched
nonlinear systems with arbitrary relative degree and partial non-input-to-state stability inverse dynamics. First of all, a
virtual output is introduced to convert an arbitrary relative degree switched nonlinear system into a switched nonlinear
systems with relative degree one. Second, by designing event-triggered funnel controller of individual subsystem and a
switching dynamic event-triggering mechanism, the problem of asynchronous switching between candidate event-triggered
funnel controllers and subsystems is addressed. The proposed scheme eliminates the conservativeness caused by the design
of a common controller for all subsystems in the existing literature. It is ensured that under a class of switching signals
with average dwell time, all signals in the switched closed-loop system are bounded, and the tracking error evolves within
a prescribed funnel all the time. Also, Zeno phenomenon of sampling is avoided. Finally, one example is utilized to verify
the applicability and effectiveness of the proposed control scheme.
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1 引引引言言言

近十年来,随着数字电子技术的快速发展,数据采
样控制受到越来越多学者的关注.传统上,控制系统
组件之间的信息传输大多是利用周期采样(时间触
发)的方式进行的,这往往会造成不必要的采样和数据
传输.值得指出的是,事件触发控制被提出和发
展[1–2].与传统的时间触发控制相比,事件触发控制中

的采样/执行是由对应系统行为的特定“事件”触发
的.而设计者可以根据实际需求来设计这些“事件”发
生的条件,即系统根据触发条件来决定是否进行状态
或者输出的采样以及控制器的更新.文献[1]已经指
出,相比于传统的周期采样方式,事件触发控制可以
大大节约计算和通信资源.针对非线性系统,不同的
事件触发机制已经出现[2–3].
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另一方面,作为一类特殊的混杂系统,切换系统由
一系列子系统和决定子系统切换的切换信号组成.切
换系统有其广泛的应用背景,比如机械系统、电力系
统、化学反应釜等均可建模为切换系统[4–6].相应地,
各种控制问题均得到了广泛研究[4, 7–8].特别地,关于
非线性切换系统的跟踪控制已得到广泛关注[6, 9].然
而,上述方法不能控制跟踪误差的暂态性能.幸运地,
文献[10]提出了漏斗控制方法.通过利用漏斗控制技
术,可以保证跟踪误差一直在预设的漏斗内演化,由
此来控制跟踪误差的暂态性能[10–11].然而,这些漏斗
控制方法都是仅针对非切换系统而言的,并且是在连
续时间反馈的框架下建立的,因此,这些方法不能直
接应用到数字平台上.鉴于此,研究非线性切换系统
的事件触发漏斗控制是有理论和实际意义的.
近年来,关于切换系统的事件触发控制成果不断

出现.例如,文献[12–14]研究了线性切换系统的事件
触发控制问题.针对非线性切换系统,自适应事件触
发控制问题也得到研究[15–19].然而,文献[15–16]仅为
所有子系统设计了共同的控制器,绕开了异步切换问
题.文献[19]处理了异步切换问题,但没有考虑跟踪误
差的暂态性能.此外,文献[15–17, 19]并未考虑带有非
输入到状态稳定(input-to-state stability, ISS)逆动态非
线性切换系统的情况.事实上,据笔者所知,到目前为
止,关于如何处理任意相对阶且带有非ISS逆动态的
非线性切换系统的事件触发漏斗控制问题还鲜有报

道.这主要是因为,在非线性切换系统的事件触发漏
斗控制的研究中,由于子系统切换,事件触发和跟踪
误差受限的相互影响,如何处理子系统控制器与子系
统之间的异步切换问题,保证跟踪误差一直在预设的
漏斗内演化,以及通过克服子系统切换可能导致触发
的困难以排除采样中的奇诺现象都是具有挑战性的

问题.
基于上述的讨论,本文针对一类具有任意相对阶

且带有部分非ISS逆动态的非线性切换系统,研究事
件触发漏斗跟踪控制问题.相比于现有的结果,本文
的主要特点如下: 1)首次研究具有任意相对阶且带有
部分非ISS逆动态的非线性切换系统的事件触发漏斗
控制问题; 2)通过设计各子系统的事件触发漏斗控制
器和切换的动态事件触发机制,有效地处理异步切换
问题.所提出的方法消除文献[15–16]中设计共同控制
器带来的保守性; 3)不同于文献[15–19],本文通过引
入一类具有平均驻留时间的切换信号,保证带有部分
非ISS逆动态的非线性切换系统的事件触发漏斗控制
问题的可解性.确保跟踪误差一直在预设的漏斗内演
化,并避免采样中的奇诺现象.

注注注 1 在本文中, Rn表示n维欧氏空间, R为实数集,

R>0是非负实数集, R+表示正实数集,非负整数集表示为N.

| · |和∥ · ∥分别表示绝对值和欧氏范数.如果一个连续的函

数α : R+ → R+是严格递增的,并且满足α(0) = 0,则它被称

作类K函数.如果α是无界的,则是类K∞函数. ~(R>0, R+)

表示一类有界函数,其导数也是有界的. λmin(∗)表示矩阵∗的
最小特征值.如果存在正常数r̃和c̃,使得|δ̃1(ã)| 6 r̃|δ̃2(ã)|,
∀|ã| < c̃,则δ̃1(ã) = O(δ̃2(ã)).

2 问问问题题题描描描述述述与与与预预预备备备知知知识识识

2.1 系系系统统统描描描述述述

考虑如下一类非线性切换系统:

ξ̇ = hσ(t)(ξ, x1), (1a)

ẋi = xi+1, i = 1, · · · , ρ− 1, (1b)

ẋρ = gσ(t)(x)uσ(t) +∆σ(t)(t, ξ, x), (1c)

y = x1, (1d)

其中: ξ ∈ Rn−ρ, x = [x1 x2 · · · xρ]
T ∈ Rρ是系统

的状态; σ(t) : R+ →M = {1, 2, · · · ,m}是一个分
段右连续的常值函数,称之为切换信号;对应于每个
k ∈M , uk是第k个子系统的事件触发控制输入; y为
系统的输出; hk和gk是局部李普希茨函数; ∆k是关

于(ξ, x)局部李普希茨的,关于t分段连续且有界的函
数.记{tp, p ∈ N}, tp < tp+1表示切换时刻序列.对任
意t ∈ [tp, tp+1),第kp个子系统是激活的,即σ(t) =
kp.为简便起见,本文假定t0 = 0.
控制目标:针对非线性切换系统(1),给定参考信

号yr(t),通过设计各子系统的事件触发漏斗控制器和
合适的事件触发机制,保证切换闭环系统的所有信号
在一类平均驻留时间切换信号作用下是有界的,跟踪
误差y(t)− yr(t)一直保持在预设的性能漏斗里演化.
同时,避免采样中的奇诺现象.
为了实现上述控制目标,给出几个假设,定义和引

理.

假假假设设设 1 [6] 给定参考信号yr(t)和它的时间导数直

到y(ρ)r (t)都是有界的,且y(ρ)r (t)是分段连续的.

假假假设设设 2 对任意k ∈M ,存在已知正常数g,使得
g 6 |gk(x)|.
假假假设设设 3 针对切换系统(1a)和任意k ∈M ,存在

连续可微函数Wk(ξ) : Rn−ρ → R>0,已知类K∞函数

α, ᾱ,类K函数α0,和正常数µ0 > 1, λs, λu,使得

α(∥ξ∥) 6Wk(ξ) 6 ᾱ(∥ξ∥), (2a)

Wk(ξ) 6 µ0Wl(ξ), ∀k, l ∈M, (2b)

∀∥ξ∥ > α0(|x1|) ⇒
∂Wk

∂ξ
hk(ξ, x1) 6 −λsWk(ξ), ∀k ∈Ms,

∂Wk

∂ξ
hk(ξ, x1) 6 λuWk(ξ), ∀k ∈Mu,

(2c)

其中: Ms ∪Mu =M , Ms ∩Mu = ∅.

注注注 2 在切换系统或非切换系统的跟踪控制研究中,
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假设1是常见的.假设2表明gk(x) ̸= 0, ∀t > 0.不失一般性,
进一步假定gk(x) > g.根据假设3,容易看出非线性切换系
统(1)可以带有部分非ISS的逆动态(1a),其中, Ms表示对x1

是ISS的子系统的集合, Mu表示对x1是非ISS的子系统的集
合.不同于现有的关于非线性切换系统的事件触发控制的文
献[15–19],它们都未考虑非线性切换系统可以带有非ISS逆
动态,本文提出的方法可以解决带有部分非ISS逆动态的非线
性切换系统的事件触发漏斗控制问题.

为简便起见,对任意时间间隔[τ, t), t0 6 τ 6 t,记
T u(t, τ)为属于集合Mu的子系统在时间区间[τ, t)中

被激活的总时间, T s(t, τ)为属于集合Ms的子系统在

时间区间[τ, t)中被激活的总时间,则有T s(t, τ) +

T u(t, τ) = t − τ .

定定定义义义 1 [4] 对任意的切换信号σ(t),如果存在两
个正数N0和τa,使得

Nσ(T, t) 6 N0 +
T − t

τa
, ∀T > t > t0, (3)

其中: Nσ(T, t)表示在时间间隔[t, T )内切换的次数,
N0是抖动界.则称切换信号σ(t)具有平均驻留时间
τa.

引引引理理理 1 [20] 如果切换系统(1a)满足假设3,且存在

常数T0>0和c0满足0 < c0 <
λs

λs+λu

和∀t > τ > t0 :

T u(t, τ) 6 T0 + c0(t− τ),则在一类满足平均驻留时
间

τa >
lnµ0

λs(1− c0)− λuc0
(4)

的切换信号作用下,切换系统(1a)的状态满足

∥ξ(t)∥ 6 α(µ0e
(λs+λu)T0e−λ(t−t0)ᾱ(∥ξ(t0)∥))+

γ0(∥x1∥[t0,t]), (5)

其中: λ ∈ (0, λs − (λs + λu)c0), γ0(·) = α−1(µN0
0 ×

e(λs+λu)T0ᾱ(2α0(·)),且∥x1∥[t0,t]表示在时间间隔[t0,

t]中∥x1∥的最大值.

针对非线性切换系统(1),考虑如下坐标变换:

z1 = x1 − yr, (6a)

zi = ai−1(xi − y(i−1)
r ), i = 2, · · · , ρ− 1, (6b)

zρ = aρ−1(xρ − y(ρ−1)
r ), (6c)

其中a > 0是一个比例变量.上述的坐标变换整理为
矩阵形式

x = C−1(a)z + ỹr, (7)

其 中: z = [z1 · · · zρ]
T, ỹr = [yr · · · y(ρ−1)

r ]T,且
C(a) = diag{1, a, · · · , aρ−2, aρ−1}.
通过上述的坐标变换,切换系统(1)转换为

ξ̇ = hσ(t)(ξ, x1), (8a)

ażi = zi+1, i = 1, · · · , ρ− 1, (8b)

ażρ = aρ[gσ(t)(x)uσ(t) +∆σ(t)(t, ξ, x)− y(ρ)r ],

(8c)

其中e = z1 = x1 − yr是跟踪误差,且

x = [z1 + yr
z2
a

+ y(1)r · · · zρ
aρ−1

+ y(ρ−1)
r ]T.

假假假设设设 4 对任意k ∈M和a ∈ (0, a1), a1 > 0是

一个常数,存在已知连续函数∆̄k(·),使得对于所有
t > 0,如下不等式成立:

|aρ−1∆k(t, ξ, C
−1(a)z + ỹr)| 6 ∆̄k(∥ξ∥, ∥z∥). (9)

注注注 3 基于假设4,文献[11]研究了非线性非切换系统

的漏斗控制,但提出的方法不能直接扩展去解决带有非ISS逆

动态的非线性切换系统的事件触发漏斗控制问题.主要原因

是由于子系统切换和事件触发的交互作用造成的异步切换和

采样中奇诺现象的排除是两个急需解决的挑战性问题.

2.2 漏漏漏斗斗斗控控控制制制

为了控制跟踪误差的暂态行为,漏斗控制被提
出[10].漏斗控制是通过利用系统的高增益性质来保证
跟踪误差在预设的性能漏斗里演化.图1描述跟踪误
差在预设性能漏斗里演化的过程.根据文献[11],性能
漏斗描述为

Fφ := {(t, e) ∈ R>0 × R|φ(t)|e| < 1}, (10)

其中函数φ满足φ ∈ Ψ ,且

Ψ :={φ ∈ ~(R>0,R+)| ∀t > 0 : φ(t) > 0,

lim
t→∞

inf φ(t) > 0}. (11)

图 1 性能漏斗Fφ

Fig. 1 Performance funnel Fφ

根据性能漏斗(10),漏斗的边界是由函数φ(t)的倒

数确定,记漏斗边界为ψ(t) =
1

φ(t)
.在本文中,假定

漏斗是有限的,即φ(0) > 0.
为了保证跟踪误差e(t)一直在性能漏斗里演化,

一般来说,选择漏斗控制器为

u(t) = − Γ (t)e(t), (12a)

Γ (t) =
1

ψ − |e|
. (12b)

显然,如果跟踪误差的绝对值|e|靠近漏斗边界ψ,
控制增益Γ (t)将增大,反之,如果跟踪误差的绝对
值|e|远离漏斗边界ψ,控制增益Γ (t)将减小.

3 主主主要要要结结结果果果

在本节中,为了求解带有部分非ISS逆动态的非线
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性切换系统(1)的事件触发漏斗控制问题,首先给出各
子系统的事件触发漏斗控制器和切换的动态事件触

发机制的设计过程,然后给出切换闭环系统的稳定性
分析.

3.1 事事事件件件触触触发发发漏漏漏斗斗斗控控控制制制器器器设设设计计计

为了充分利用计算和通信资源,本文将为切换系
统(1)设计各子系统的事件触发漏斗控制器.为了设计
各子系统的事件触发漏斗控制器,首先,注意切换系
统(8)关于e的相对阶为ρ.接下来通过引入一个虚拟输
出ϑ,将相对阶为ρ的系统转换为关于虚拟输出是相对
阶为1的系统.根据文献[11],设计虚拟输出ϑ为

ϑ = z1 + λ2z2 + · · ·+ λρzρ, (13)

其中λ2, · · · , λρ是正的设计常数.此时,注意切换系
统(8)关于虚拟输出ϑ的相对阶为1.对虚拟输出ϑ求时
间导数,可得

aϑ̇ = z2 + λ2z3 + · · ·+ λρ−1zρ + aρλρ·
[gσ(t)(x)uσ(t) +∆σ(t)(t, ξ, x)− y(ρ)r ]. (14)

接下来,对任意k ∈M ,设计漏斗控制器为

ûk(t) =
1

aρλρ

(−z2 − λ2z3 − · · ·−

λρ−1zρ + aδkv̂), (15a)

v̂ = − 1

ψ(t)− |ϑ|
ϑ, (15b)

其中: δk是正常数, v̂是辅助输入.因此,事件触发漏斗
控制器设计为

uσ(t)(t) = ûσ(tej )
(tej), t ∈ [tej , t

e
j+1), (16)

其中{tej , j ∈ N}表示触发时刻序列,满足tej < tej+1.
为简便起见,假定初始的触发时刻为te0 = 0.
事实上,在非线性切换系统的事件触发漏斗控制

研究中,当在任意连续的触发间隔内发生子系统切换
时,候选子系统的控制器和子系统之间就会自然地发
生异步切换.异步切换可能会降低切换系统性能,甚
至造成切换系统的不稳定.在本文中,为了处理异步
切换问题,一个切换的动态事件触发机制设计如下:

ẽσ(t)(t) = uσ(t)(t)− ûσ(t)(t), (17)

tej+1 = inf{t > tej |η(t) + θ(r1σ(t)−
|ẽσ(t)(t−)|) 6 0}, (18)

其中: ẽσ(t)是切换的采样误差, θ > 0和r1k > 0, k ∈
M是设计常数, η(t)是内部动态变量,满足

η̇(t) = −r0η(t) + r1σ(t) − |ẽσ(t)(t)|, (19)

其中r0 > 0是常数,且初值满足η(0)> 0.联合式(17)–
(19)和r0 > 0, r1k > 0, k ∈M ,并利用比较引理[21],
容易得出对所有t > 0,有η(t) + θ(r1σ(t) − |ẽσ(t)(t)|)
> 0和η(t) > 0.另外,式 (19)表明 η̇(t) 6 −r0η(t) +

max
k∈M

{r1k},结合η(t) > 0,容易得出η(t)是有界的.

根据式(15a)(17),式(14)整理为

aϑ̇ = aδσ(t)v̂ + aρλρ[∆σ(t)(t, ξ, x)− y(ρ)r ]+

aρλρgσ(t)(x)ẽσ(t). (20)

则系统(8b)和(20)写成奇异摄动的形式:

ϑ̇ = δσ(t)v̂ + aρ−1λρ[∆σ(t)(t, ξ, x)− y(ρ)r ]+

aρ−1λρgσ(t)(x)ẽσ(t), (21a)

a ˙̄zρ−1 = Az̄ρ−1 +Bϑ, (21b)

其中: z̄ρ−1 = [z1 · · · zρ−1]
T,矩阵A = [0 1 · · · 0;

0 0 1 · · · 0; · · · ; 0 · · · 0 1; − 1/λρ · · ·
−λρ−2/λρ −λρ−1/λρ] ∈ R(ρ−1)×(ρ−1)和B = [0 · · ·
1/λρ] ∈ R(ρ−1)×1.对于矩阵A,通过选择正常数λ2,

· · · , λρ保证它是赫尔维茨的.
那么,系统(8a)(21a)(21b)的标准形式描述为

ξ̇ = hσ(t)(ξ, x1), (22a)

a ˙̄zρ−1 = Az̄ρ−1 +Bϑ, (22b)

ϑ̇ = δσ(t)v̂ + aρ−1λρ[∆σ(t)(t, ξ, x)− y(ρ)r ]+

aρ−1λρgσ(t)(x)ẽσ(t), (22c)

其中: z̄ρ−1是快变量, ϑ是慢变量.

3.2 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

首先,分析漏斗边界初值ψ(0)和跟踪误差初值的
绝对值|e(0)|的差是严格正的等价于漏斗边界初值
ψ(0)和虚拟输出初值的绝对值|ϑ(0)|的差是严格正
的.
由于本文考虑的漏斗是有限的,即φ(0) > 0,记ψ̄

= sup
t∈[0,∞)

ψ(t),则满足ψ̄ > 0.对切换系统(22b),选择

李雅普诺夫候选函数

Vz̄ρ−1
= z̄Tρ−1P z̄ρ−1, (23)

其中P为正定对称矩阵,满足PA + ATP = −Q, Q
= QT > 0.对式(23)沿着系统(22b)的解求导,可得

aV̇z̄ρ−1
=− z̄Tρ−1Qz̄ρ−1 + 2z̄Tρ−1PBϑ 6

− λmin(Q)∥z̄ρ−1∥2 + 2∥z̄ρ−1∥∥PB∥∥ϑ∥.

则有

∀∥z̄ρ−1∥ > b|ϑ|, V̇z̄ρ−1
6 −b0

a
∥z̄ρ−1∥2, (24)

其中: b =
2∥PB∥
wλmin(Q)

, b0 = λmin(Q)(1− w), 0 < w

< 1.
如果ϑ满足|ϑ| 6 ψ̄,根据式(24),可知当∥z̄ρ−1∥ >

bψ̄, V̇z̄ρ−1
是负定的.结合式(23),可知存在正常数b1,

b2,使得集合{z̄ρ−1 ∈ Rρ−1|Vz̄ρ−1
(z̄ρ−1) 6 b1ψ̄

2}是系
统(22b)的正不变集,且在该集合里z1满足|z1| 6 b2ψ̄.
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那么,根据z1 = x1 − yr和假设1,可得状态x1满足

|x1| 6 |z1|+ |yr| 6 b2ψ̄ + ȳr, (25)

其中ȳr是一个常数,满足|yr(t)| 6 ȳr, ∀t > 0.
此外,根据引理1,在一类平均驻留时间τa满足式

(4)的切换信号作用下,如果系统(22a)的初值满足ξ(0)
∈ Ωξ0 = {ξ(0) ∈ Rn−ρ∥|ξ(0)∥ 6 c̄}, c̄是一个正常数,
则结合式(25),可得对于所有t > 0,有

∥ξ(t)∥ 6 α−1(µN0
0 e(λs+λu)T0ᾱ(2α0(b2ψ̄ + ȳr))+

α(µ0e
(λs+λu)T0ᾱ(c̄)), (26)

取常数d4满足d4 > α(µ0e
(λs+λu)T0ᾱ(c̄)) + α−1(µN0

0

×e(λs+λu)T0ᾱ(2α0(b2ψ̄+ ȳr)),可得对于所有的t > 0,
有∥ξ(t)∥ 6 d4成立.
基于上述分析,定义两个紧集

Ξ1 = {ξ ∈ Rn−ρ∥|ξ∥ 6 d4}×
{z̄ρ−1 ∈ Rρ−1|Vz̄ρ−1

(z̄ρ−1) 6 b1ψ̄
2}×

{ϑ ∈ R∥ϑ| 6 ψ̄}, (27)

Ξ0 = Ωξ0 × {z̄ρ−1 ∈ Rρ−1|Vz̄ρ−1
(z̄ρ−1) 6 b1ψ

2
0}×

{ϑ ∈ R∥ϑ| 6 ψ0}, (28)

其中ψ0是一个常数,满足0 < ψ0 < ψ(0).接下来,针
对切换系统(22),将会证明如果|ϑ(0)| < ψ(0),则在
一类切换信号具有平均驻留时间τa满足式(4)下,可得
对于所有t > 0, |ϑ(t)| 6 ψ̄.借助于式(24)–(27)之间的
分析,可得对于所有t > 0,有(ξ, z̄ρ−1, ϑ) ∈ Ξ1成立.
如果|ϑ(0)| 6 ψ0,结合ψ0 < ψ(0),可知ϑ(0)和漏

斗边界函数的初值有一个严格正的距离,即存在一个
正常数ς ,使得

ψ(0)− |ϑ(0)| > ς. (29)

根据式(6)中zi的定义,可知如果所有的初始状态
xi(0)是有界的,则zi(0) = O(a), i = 1, · · · , ρ.结合
式(13)中虚拟输出ϑ的定义,可得

ϑ(0)− e(0) = ϑ(0)− z1(0) = O(a). (30)

通过式(29)和(30),可得

ψ(0)− |e(0)| > ς −O(a). (31)

根据式(31),可知对于充分小的a,存在一个正常
数ς̃ < ς ,使得

ψ(0)− |e(0)| > ς̃. (32)

式(32)表明跟踪误差初值的绝对值|e(0)|和漏斗边
界函数的初值ψ(0)有严格正的距离.因此,结合式
(29)–(32)之间的分析,可知漏斗边界函数的初值ψ(0)
和虚拟输出初值的绝对值|ϑ(0)|的差是严格正的等价
于漏斗边界函数的初值ψ(0)和跟踪误差初值的绝对

值|e(0)|的差是严格正的.
主要结果如下:

定定定理理理 1 在假设1–4下,考虑由切换系统(22),事

件触发漏斗控制器(16)和切换的动态事件触发机制

(17)–(18)组成的切换闭环系统,如果选择正常数λ2,

· · · , λρ使得矩阵A是赫尔维茨的,预设的漏斗函数

φ(t)满足 φ(t) ∈ Ψ ,且系统初始条件满足 (ξ(0),

z̄ρ−1(0), ϑ(0)) ∈ Ξ0,则在一类平均驻留时间τa满足

式(4)的切换信号作用下,保证切换闭环系统具有如下

的性质:

1) 对于所有t > 0,切换闭环系统的所有信号都是

有界的,且存在正常数ds使得

ψ(t)− |ϑ(t)| > ds. (33)

因此,可知ϑ(t)一直在性能漏斗里演化,并且辅助

输入v(t)是有界的.

2) 存在ã使得对于每个a ∈ (0, ã],有

ψ(t)− |e(t)| > d∗s , (34)

其中d∗s是一个正常数.因此,跟踪误差e(t)一直在预设

的性能漏斗内演化.

3)采样中的奇诺现象可以避免.

证 对应于上述的3个性质1)–3),定理1的证明也

将分为下面的I)–III)3个部分给出.

I) 由于 (ξ(0), z̄ρ−1(0), ϑ(0)) ∈ Ξ0且 ψ0<ψ(0),

可知存在一个正常数ς ,使得式(29)成立,并且存在一

个时间t∗1,使得

ψ(t)− |ϑ(t)| > ς

2
, ∀t ∈ [0, t∗1]. (35)

根据微分方程解的存在和唯一性定理[21],可知存

在一个正常数ŝt > t∗1,使得在t ∈ [0, ŝt),切换闭环系

统的解是存在的.

根据φ ∈ Ψ和式(11),可知φ和φ̇是有界的,并且

lim
t→∞

inf φ(t) > 0.又因考虑的漏斗是有限的,即φ(0)

> 0,可得
d

dt
ψ(t)|[0,∞)是有界的.因此,可知漏斗的边

界函数ψ(t)是全局李普希茨的,并表示其李普希茨常

数为L0.记ψ := inf
t∈[0,∞)

ψ(t),可有ψ > 0.定义

ds := min{
ψ

2
,

δmψ

2(L0 + Λ0 + Λ1)
,
ς

2
}, (36)

其中δm = min
k∈M

{δk}, Λ0, Λ1是正常数,将在后面给出

定义.由此,可知ds是正常数.结合式(35)–(36),可得

ψ(t)− |ϑ(t)| > ds, ∀t ∈ [0, t∗1]. (37)

接下来,将用反证法证明下面结果:

ψ(t)− |ϑ(t)| > ds, ∀t ∈ [t∗1, ŝt). (38)

首先,根据式(37),可得ψ(t∗1)−|ϑ(t∗1)| > ds.假设

式(38)不成立,结合ϑ(t)的连续性,可知存在一个时间
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间隔[t∗2, t
∗
3],使得

ψ(t)− |ϑ(t)| > ds, ∀t ∈ [t∗1, t
∗
2), (39)

ds
2
< ψ(t)− |ϑ(t)| 6 ds, ∀t ∈ [t∗2, t

∗
3). (40)

那么,结合式(37)(39)–(40),可得对于所有t ∈ [0,

t∗3), ϑ(t)满足

|ϑ(t)| < ψ(t)− ds
2

6 ψ̄ − ds
2
. (41)

式(41)表明|ϑ(t)| < ψ̄,结合式(23)–(28)之间的分
析,可得在一类平均驻留时间τa满足式(4)的切换信号
作用下,对于所有t∈ [0, t∗3),有(ξ, z̄ρ−1, ϑ)∈Ξ1成立,
其中, ξ和z̄ρ−1的界不依赖a.

考虑一个正定函数Vϑ(ϑ) =
1

2
ϑ2.根据式(7)(15b)

(22c),可得Vϑ的导数满足

V̇ϑ(ϑ) = ϑϑ̇ =

ϑ[δkv̂ + aρ−1λρ[∆k(t, ξ, C
−1(a)z + ỹr)−

y(ρ)r ] + aρ−1λρgk(x)ẽk] 6
|ϑ|[|aρ−1λρ[∆k(t, ξ, C

−1(a)z + ỹr)−

y(ρ)r ]| − δk
|ϑ|

ψ(t)− |ϑ|
+

|aρ−1λρgk(x)ẽk|], ∀k ∈M. (42)

联合假设1,假设4和∀t∈ [0, t∗3), (ξ, z̄ρ−1, ϑ)∈Ξ1,
可 得aρ−1λρ[∆k(t, ξ, C

−1(a)z + ỹr) − y(ρ)r ]在[0, t∗3)

内是有界的,即存在不依赖a的正常数Λ0,使得

|aρ−1λρ[∆k(t, ξ, C
−1(a)z + ỹr)− y(ρ)r ]| 6 Λ0,

(43)

其中a ∈ (0, a1), a1是正常数.另外,根据切换的动态
事件触发机制(18),对任意k ∈M ,有

|aρ−1λρgk(x)ẽk| 6 |aρ−1λρgk(x)(
η(t)

θ
+ r1k)|.

(44)

根据式(7)和∀t ∈ [0, t∗3), (ξ, z̄ρ−1, ϑ) ∈ Ξ1,可知x
是有界的.由于函数gk(x)是连续的,可得∀t ∈ [0, t∗3),
gk(x)是有界函数.又由于η(t)是有界的,则根据式
(44),可得对于∀t ∈ [0, t∗3),存在正常数Λ1,使得

|aρ−1λρgk(x)ẽk| 6 Λ1, ∀k ∈M. (45)

此外,由于假设式(38)不成立,可知

ψ(t)− |ϑ(t)| < ds, t ∈ [t∗1, ŝt). (46)

则有

|ϑ(t)| > ψ(t)− ds > ψ − ds, t ∈ [t∗1, ŝt). (47)

根据式(36)中ds的定义,可得ds 6 ψ/2.因此,可有

|ϑ(t)| > ψ −
ψ

2
=
ψ

2
. (48)

结合式(46)(48),可知

δk
|ϑ|

ψ(t)− |ϑ|
> δm

ψ

2ds
. (49)

将式(43)(45)(49)带入式(42),对∀t∈ [t∗1, t
∗
3),可有

V̇ϑ(ϑ) 6 |ϑ|(Λ0 + Λ1 − δm
ψ

2ds
). (50)

根据式(36)中ds的定义,有ds 6
δmψ

2(L0+Λ0+Λ1)
,

则式(50)可以转化为

V̇ϑ(ϑ) 6 −L0|ϑ|, ∀t ∈ [t∗1, t
∗
3). (51)

结合V̇ϑ(ϑ) = ϑϑ̇,对于t ∈ [t∗2, t
∗
3),通过对式(51)

积分,可得

|ϑ(t∗3)| − |ϑ(t∗2)| 6 −L0(t
∗
3 − t∗2). (52)

鉴于L0是函数ψ(t)的李普希茨常数,可得|ψ(t∗3)
− ψ(t∗2)| 6 L0(t

∗
3 − t∗2).则

ψ(t∗2)− ψ(t∗3) 6 L0(t
∗
3 − t∗2). (53)

结合式(52)–(53),可得

ψ(t∗2)− |ϑ(t∗2)| 6 ψ(t∗3)− |ϑ(t∗3)|. (54)

然而,根据式(39)–(40),可有ψ(t∗2)−|ϑ(t∗2)| = ds
和ψ(t∗3) − |ϑ(t∗3)| < ds,因此有

ψ(t∗3)− |ϑ(t∗3)| < ψ(t∗2)− |ϑ(t∗2)|. (55)

明显可以看出式(54)和式(55)矛盾,因此,结合式
(39),容易推出式(38)成立.
联合式(37)–(38),有

ψ(t)− |ϑ(t)| > ds, ∀t ∈ [0, ŝt). (56)

因此,对于所有t ∈ [0, ŝt),可知ϑ(t)一直在预设漏
斗内演化.联合ψ̄的定义和式(56),对∀t ∈ [0, ŝt),有

|ϑ(t)| 6 ψ(t)− ds 6 ψ̄ − ds. (57)

因此, ϑ(t)是有界的.那么,结合式(23)–(28)之间
的分析,可得在一类平均驻留时间τa满足式(4)的切换
信号作用下,对于所有t ∈ [0, ŝt),有(ξ, z̄ρ−1, ϑ) ∈ Ξ1

成立,即系统的轨迹都是有界的.这个结果和解的最
大延拓性矛盾,因此可有ŝt = ∞.那么,可得

ψ(t)− |ϑ(t)| > ds, ∀t > 0. (58)

式(58)说明ϑ(t)不会碰到漏斗边界.利用式(15b)
(57)–(58),可得

|v̂| 6 |ϑ|
ψ(t)− |ϑ|

6 v̄, (59)

其中v̄ =
ψ̄ − ds
ds

,且v̄不依赖a.根据ds和ψ̄的定义,可

知ψ̄ > ψ > 2ds,因此,常数v̄是正的.结合上述分析和
式(15a)(16),容易得出ûk和事件触发漏斗控制器uk也

是有界的.
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II) 为了证明式(34),进行如下坐标变换:

z̃1 = z1 − ϑ, (60a)

z̃i = zi, i = 2, · · · , ρ− 1. (60b)

那么,由式(22),可得

a ˙̃z1 = z̃2 − a[δσ(t)v̂ + aρ−1λρ(∆σ(t)(t, ξ, x)−
y(ρ)r ) + aρ−1λρgσ(t)(x)ẽσ(t)], (61a)

a ˙̃zi = z̃i+1, i = 2, · · · , ρ− 2, (61b)

a ˙̃zρ−1 = − 1

λρ

z̃1 −
λ2

λρ

z̃2 − · · · − λρ−1

λρ

z̃ρ−1, (61c)

记z̃ = [z̃1 · · · z̃ρ−1]
T,式(61)可整理为

a ˙̃z = Az̃ − aH[δσ(t)v̂ + aρ−1λρ(∆σ(t)(t, ξ, x)−
y(ρ)r ) + aρ−1λρgσ(t)(x)ẽσ(t)], (62)

其中H = [1 0 · · · 0]T ∈ R(ρ−1)×1.
根据式(6b)(6c),可知z2(0) = O(a), · · · , zρ(0) =

O(aρ−1).结合式(13)中ϑ的定义,可得ϑ(0)− z1(0) =

O(a).那么,由式(60)和z̃的定义,可得z̃(0) = O(a).
联合式(43)–(45)之间的分析和式(59),容易得出:存在
正常数ϖ,使得对所有t>0, |δkv̂+aρ−1λρ(∆k(t, ξ, x)

− y(ρ)r ) + aρ−1λρgk(x)ẽk| 6ϖ, ∀k ∈M .然后,基于
式(62), z̃(0) = O(a)和矩阵A是赫尔维茨的,容易得
出在任意切换信号下,系统(62)的解也满足z̃(t) =
O(a), ∀t > 0.因此,根据z̃(t)的定义和式(60a),可得

|ϑ(t)− e(t)| = |ϑ(t)− z1(t)| =
|z̃1(t)| 6 ϱa, ∀t > 0, (63)

其中ϱ是正常数.式(63)说明|e(t)|−|ϑ(t)| 6 ϱa.联合
式(58),可知

|e(t)| 6 ψ(t)− ds + ϱa, ∀t > 0. (64)

那么,对于a ∈ (0, ã], ã =
ds − d∗s
ϱ
和d∗s < ds,式

(64)可转化为

|e(t)| 6 ψ(t)− d∗s , ∀t > 0. (65)

因此,式(34)得证,即跟踪误差e(t)一直在预设的
性能漏斗内演化.

III) 为了证明采样中的奇诺现象可以避免,划分
如下3种情况讨论:

i) 考虑在连续的触发间隔[tej , t
e
j+1), j ∈ N之间没

有切换发生,即tej < tej+1 < tej+2或t
e
j < tej+1 < tes+1.

则对于∀t ∈ [tej , t
e
j+1),有σ(t) = ks.根据式(16),可得

事件触发漏斗控制器为

uσ(t)(t) = ûks
(tej), ∀t ∈ [tej , t

e
j+1). (66)

那么,根据式(17),对于t = tej+1,采样误差满足

|ẽσ(t)(t−)| = |ẽks
(te−j+1)| =

|ûks
(tej)− ûks

(tej+1)| 6

w tej+1

tej

| ˙̂uks
(τ)|dτ. (67)

根据式(15),可得 ˙̂uks
(t)为

˙̂uks
(t) =

1

aρλρ

(−ż2 − λ2ż3 − · · · − λρ−1żρ+

aδks
˙̂v), (68a)

˙̂v =
ϑ(ψ̇(t)− d(|ϑ|)/dt)− ϑ̇(ψ(t)− |ϑ|)

(ψ(t)− |ϑ|)2
. (68b)

联合式(8b)(8c),假设1和4及上述I)和II)中的证明
过程,容易得出żi, i = 2, · · · , ρ是有界的.又因式
(58),可得(ψ(t)− |ϑ(t)|)2 > min{d2s , ds}.此外,结合
式(22c)和上述I), II)的证明过程,可知ϑ̇是有界的.又

因
d(|ϑ|)
dt

6 |ϑ̇|,可得d(|ϑ|)
dt
是有界的.根据φ(t) ∈ Ψ ,

有ψ和ψ̇是有界的.结合上述分析和式(68b),可有| ˙̂v|
是有界的.因此,可分析得出| ˙̂uk(t)|是有界的,即存在
正常数,使得| ˙̂uk(t)| 6 ζ̄ , ∀k ∈M .那么,式(67)可转
化为

|ẽks
(te−j+1)| 6 (tej+1 − tej)ζ̄. (69)

另外,根据切换的动态事件触发机制(18),对于t
= tej+1,有

|ẽks
(te−j+1)| =

η(tej+1)

θ
+ r1,ks

. (70)

联合式(69)–(70),可得连续事件间的时间间隔满
足

tej+1 − tej >
η(tej+1)/θ + r1,ks

ζ̄
> r1

ζ̄
, (71)

其中r1 = min
k∈M

{r1k}.
ii) 考虑在连续的触发间隔[tej , t

e
j+1), j ∈ N之间

有超过N0次的切换发生,即tej < ts+1 < ts+2 < · · ·
< ts+l 6 tej+1, l > N0 + 1, l ∈ N.根据定义1,可知
Nσ(t

e
j+1, t

e
j)−N0 > 1,那么由式(3),可得事件间的

时间间隔满足tej+1 − tej > (Nσ(t
e
j+1, t

e
j) − N0)τa >

τa.
iii) 考虑在连续的触发间隔[tej , t

e
j+1), j ∈ N之间

有不少于一次且不超过N0次的切换发生,即tej < ts+1

< · · · < ts+l 6 tej+1, 1 6 l 6 N0 + 1, l ∈ N.不论在
tej+1之后是发生切换或者是触发,结合式(71)和切换
信号满足式(4)平均驻留时间τa的条件,容易可知触发
时刻在时间间隔[tej , t

e
j+1]上没有聚点.

那么,结合上述i)–iii)的分析,容易得出在切换闭
环系统中,触发时刻序列不会有聚点产生,因此,采样
中不会出现奇诺现象. 证毕.

注注注 4 不同于现有的关于非线性切换系统的事件触发

控制方法[15–16],它们仅为所有子系统设计了一个共同的控制

器,本文为了降低共同控制器设计带来的保守性,设计了各个



1724 控 制 理 论 与 应 用 第 38卷

子系统的事件触发漏斗控制器(16)和切换的动态事件触发机

制(18)–(19),直接解决了异步切换问题.另外,不同于文献

[15–19],本文考虑的非线性切换系统(1)可以带有部分非ISS

逆动态,同时,提出的方法可以保证跟踪误差一直在预设的性

能漏斗内演化.

4 仿仿仿真真真示示示例例例

为了验证本文提出的动态事件触发漏斗控制方法

的实用性和有效性,本节给出一个双倒立摆系统.

例例例 1 考虑由弹簧连接的双倒立摆系统的切换

控制,如图2所示.根据文献[22],双倒立摆控制系统
的动力学模型描述为

ξ̇1 = ξ2, (72a)

ξ̇2 = (
m̃1gr̃

J3
− hr̃2

4J3
) sin ξ1 +

hr̃

2J3
(l − b̃)+

u1

J3
+
hr̃2

4J3
sinx1, (72b)

ẋ1 = x2, (72c)

ẋ2 = (
m̃2gr̃

J4
− hr̃2

4J4
) sinx1 −

hr̃

2J4
(l − b̃)+

u2

J4
+
hr̃2

4J4
sin ξ2, (72d)

其中系统参数的物理意义可参见文献[22].根据文献
[23],假设两个预设的候选控制器

u1k = J3h2k(ξ, x)− (
m̃1gr̃

J3
− hr̃2

4J3
) sin ξ1−

hr̃

2J3
(l − b̃)− hr̃2

4J3
sinx1, k = 1, 2.

图 2 弹簧连接的双倒立摆
Fig. 2 Two inverted pendulums connected by a spring

应用到系统(72),则系统(72)可以重写为非线性切
换系统的形式

ξ̇1 = ξ2, (73a)

ξ̇2 = h2σ(ξ, x), (73b)

ẋ1 = x2, (73c)

ẋ2 = gσu2σ +∆σ, (73d)

其中:

h22 = x2
1 sin ξ1 + ξ2,

h21 = x2
1 − 1088/325ξ1 − 51/13ξ2,

∆1 = ∆2 = (
m̃2gr̃

J4
− hr̃2

4J3
) sinx1−

hr̃

2J4
(l − b̃) +

hr̃2

4J4
sin ξ2,

g1 = g2 = 1/J4.

参考信号满足yr = 1.3 sin t.考虑性能漏斗的倒
数ψ(t)为

ψ(t) = (1.5π − 0.36)e−(t/0.8) + 0.26. (74)

容易验证假设1, 2和4是满足的.针对切换系统
(73a)(73b),选择正定函数

W1(ξ) =
13

25
ξ21 +

1

2
(ξ1 + ξ2)

2,

W2(ξ) =
1

2
ξ21 +

1

2
(ξ1 + ξ2)

2,

可知当取

µ0 = 26/25, α0(|x1|) =
1

2
√
2
x2
1, λs = 1,

λu = 14.526, α(∥ξ∥)=0.19∥ξ∥, ᾱ(∥ξ∥)=1.32∥ξ∥,

假设3是满足的.取c0=0.0633, T0=0.9 s,根据式(4),
可得平均驻留时间τa满足τa > 2.280 s.
然后,根据式(15),为切换系统(73)设计子系统的

漏斗控制器ûk, v̂,其中, z1 = x1 − yr, z2 = a(x2 −
y(1)r ), ϑ = z1 + λ2z2.则各子系统的事件触发漏斗控

制器设计为式(16).并且,利用切换的动态事件触发机
制(17),在触发时刻更新控制器(16).选择相关的设计
参数为a = 0.03, λ2 = 5, θ = 1.2, r0 = 0.2, r11 = 0.6,
r12 = 2, δ1 = 1.2, δ2 = 1.
考虑系统参数

m̃1 = 2 kg, m̃2 = 2 kg, g = 9.81 m/s2,

r̃ = 0.5 m, J3 = 0.5 kg, J4 = 1.62 kg,

b̃ = 0.4 m, l = 0.5 m, h = 100 m/s

和系统初始条件ξ(0) = [0.1; 0.1]T, x = [0.1; 0.2]T,
η(0) = 0.6,仿真结果如图3–5所示.切换信号和系统
状态轨迹如图3所示.从图3可以看出,即使子系统和
候选的控制器之间会发生异步切换,系统状态仍然可
以保证是有界的.图4描述跟踪误差e,虚拟输出ϑ和漏
斗边界ψ,−ψ的轨线.从图4可以看出,跟踪误差和虚
拟输出一直保持在性能漏斗内演化.因此,本文提出
的方法可以有效地保证跟踪误差的暂态性能.图5描

述事件触发时间间隔及|ẽσ(t)(t)|和
η(t)

θ
+ r1σ(t)的演

化过程.从图5可以看出,提出的切换动态触发机制不
会造成奇诺现象.因此,仿真结果验证了提出的动态
事件触发漏斗跟踪控制方法的实用性和有效性.
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图 3 例1的系统状态ξ1, ξ2, x1, x2及子系统和实际控
制器的切换信号σ(t), σ(tej)

Fig. 3 System states ξ1, ξ2, x1, x2, and switching signals
of subsystem and actual controllers σ(t), σ(tej) in
Example 1

图 4 例1的跟踪误差e,虚拟输出ϑ及性能漏斗上界ψ
和下界−ψ

Fig. 4 Tracking error e, virtual output ϑ, the upper bound
ψ and lower bound −ψ of performance funnel in
Example 1

图 5 例1的事件间时间及|ẽσ(t)(t)|和
η(t)

θ
+ r1σ(t)的轨迹

Fig. 5 Inter-event times, trajectories of |ẽσ(t)(t)| and
η(t)

θ
+ r1σ(t) in Example 1

5 结结结论论论

本文解决了具有任意相对阶且带有部分非ISS逆
动态的非线性切换系统的动态事件触发漏斗跟踪控

制问题.先通过引入一个虚拟输出,将任意相对阶的
切换系统转化为相对阶为一的系统.再设计了各子系
统的事件触发漏斗控制器和切换的动态事件触发机

制,在一类具有平均驻留时间的切换信号下,保证了
跟踪误差一直在预设的性能漏斗内演化,且所有状态
是有界的,采样中的奇诺现象同时被避免.最后,仿真
结果验证了该方法的实用性和有效性.
事实上,当控制器和执行器之间的信息传输中存

在网络时延时,如何求解非线性切换系统的事件触发
漏斗控制问题还有待解决.
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