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摘要: 本文研究一类同时含有Markov跳过程和乘性噪声的离散时间非线性随机系统的最优控制问题, 给出并证

明了相应的最大值原理. 首先, 利用条件期望的平滑性, 通过引入具有适应解的倒向随机差分方程, 给出了带有线

性差分方程约束的线性泛函的表示形式, 并利用Riesz定理证明其唯一性. 其次, 对带Markov跳的非线性随机控制系

统, 利用针状变分法, 对状态方程进行一阶变分, 获得其变分所满足的线性差分方程. 然后, 在引入Hamilton函数的

基础上, 通过一对由倒向随机差分方程刻画的伴随方程, 给出并证明了带有Markov跳的离散时间非线性随机最优

控制问题的最大值原理, 并给出该最优控制问题的一个充分条件和相应的Hamilton-Jacobi-Bellman方程. 最后, 通过

一个实际例子说明了所提理论的实用性和可行性.
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Abstract: The maximum principle (MP) of the discrete-time nonlinear stochastic optimal control problem is proved, in
which the control systems are driven by both Markov jumps and multiplicative noise. Firstly, based on the adapted solutions
of the backward stochastic difference equation, the linear functional with the constraint of a linear difference equation is
represented. The Riesz theorem is used to prove the uniqueness of such representation. Secondly, the spike variation
method is extend to the nonlinear stochastic difference equation with Markov jumps. The variation equation of such state
equation is obtained. Thirdly, by introducing a Hamiltonian function, a necessary condition of the discrete-time nonlinear
stochastic optimal control system with Markov jump is obtained. It is proved that the adjoint equation of the maximum
principle of the system is a pair of backward stochastic difference equations. Moreover, a sufficient condition is also given
and the corresponding Hamilton-Jacobi-Bellman equation is derived. Finally, a practical example is given to illustrate the
practicability and feasibility of the proposed theory.
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1 引引引言言言

最大值原理是Pontryagin等[1]在20世纪50年代提

出的解决最优控制问题的重要方法, 基本思想就是最

优控制问题的最优状态轨道可以用一个具有边值问

题的Hamilton系统来刻画. 对于连续时间的随机最优

控制系统, 相应的Hamilton系统可以用倒向随机微分

方程或正倒向随机微分方程来描述[2], 因此倒向随机

微分方程理论在随机最优控制系统的最大值原理研

究中具有重要的地位和作用. Pontryagin最大值原理

主要针对连续时间的确定性系统[3]. 20世纪60年代中
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期, Kushner[4–6]首先考虑将最大值原理扩展到随机的

情况. 随后几十年间, Bismut[7–8], Bensoussan[9], Hau-
ssmann[10]等进一步研究了随机系统的最优控制问题,
为早期随机最优控制问题的最大值原理研究奠定了

基础. 20世纪90年代初, 针对正向随机最优控制问题,
彭实戈[11]通过二阶变分技术和二阶伴随方程, 创造性

地给出了一般最大值原理. 对于正倒向随机最优控制

问题, 彭实戈[12]在1993年首次研究了控制域为凸的

情形, 得到其最大值原理. 在此基础上, 吴臻分别

在1998年和2013年给出了状态完全耦合且控制域为

凸情形下的最大值原理[13]和在控制域非凸且倒向生

成元依赖z的情形下的一般最大值原理[14], 王光臣

等[15]给出了局部信息下平均场型最优控制的随机最

大值原理, 这些研究成果极大地丰富和完善了随机最

优控制理论体系[16–22]. 随着连续时间随机最优控制

理论的发展, 离散时间随机最优控制问题的研究也逐

渐被学者关注, 如文献[23]给出了具有乘性噪声的离

散时间随机最优控制系统的最大值原理, 文献[24]研
究了一类具有马尔可夫跳变参数的平均场随机线性

二次最优控制问题, 文献[25]给出了由分数噪声和白

噪声共同驱动的离散时间随机控制系统的最大值原

理等.

在实际的工程应用中存在许多由于突变因素而引

起系统状态和参数跳变的现象, 这种现象可以用带

Markov跳的系统模型来描述[26], 因此带Markov跳的

随机模型被广泛地应用于金融、生物和工程实际等诸

多领域[27–32]. 由于带Markov跳的含乘性噪声的离散

时间随机最优控制系统结构复杂, 在其最大值原理研

究中, 不仅要考虑其伴随倒向随机差分方程的结构形

式, 还要处理Markov链与乘性噪声之间的关系, 这些

问题都会影响到控制器的结构. 为了解决这些问题,
本文借鉴文献[24]中控制器的结构, 将文献[23]所研

究的离散时间最优控制的最大值原理推广到带Mark-
ov跳情形. 问题具体叙述如下.

目标泛函为

J(u) = E
N−1∑
k=0

l(rk, xk, uk) + Eh(rN , xN). (1)

状态约束方程为
xk+1 = g(rk, xk, uk) + σ(rk, xk, uk)ωk,

x0 ∈ Rn, r0 ∈ S,
k = 1, 2, · · · , N − 1,

(2)

其中: xk是状态变量, uk是容许控制变量, ωk是相互

独立的d维随机变量, rk是齐次Markov链.

本文依然在针状变分法的基础上进行研究最优控

制问题(1)–(2)的最大值原理. 该结论需要依赖具有适

应解的带Markov跳的倒向随机差分方程. 同时, 通过

引入最优值函数以Hamilton-Jacobi-Bellman方程的形

式给出了求解该最优控制问题的充分条件.

本文使用了以下符号: Rn: 所有实n维向量的集

合; Rn×d: n× d维实矩阵的集合; AT, xT: 矩阵A或

向量x的转置; nu: 向量u的维数; ⟨·, ·⟩: 两个向量或矩

阵的内积, 即⟨x, y⟩ = tr(xTy)且相应的范数为|x| =√
⟨x, x⟩; A⊗B: 两个矩阵A和B的克罗内克积; δkm:

克罗内克δ函数, 即k = m时, δkm = 1, k ̸= m时,
δkm = 0; Id: d× d维单位矩阵; 0d: d× d维零矩阵;
E[X]: 随机变量X的数学期望; E[X|Fk]: 随机变量

X关于σ域Fk的条件期望.

2 预预预备备备知知知识识识

在给定的完备概率空间(Ω,F ,P)上, 设{ωk}是随

机变量序列, {rk}是齐次Markov链, 它们满足以下条

件(i, j, k = 0, 1, · · · , N):

1) ω0, ω1, · · · , ωN是相互独立的d维随机变量序

列, 即ωk = [ω1
k · · · ωd

k]
T ∈Rd且ω1

k, · · · , ωd
k也是相

互独立的Rd值随机变量, 并满足如下条件:

Eωk = 0d×1, E[ωiω
T
j ] = δijId. (3)

2) 齐次马尔可夫链rk的状态空间为

S = {1, 2, · · · ,M},

其一步转移概率为

qij = P (rk+1 = j|rk = i), i, j ∈ S, qij > 0, (4)

且 ∑
j∈S

qij = 1, ∀i ∈ S. (5)

3) {ωk}与{rk}是相互独立的随机过程.

令Fω
k 是由ω0, ω1, · · · , ωk−1生成的σ域, 即

Fω
k = σ{ω0, ω1, · · · , ωk−1}.

Fk是由ω0, ω1, · · · , ωk−1和r0, r1, · · · , rk−1生成

的σ域, 即

Fk = σ{ω0, ω1, · · · , ωk−1} ∨ σ{r0, r1, · · · , rk−1} =

Fω
k ∨ σ{r0, r1, · · · , rk−1},

并且F0={∅, Ω}(∅是空集). 设F={Fk}Nk=0. 如果对

每个k=0, 1, · · · , N , 随机过程yk是Fk可测的随机变

量, 则随机序列y = {yk}Nk=0称为F–适应的[33]. 记L2

(Ω,Fk;Rn)为Fk可测随机变量全体且其中随机变量

X满足E|X|2 <∞. 记

HN = {L2(Ω,Fk;Rn)× L2(Ω,Fk;Rn×d)}N−1
k=0 ,

对任意α, β ∈ HN , 定义内积如下:

⟨α, β⟩HN
= E

N−1∑
k=0

[⟨α(1)
k , β

(1)
k ⟩+ ⟨α(2)

k , β
(2)
k ⟩],

其中:

α = {(α(1)
k , α

(2)
k )}N−1

k=0 , β = {(β(1)
k , β

(2)
k )}N−1

k=0 ,
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则对上述内积, 线性空间HN是Hilbert空间[34].

引引引理理理 1(Riesz定理) 如果f是Hilbert空间H上

的连续线性泛函, 即

f : H −→ R,

那么存在唯一的yf ∈ H满足

f(x) = ⟨yf , x⟩H, ∀x ∈ H,

其中⟨·, ·⟩H为Hilbert空间上的内积.

下面将上述Riesz表示定理推广到具有线性差分

方程约束的情形. 对任意给定的F适应的随机过程

ϕ = {ϕk}N−1
k=0 和ψ = {ψk}N−1

k=0 , 考虑如下线性差分方

程: 
zk+1 = gk(rk)zk + ϕk+

d∑
s=1

(σs
k(rk)zk + ψs

k)ω
s
k,

z0 = 0, k = 0, 1, · · · , N − 1.

(6)

其中: gk(rk), σs
k(rk)∈L2(Ω,Fk;Rn×n)是在Rn×n空

间中取值的有界随机变量, 适应随机过程

ϕk ∈ L2(Ω,Fk;Rn),

ψk = (ψ1
k, ψ

2
k, · · · , ψd

k) ∈ L2(Ω,Fk;Rn×d).

对给定的l̃k(rk) ∈ L2(Ω,Fk;Rn), 考虑以下线性

泛函:

I(ϕ, ψ) = E
N∑

k=0

⟨l̃k(rk), zk⟩, (7)

其中zk是方程(6)的解, 即

z(ϕ, ψ) = {zk}Nk=0,

则I(·, ·)是Hilbert空间HN上的连续线性泛函[11].

下面讨论I(·, ·)的表示问题, 即寻找

αI = (p,Q) ∈ HN ,

使得对任意α = (ϕ, ψ) ∈ HN有

I(ϕ, ψ) = ⟨αI , α⟩, (8)

因此, 需要构造如下带Markov跳的耦合倒向随机差分

方程:

pk(i) = E{
∑
j∈S

qij[l̃k+1(j) + gTk+1(j)pk+1(j)+

d∑
s=1

σs
k+1(j)

T
Qs

k+1(j)]|Fω
k },

Qk(i) = E{
∑
j∈S

qij[l̃k+1(j) + gTk+1(j)pk+1(j)+

d∑
s=1

σs
k+1(j)

T
Qs

k+1(j)]ω
T
k |Fω

k },

pN−1(i) = E[
∑
j∈S

qij l̃N(j)|Fω
N−1],

QN−1(i) = E[
∑
j∈S

qij l̃N(j)ω
T
N−1|Fω

N−1],

k = 0, 1, · · · , N − 2,

(9)

其中Qs
k为Qk = (Q1

k, · · · , Qd
k)的第s列, 从方程构造

上能够看出倒向随机差分方程(9)在HN中有唯一的适

应解(p,Q) = {(pk(rk), Qk(rk))}N−1
k=0 .

引引引理理理 2 设(p,Q)是倒向随机差分方程(9)的解,
那么由式(7)定义的泛函I(·, ·)可以唯一地表示为

I(ϕ, ψ) = E{
N−1∑
k=0

[⟨pk(rk), ϕk⟩+ ⟨Qk(rk), ψk⟩]}.

(10)

证 令Ak(rk) = gk(rk) +
d∑

s=1

σs
k(rk)ω

s
k, 则差分

方程(6)的解为

zk =
k−1∑
t=0

Ak
t+1(ϕt +

d∑
s=1

ψs
tω

s
t ),

其中: k=1, · · · , N − 1, Ak
t , 16 t 6 k 6 N的定义如

下:

当t = k时, Ak
t = In;

当1 6 t < k时,

Ak
t = Ak−1(rk−1)Ak−2(rk−2) · · ·At(rt),

为了简洁, 证明中l̃k(rk)简记为l̃k, 将zk代入式(7), 并
利用条件期望的平滑性得

I(ϕ, ψ) =E{
N−1∑
k=0

[⟨E[
N∑

t=k+1

(At
k+1)

T l̃t|Fk], ϕk⟩+

⟨E[
N∑

t=k+1

(At
k+1)

T l̃tω
T
k |Fk], ψk⟩]}.

令

pk = E[
N∑

t=k+1

(At
k+1)

T l̃t|Fk], (11)

Qk = E[
N∑

t=k+1

(At
k+1)

T l̃tω
T
k |Fk], (12)

利用数学归纳法可证(pk, Qk)满足方程(9). 显然(p,

Q) = {(pk(i), Qk(i))}N−1
k=0 是F适应的且满足式(10).

再由Riesz定理可知, 满足式(10)的过程(p,Q)是唯一

的. 证毕.

3 带带带Markov跳跳跳的的的离离离散散散时时时间间间随随随机机机系系系统统统的的的最最最大大大

值值值原原原理理理

设最优控制问题(1)–(2)的容许控制集为

U = {Uk}N−1
k=0 ,

其中: Uk = L2(Ω,Fk;Rnu), {rk}Nk=0是齐次Markov
链且满足式(4), {ωk=[ω1

k · · · ωd
k]

T}Nk=1是相互独立

的随机变量且满足式(3). 同时做如下假设.

假假假设设设 1 ϕ关于x和u是二阶连续可微的,ϕx, ϕxx,

ϕu, ϕuu, luu, lxx, hxx有界, 其中ϕ = g, σ × ωk有四阶

矩, 即E|ωk|4 <∞.

设u∗ = {u∗
k}N−1

k=0 是最优控制问题(1)–(2)的一个

最优控制, 相应的最优轨道为x∗ = {x∗
k}Nk=0. 对于固
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定的m, 0 6 m 6 N − 1, 记

ūk = u∗
k + δkmε∆u, ∆u ∈ Um,

其中∆u是取值于Um ⊂ L2(Ω,Fm;Rnu)的随机变量,

满足

sup
ω∈Ω

|∆u(ω)| <∞, (13)

其中ε > 0, 它的大小表明了ūk与u∗
k之间的差别, 且

当ε→ 0+时, ūk → u∗
k, 也就是ūk的极限是最优控制

u∗
k. 令x̄ = {x̄k}Nk=0是系统(2)在初值为x̄0 = x0控制

为ū时对应的解.

引引引理理理 3 在假设1的条件下, 下列不等式成立:

sup
06k6N

E[|x̄k − x∗
k|2] 6 K1ε

2E|∆u|2, (14)

sup
06k6N

E[|x̄k − x∗
k|4] 6 K1ε

4E|∆u|4. (15)

证 记x̂k = x̄k − x∗
k, 则x̂0=0. 下面对k分3种情

况进行讨论:

1) 当0 6 k 6 m时, 有x̂k = 0, 显然结论成立.

2) 当k = m+ 1时, 利用Taylor公式, 得

x̂m+1 = gu(rm, xm, u
∗
m + θm∆u)∆u+

d∑
s=1

[σs
u(rm, xm, u

∗
m + θm∆u)∆u]ω

s
m,

其中0 < θm < 1, 由假设1中gu, σs
u的有界性可得不

等式(14)–(15)成立.

3) 当k > m+ 1时, 与情形2)类似, 可证存在C3>

0, C4 > 0使得

E[|x̂k+1|2] 6 C3E[|x̂k|2], E[|x̂k+1|4] 6 C4E[|x̂k|4],

利用上式的递推关系, 令K1= max
m+16k6N

C1C
k−m
3 , 则

可得不等式(14)成立. 类似地, 不等式(15)可证.

设y = {yk}Nk=0是以下线性差分方程的解:

yk+1 = gx(rk, xk, uk)yk+
d∑

s=1

σs
x(rk, xk, uk)ykω

s
k+

δkmgu(rm, xm, um)ε∆u+
d∑

s=1

δkmσ
s
u(rm, xm, um)ε∆uω

s
k,

y0 = 0.

(16)

下面引理4表明方程(16)中的y为方程(2)中x的一

阶变分, 因此, 方程(16)称为方程(2)的一阶变分方程.

证毕.

引引引理理理 4 在假设1的条件下, 存在M > 0使得下

列不等式成立:

sup
06k6N

[|x̄k − x∗
k − yk|2] 6Mε4E[|∆u|4]. (17)

证 记x̂k = x̄k − x∗
k, x̂0 = 0, 由Taylor公式, 得

x̂k+1 = gx(rk, x
∗
k, u

∗
k)x̂k + Φ1

k +

δkm[gu(rm, xm, u
∗
m)ε∆u+ Φ2

m] +
d∑

s=1

[σs
x(rk, x

∗
k, u

∗
k)x̂k + Ψ 1,s

k +

δkm(σ
s
u(rm, xm, u

∗
m)ε∆u+ Ψ 2,s

m )]ωs
k,

当k > m+ 1时,

Φ1
k =

1

2
(x̂T

k ⊗ In)gxx(rk, x
∗
k + θkx̂k, u

∗
k)(x̂k ⊗ 1n),

Ψ 1,s
k =

1

2
(x̂T

k ⊗ In)σ
s
xx(rk, x

∗
k + θskx̂k, u

∗
k)(x̂k ⊗ 1n),

当k 6 m时, Φl
k = 0. 此外,

Φ2
m =

1

2
ε2(∆uT ⊗ In)guu(rm, xm, u

∗
m +

θ̃mε∆u)× (∆u⊗ 1n),

Ψ 2,s
m =

1

2
ε2(∆uT ⊗ In)σ

s
uu(rm, xm, u

∗
m +

θ̃smε∆u)× (∆u⊗ 1n),

其中符号φx, 1n按如下方式定义:

φx=


φ1

x1
(i, x, u) φ1

x2
(i, x, u) · · · φ1

xn
(i, x, u)

φ2
x1
(i, x, u) φ2

x2
(i, x, u) · · · φ2

xn
(i, x, u)

...
...

...
φn

x1
(i, x, u) φn

x2
(i, x, u) · · · φn

xn
(i, x, u)

,
φ=[φ1 · · · φn]T, φ=g, σs, s=1, · · · , d, φu也有类

似的含义, 1n = [1 1 · · · 1]T ∈ Rn.

相应的符号φxx, φuu按如下方式定义:

φxx(i, xk + θkx̂k, uk) =


φ1

xx · · · 0
...

...
0 · · · φn

xx

 ,

φuu(i, xk, uk + θkûm) =


φ1

uu · · · 0
...

...
0 · · · φn

uu

 ,
其中所有的θ, 如θsk, θ̃

s
k满足0 < θ < 1, 且ûm = ε∆u.

由φxx的有界性及引理3, 有

E[|Φ1
k|2] 6 K1E[|x̂k|4] 6 K2ε

4E[|∆u|4],
E[|Φ2

m|2] 6 K2ε
4E[|∆u|4],

E[|Ψ 1,s
k |2] 6 K2ε

4E[|∆u|4],
E[|Ψ 2,s

m |2] 6 K2ε
4E[|∆u|4],

k > m, s = 1, · · · , d.

记Zk = x̄k − x∗
k − yk, k = 0, 1, · · · , N − 1, 下面

对k的不同取值情况分别讨论:

1) 当k 6 m时, 显然有Zk = 0.

2) 当k = m+ 1, 有

Zm+1 = x̄m+1 − x∗
m+1 − ym+1 =
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Φ2
m +

d∑
s=1

Ψ 2,s
m ωs

k, E[|Zm+1|2],

再利用假设1有

E[|Zm+1|2] 6 K3ε
4E[|∆u|4].

3) 当k > m+ 1时,

Zk+1 =
d∑

s=1

[σs
x(rk, x

∗
k, u

∗
k)Zk + Ψ 1,s

k ]ωs
k +

gx(rk, x
∗
k, u

∗
k)Zk + Φ1

k,

E[|Zk+1|2] =
d∑

s=1

E[|σs
x(rk, x

∗
k, u

∗
k)Zk + Ψ 1,s

k |2] +

E[|gx(rk, x∗
k, u

∗
k)Zk + Φ1

k|2] 6
K3E[|Zk|2] +K3ε

4E[|∆u|4],

通过迭代, 可以证明不等式(17). 证毕.

3.1 最最最优优优控控控制制制存存存在在在的的的必必必要要要条条条件件件

由于方程(16)所确定的过程y = {yk}06k6N是方

程(2)的解x = {xk}06k6N的一阶变分, 因此值函数

J(u)的变分是

LJ(u) =E
N−1∑
k=0

[⟨lx(rk, xk, uk), yk⟩] +

E
N−1∑
k=0

[δkm⟨lu(rm, xm, um), ε∆u⟩] +

E⟨hx(rN , xN), yN⟩.

定义如下Hamilton函数:

H(i, x, u, p,Q) =

⟨p, g(i, x, u)⟩+
d∑

s=1

⟨Qs, σs(i, x, u)⟩+ l(i, x, u),

(18)

其中:

p ∈ Rn, Q = (Q1, · · · , Qd) ∈ Rn×d,

x ∈ Rn, u ∈ Rnu , i ∈ S .

构造如下离散时间倒向随机差分方程:

pk(i) = E{
∑
j∈S

qij[lx(j, x
∗
k+1, u

∗
k+1)+

gTx (j, x
∗
k+1, u

∗
k+1)pk+1(j)+

d∑
s=1

σs
x[j x

∗
k+1 u

∗
k+1]

T×

Qs
k+1(j)]|Fω

k },
Qk(i) = E{

∑
j∈S

qij[lx(j, x
∗
k+1, u

∗
k+1)+

gTx (j, x
∗
k+1, u

∗
k+1)pk+1(j)+

d∑
s=1

σs
x[j x

∗
k+1 u

∗
k+1]

T×

Qs
k+1(j)]ωk|Fω

k },
pN−1(i) = E[

∑
j∈S

qijhx(j, xN)|Fω
N−1],

QN−1(i) = E[
∑
j∈S

qijhx(j, xN)ωN−1|Fω
N−1],

j ∈ S, k = 0, 1, · · · , N − 2.

(19)

注注注 1 由式(18)可得

∂H

∂x
(i, x, u, p,Q) = lx(i, x, u) + gTx (i, x, u)p+

d∑
s=1

σs
x[i x u]TQs, (20)

因此倒向随机差分方程(19)还可以表示为如下形式:

pk(i) = E{
∑
j∈S

qij
∂H

∂x
(j, x∗k+1, u

∗
k+1pk+1(j),

Qk+1(j))|Fω
k },

Qk(i) = E{
∑
j∈S

qij
∂H

∂x
(j, x∗k+1, u

∗
k+1pk+1(j),

Qk+1(j))ωk|Fω
k },

pN−1(i) = E[
∑
j∈S

qijhx(j, xN )|Fω
N−1],

QN−1(i) = E[
∑
j∈S

qijhx(j, xN )ωN−1|Fω
N−1],

j ∈ S, k = 0, 1, · · · , N − 2.

(21)

在上述工作的基础上, 下面给出并证明最优控制

问题(1)–(2)的最大值原理.

定定定理理理 1 如果最优控制问题(1)–(2)中的系数g, σ,

h满足假设1的条件, 设{u∗
k}N−1

k=0 和{x∗
k}Nk=0分别为它

的最优解和最优轨道, (p,Q)是倒向随机差分方程

(19)的解, 那么, 对任意的i ∈ S , 有

Hu(i, x
∗
m, u

∗
m, pm(i), Qm(i)) = 0 a.s. (22)

证 为了简洁, 把ϕu(i, xm, um)简记为ϕu, 其中

ϕ = g, σ, l. 由引理2, 有

LJ(u) = E{
N−1∑
k=0

[⟨pk, δkmguε∆u⟩+

⟨Qk, δkmσuε∆u⟩+ δkm⟨lu, ε∆u⟩]},
所以

LJ(u) = E[⟨Hu(i, xm, um, pm(i), Qm(i)), ε∆u⟩],

由于u∗是最优控制, 有

LJ(u∗) = 0,

即对任意∆u ∈ U , 有

E[⟨Hu(i, x
∗
m, u

∗
m, pm(i), Qm(i)),∆u⟩]= 0, (23)

对于每个整数K > 0, 令

∆u=Hu(i, x
∗
m, u

∗
m, pm(i), Qm(i))×

1{|Hu(i,x∗
m,u∗

m,pm(i),Qm(i))|<K} ∈ U .

由式(23), 有

E[|Hu(i, x
∗
m, u

∗
m, pm(i), Qm(i))|2 ×

1{|Hu(i,x∗
m,u∗

m,pm(i),Qm(i))|<K}] = 0,

从而可得

|Hu(i, x
∗
m, u

∗
m, pm(i), Qm(i))|2 ×

1{|Hu(i,x∗
m,u∗

m,pm(i),Qm(i))|<K} = 0 a.s.

令K → ∞, 可以得到式(22).
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由于式(22)是最优控制问题(1)–(2)的必要条件,
因此定理1给出了最优控制问题(1)–(2)的最大值原理.

证毕.

3.2 最最最优优优控控控制制制问问问题题题的的的充充充分分分条条条件件件

下面讨论最优控制问题(1)–(2)的最优控制存在的

充分条件. 这需要引入下列辅助函数:

Vk : S × Rn −→ R+,

为了简洁, 引入符号

∆uVk(i, x) =E[
∑
j∈S

qijVk+1(j, g(i, x, u) +

σ(i, x, u)ωk)]− Vk(i, x),

其中: x ∈ Rn, u ∈ U ⊂ Rnu .

定定定理理理 2 若存在函数序列Vk(i, x)和容许控制

u∗ = {u∗
k} ∈ U , k = 0, 1, · · · , N , 满足

∆u∗Vk(i, x) + l(i, x, u∗) ≡ 0, ∀i ∈ S, (24)

∆uVk(i, x) + l(i, x, u) > 0, ∀u ∈ Rnu , (25)

且

VN(i, x) = h(i, x), i ∈ S, x ∈ Rn, (26)

则u∗ = {u∗
k}Nk=0是最优控制问题(1)–(2)的最优控制,

即

J(u∗) = min
u∈U

J(u), (27)

且对给定的r0 ∈ S , 有

J(u∗) = V0(r0, x0). (28)

证 对每个容许控制u = {uk}, 设x ={xk}为相

应的状态轨道, 则

E[Vk+1(rk+1, xk+1)|Fk]− Vk(rk, xk) =

E[Vk+1(rk+1, g(rk, xk, uk) + σ(rk, xk, uk)ωk)−
Vk(rk, xk) + l(rk, xk, uk)− l(rk, xk, uk)|Fk],

由于l(rk, xk, uk)为Fk可测, 因此利用条件期望的平

滑性, 可得, 在rk = i的条件下, 有

E[Vk+1(rk+1, xk+1)|Fk]− Vk(rk, xk) =

[∆uVk(i, x) + l(i, x, u)]x=xk,u=uk
−

l(rk, xk, uk), (29)

在式(29)中令u = {u∗
k}, x = {x∗

k}. 由式(24)得

l(rk, x
∗
k, u

∗
k) = Vk(rk, x

∗
k)− E[Vk+1(rk+1, x

∗
k+1)|Fk],

两边取期望求和, 再利用条件VN(i, x) = h(i, x), 得

E[
N−1∑
k=0

l(i, x∗
k, u

∗
k)] + E[h(i, x∗

N)] = V0(r0, x0),

即

J(u∗) = V0(r0, x0). (30)

下证u∗为最优控制. 设u={uk}为容许控制, xk为

相应的状态, 由式(29), 并利用条件(25), 有

l(i, xk, uk) > Vk(i, xk)−E[
∑
j∈S

qijVk+1(j, xk+1)|Fω
k ],

两边取数学期望并求和得

J(u) > V0(r0, x0),

由式(30)得

J(u) > J(u∗),

因此u∗ = {u∗
k}是最优控制问题(1)–(2)的最优控制.

证毕.

注注注 2 将定理2中的条件(24)–(25)整合, 可得到u∗是如

下Hamilton-Jacobi-Bellman方程的解:

min
u∈U

[∆uVk(i, x) + l(i, x, u)] = 0, ∀i ∈ S. (31)

注注注 3 定义Hamilton函数如下:

H̃k(i, x, u) = ∆uVk(i, x) + l(i, x, u), (32)

则Hamilton-Jacobi-Bellman方程(31)可表示为

min
u∈U

H̃k(i, x, u) = 0, ∀i ∈ S. (33)

定理2给出了最优控制问题的充分条件, 但求解

Hamilton-Jacobi-Bellman方程(31)或方程(33)存在困

难. 在H̃k关于u具有二阶连续偏导数的条件下, 可以

用如下的定理3来获取最优控制.

定定定理理理 3 设H̃k关于u ∈ U ⊂ Rnu二阶连续可微,
如果存在函数ζk(i, x)满足以下条件:

1) H̃k(i, x, ζk(i, x)) ≡ 0, ∀i ∈ S, x ∈ Rn;

2)
∂H̃k

∂u
(i, x, u)|u=ζk(i,x) = 0, ∀i ∈ S, x ∈ Rn;

3)
∂2H̃k

∂u2
(i, x, u) > 0, ∀i ∈ S, x ∈ Rn, u ∈ Rnu ,

那么具有{u∗
k=ζk(i, x)}k=1,··· ,N−1结构的控制器是

最优控制问题(1)–(2)的最优控制.

证 对任意x ∈ Rn, 在uk = ζk(i, x)处，对H̃k进

行泰勒展开, 有

H̃k(i, x, u) = H̃k(i, x, ζk(i, x)) + ⟨∂H̃k

∂u
|u=ζk(i,x),

u− ζk(i, x)⟩+
1

2
[u− ζk(i, x)]

T ×

∂2H̃k

∂u2
|u=ζk(i,x)+θ(u−ζk(i,x)) ×

[u− ζk(i, x)],

其中0 < θ < 1. 由条件3), 有

H̃k(i, x, u)> H̃k(i, x, ζk(i, x)) +

⟨∂H̃k

∂u
|u=ζk(i,x), u− ζk(i, x)⟩,

再由条件1)和2), 有
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H̃k(i, x, u) > 0, ∀i ∈ S, (34)

由定理2可得u∗
k = ζk(i, x)是最优控制.

注注注 4 下面讨论定理1与定理3之间的关系. 为了方便,
假设Vk(i, x)与i无关, 则

∆uVk(i, x) = E[Vk+1(g(i, x, u) +

σ(i, x, u)ωk)]− Vk(x),

相应地, 式(32)中的Hamilton函数即为

H̃k(i, x, u) = E[Vk+1(g(i, x, u) +

σ(i, x, u)ωk)]− Vk(x) + l(i, x, u),

首先, 对定理3中的Hamilton函数H̃k求关于x的一阶偏导数,
则有

∂H̃k

∂x
=E[lx(i, x, u) + gTx (i, x, u)

∂Vk+1

∂x
+

d∑
s=1

σs
x[i x u]T

∂Vk+1

∂x
ωs
k]−

∂Vk
∂x

(i, x),

然后, 由定理3中条件1)知，对任意x ∈ Rn, 恒有

H̃k(i, x, ζk(i, x)) = 0,

若设ζ(i, x)具有连续导数, 则上式两边可对x求导, 则

∂H̃k

∂x
+

d∑
s=1

ζsx[i x]T
∂H̃k

∂us
(i, x, ζk(i, x)) = 0,

注意到u∗ = ζ(i, x), 再由定理3中条件2)可知

∂H̃k

∂x
(i, x, u∗) = 0,

即

∂Vk
∂x

=E[lx(i, x, u
∗) + gTx (i, x, u∗)

∂Vk+1

∂x
+

d∑
s=1

σs
x[i x u∗]T

∂Vk+1

∂x
ωs
k],

在u, x分别取最优控制u∗k+1和最优轨道x∗k+1时,令

pk+1(i) =
∂Vk+1

∂x
(i, x∗k+1),

Qs
k+1(i) =

∂Vk+1

∂x
(i, x∗k+1)ω

s
k,

Qk+1(i) = (Q1
k+1(i), · · · , Q

d
k+1(j)),

通过上式与倒向随机差分方程(19)比较可知, pk, Qk满足离

散时间倒向随机差分方程(19).

证毕.

4 例例例子子子

例例例 1 对如下带Markov跳的线性随机控制系统:{
xk+1 = A(rk)xk +B(rk)uk + C(rk)xkωk,

x0 ∈ Rn, k = 0, 1, · · · , N − 1,
(35)

考虑如下线性二次问题:

J(u) =E{
N−1∑
k=0

[xT
k Q̃(rk)xk + 2xT

k S̃(rk)uk +

uT
k R̃(rk)uk]}+ E[xT

NQ̃(rN)xN ], (36)

其中: A,C, Q̃ ∈ Rn×n; B,S ∈ Rn×nu ; R ∈ Rnu×nu

为矩阵; 随机噪声ωk是相互独立的1维随机变量且

E[ωk]=0, E[ω2
k]=1; rk是状态空间为S的齐次Mark-

ov链, 转移概率满足式(4)–(5), {rk}与{ωk}相互独立.

将文献[24]定理3.1中的平均场部分去掉, 可以得

到最优控制问题(35)–(36)的状态反馈最优控制为

u∗
k = −Π−1(rk,Pk+1)Ξ(rk,Pk+1)x

∗
k, (37)

其中{Pk} > 0是以下Riccati方程的解:
Pk(i) = Γ (i,Pk+1)−Ξ[i Pk+1]

T×
Π−1(i,Pk+1)Ξ(i,Pk+1),

PN(i) = Q̃N(i), i ∈ S, k = 0, 1, · · · , N − 1,

(38)

其中: 符号Π,Ξ和Γ分别为

Π(i,Pk+1) =
∑
j∈S

qij[B
T
k (i)Pk+1(j)Bk(i) + R̃(i)],

Ξ(i,Pk+1) =
∑
j∈S

qij[B
T
k (i)Pk+1Ak(i) + S̃T(i)],

Γ (i,Pk+1) =
∑
j∈S

qij[A(i)
T(i)Pk+1(j)A(i) +

C(i)TPk+1C(i) + Q̃(i)],

取Hamilton函数为

H(i, x, u, p,Q) = xTQ(i)x+ xTS(i)x+

uTR(i)u+ ⟨p,A(i)x+

B(i)u⟩+ ⟨Q,C(i)x⟩, (39)

设x∗
k是式(37)确定的最优控制u∗对应的状态轨道, 由

定理1知最优控制问题(35)–(36)对应的伴随倒向随机

差分方程为

pk(i) = E{
∑
j∈S

qij[2Q̃(i)x∗
k+1 + 2S̃(i)u∗

k+1+

AT(i)pk+1(j)+

CT(i)pk+1(j)Qk+1|Fω
k ]},

Qk(i) = E{
∑
j∈S

qij[2Q̃(i)x∗
k+1 + 2S̃(i)u∗

k+1+

AT(i)pk+1(j) + CT(i)pk+1(j)×
Qk+1]ωk|Fω

k },

pN−1(i) = 2E{
∑
j∈S

qijQ̃(j)xN |Fω
N−1},

QN−1(i) = 2E{
∑
j∈S

qijQ̃(j)xNωN−1|Fω
N−1},

i ∈ S, k = 0, 1, · · · , N − 2,

由定理1可知, 对任意m = 0, 1, · · · , N − 1有

Hu(i, x
∗
m, u

∗
m, pm(i), Qm(i)) = 0 a.s.

例例例 2 考虑图1所示的风光储联合发电的微电网

优化管理系统[35].

该系统包括风力发电Pwind、太阳能发电Psolar、

输送电网Pgrid和储能设备Psto4个模块. 下面对该系

统进行建模, 设xt是该系统在时刻t储存设备的能量
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状态, ut是能量储存策略, 马尔科夫链rt代表着风能和

太阳能由于阴天下雨、光照强弱、昼夜交替、风力强

度大小等自然变化而引起的发电模式之间的随机切

换. 这里设马尔可夫链rt的影响表现在风光发电的总

电能P = Pwind + Psolar与预测电量P̃之间的差别, 即
预测误差

∆P = P − P̃ ,

设∆P满足如下差分方程:

∆P (t+ 1) = a(rt)∆P (t)+σ(rt)∆P (t)ωt, (40)

其中: rt = 1表示风力发电; rt = 2为光电; ωt表示随

机因素对∆P的影响, ωt是相互独立的随机变量且

E[ωt] = 0, E[ω2
t ] = 1.

∆

Pwind

Psolar

Psto

Psto

P

P

SoE *

Pgrid

Pgrid
*

~

图 1 风光储联合发电的微电网优化管理系统

Fig. 1 Microgrid optimization management system for

wind-solar-energy-storage power plant

SoE(t)是t时刻电能储存设备(储蓄电池)的能量

状态, Psto(t)是t时刻的风光发电设备对储蓄电池的输

入或输出电量, 若Psto(t) > 0表示发电量供应电网需

求Pgrid的电量充足有结余并将多余电量存入储蓄电

池(充电过程), 若Psto(t) < 0表示发电量供应电网需

求Pgrid的电量不足, 需要用储蓄电池向电网补充供

电(放电), 以满足电网需求, 若Psto(t) = 0表示发电量

恰好满足电网需求, 即Psto(t)对应着电池充放电过程

的调控策略. 因此, 电池在t时刻的电能SoE(t)满足如

下方程:

SoE(t+ 1) = SoE(t) + Psto(t). (41)

优化目标是使得多出的预测电量∆P能够尽可能

地储存起来, 即预测误差∆P与电量储存Psto之间的

差别尽可能地小, 因此引入如下的优化目标:

min
Psto

E
T∑

t=0

|∆P (t)− Psto(t)|2, (42)

约束条件为式(40)–(41).

记

x =

[
SoE

∆P

]
, u = Psto, A(rt) =

[
a(rt) 0

0 1

]
,

B =

[
0

1

]
, C(rt) =

[
σ(rt) 0

0 0

]
,

Q =

[
0 0

0 1

]
, S =

[
0

−1

]
, R = 1,

则上述优化问题的目标函数为

J(u) =E[
T−1∑
t=0

(xT
t Qxt + 2xT

t Sut +Ru2
t )] +

E[xT
TQxT], (43)

其中u(T) = 0.

状态约束条件为{
xt+1 = A(rt)xt +But + C(rt)xtωt,

x0 ∈ R2, rt ∈ S = {1, 2}, t = 0, 1, · · · , T − 1,

(44)

根据例1的结论可知, 优化问题(43)–(44)的最优控制、

Hamilton函数和伴随倒向随机差分方程分别由式(37)
(39)–(40)确定. 在本例中, 设

a(1) = 0.8, a(2) = 1.2, σ(1) = 0.02, σ(2) = 0.1,

Markov链的一步转移概率矩阵为

π =

[
0.6 0.4

0.7 0.3

]
,

ωk为高斯噪声, 即ωk是相互独立的服从标准正态分布

的随机变量, 相应的状态轨道与控制策略如图2所示.
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100 5 2015

SoE
∆

( )
( )

/ h

/ h

/ h

图 2 Markov链、高斯噪声、状态轨道和控制轨道曲线

Fig. 2 Trajectories of Markov chain, Gaussian noise,

system state and controller.

由图2可以看出, 在最优控制策略ut的作用下, 虽
然系统(44)受到随机噪声ωt和Markov跳过程rt的影
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响, 预测误差∆P和储能设备的状态SoE仍趋于平衡

的, 从而达到控制目标.

5 结结结论论论

本文把离散时间随机最优控制问题中的针状变分

法推广到一类同时含有Markov链和乘性噪声的离散

时间非线性随机系统的最优控制问题, 并获得相应的

最大值原理和动态规划原理. 利用针状变分法, 对状

态方程进行一阶变分, 获得相应的线性差分方程. 通
过由倒向随机差分方程刻画的伴随方程的适应解, 结
合条件期望的平滑性, 给出并证明了同时含有Markov
跳和乘性噪声的离散时间非线性随机最优控制系统

的最大值原理, 并通过引入Hamilton函数获得了该最

优控制问题的必要条件. 同时, 在引入辅助函数的基

础上, 结合差分方程解的马氏性, 通过Hamilton-Jaco-
bi-Bellman方程, 给出并证明了该最优控制问题的一

个充分条件, 获得相应的动态规划原理. 最后, 通过一

个具体例子说明所研究问题的实际意义和可行性.
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