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热热热–板板板传传传输输输系系系统统统的的的稳稳稳定定定性性性分分分析析析

张 琼†

(北京理工大学数学与统计学院复杂信息数学表征分析与应用北京市重点实验室,北京 100081)

摘要:本文研究由处于相邻区域的板方程和热方程构成的耦合系统的稳定性质,其中耦合来自两个区域的交界
面上的传输边界条件.在该传输系统中,热方程起着控制器的作用,且耗散通过交界面传输并影响板方程.文献[1]
证明了在板方程上施加额外的控制器时,该二维传输系统的能量呈指数衰减.通过应用频域方法,椭圆方程的正则
性理论等,可以得到:仅由热方程的耗散即可使得闭环系统指数稳定.这一指数稳定的结论与相应的一维传输系统
的性质吻合.最后,文章还分析了不同传输边界条件下的板–热耦合系统的稳定性.
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Stability analysis of an interaction system coupling
plate equation and heat equation
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Abstract: In this paper, we study the stability of a coupled system which consists of a plate equation and a heat equation
in adjacent domains, where the coupling comes from the transmission boundary conditions at the interface of the two do-
mains. The heat equation is considered as the controller of the whole system. The dissipative damping produced in the heat
equation affects the plate equation via the boundary connections. It is known that the energy of this two-dimensional system
decays exponentially when there is an additional dissipation in the boundary of the plate part[1]. In this paper, we obtain the
exponential stability of the system with dissipation only in heat equation with the help of the frequency domain method,
theory of elliptic equations, etc. It is consistent with the stability properties of corresponding one-dimensional beam-heat
interaction system. Finally, we also analyze several plate-heat interaction systems with different coupling conditions.
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1 引引引言言言

令Ω ⊂ R2是一个有界域, Ω1, Ω2是其子区域,且

满足Ω̄ = Ω̄1 ∪ Ω̄2和Ω1 ∩Ω2 = ∅.分别记Ω, Ω1, Ω2

的边界为Γ, ∂Ω1, ∂Ω2,子区域Ω1与Ω2之间的交界面

为γ,即γ
.
= Ω̄1∩ Ω̄2.假设∂Ω1 = γ, ∂Ω2 = Γ ∪γ,且

充分光滑.本文将研究一个由Ω1上的板方程和Ω2上

的热方程构成的耦合系统,其中耦合是通过交界面γ

上的边界传输条件产生的(如图1所示).设变量w, θ分

别描述Ω1上板的位移和Ω2上的温度,该传输系统的

偏微分方程模型如下:



wtt +∆2w = 0, (x, t) ∈ Ω1 × R+,

θt −∆θ = 0, (x, t) ∈ Ω2 × R+,

B1w = 0, (x, t) ∈ γ × R+,

B2w − w = ∂ν2
θ, (x, t) ∈ γ × R+,

wt = θ, (x, t) ∈ γ × R+,

θ = 0, (x, t) ∈ Γ × R+,

w(0) = w0, x ∈ Ω1,

wt(0) = w1, x ∈ Ω1,

θ(0) = θ0, x ∈ Ω2,

(1)
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其中: w0, w1, θ0是初值, B1, B2是边界算子.

B1w = ∆w + (1− µ)(2ν11ν12
∂2w

∂x1∂x2

−

ν2
11

∂2w

∂x2
2

− ν2
12

∂2w

∂x2
1

),

B2w = ∂ν1
∆w + (1− µ)∂τ1((ν

2
11 − ν2

12)
∂2w

∂x1∂x2

+

ν11ν12(
∂2w

∂x2
2

− ∂2w

∂x2
1

)),

νi = (νi1, νi2)分别是边界∂Ωi上的单位外法向量, τi

= (−νi2, νi1)是∂Ωi上的单位切向量, 0 < µ <
1

2
是

Poisson率.
系统(1)的能量函数定义为

E(t) =
1

2
[
w
Ω1

|wt(x, t)|2dx+
w
γ
|w(x, t)|2dx+

a(w(x, t)) +
w
Ω2

|θ(x, t)|2dx], (2)

其中双线性型a(w) = a(w,w)定义为

a(w1, w2) =
w
Ω1

[
∂2w1

∂x2
1

∂2w2

∂x2
1

+
∂2w1

∂x2
2

∂2w2

∂x2
2

+

µ(
∂2w1

∂x2
1

∂2w2

∂x2
2

+
∂2w1

∂x2
2

∂2w2

∂x2
1

)+

2(1− µ)
∂2w1

∂x1∂x2

∂2w2

∂x1∂x2

]dx,

∀w1, w2 ∈ H2(Ω1).

显然地,应用Green公式可得
d

dt
E(t) = −

w
Ω1

|∇θ|2dx 6 0. (3)

因此系统(1)的能量函数(2)是关于时间t的非增函

数.本文将进一步研究当时间充分大时,系统(1)的能
量的衰减性质.

Γ

γ

1

2

2Ω
2

Ω
1

图 1 板–热传输系统
Fig. 1 Plate-heat interaction system

耦合系统在工程控制中起着非常重要的作用,关
于耦合系统的控制问题的研究也日益丰富.许多工程
控制上的模型都由耦合无限维系统描述,譬如声学小
室模型、层压材料模型、热弹性系统、粘弹性系统、

流体–结构交互模型、常微分–偏微分方程耦合系统等
(见文献[2–11]).传输系统是由若干居于不同区域上
的偏微分方程通过边界条件联结构成的耦合系统,譬
如流体–弹性传输系统可描述潜艇表面与水的交互作
用[12–13].在基于耦合偏微分系统的控制问题中,控制
器设计与稳定问题一直是该领域的研究热点之一.在
考虑耦合系统的控制问题时,一般会力求施加最少的
控制器达到控制目的.因此,传输系统的控制器设计
与稳定性分析与各个偏微分子系统的性质,传输边界
条件的设定,控制器的位置和类型等诸多因素相关.
文献[12–23]等分别考虑了波–板传输系统、热–波传
输系统、波–粘弹性波传输系统等的稳定和控制问题.
众所周知,依据能量衰减的速率,无限维系统的稳

定性可分为指数稳定、多项式稳定、对数稳定等. 1992
年,文献 [24]提出区域的几何控制条件 (geometric
control condition, GCC),并指出:当控制区域满足
GCC条件时,具有局部粘性阻尼的波方程是指数稳定
的.最近,文献[1, 15, 23]等分析了受控区域满足一定
几何条件时的系统的稳定性质.其中文献[1]主要讨论
一维和二维板–热传输系统(1),该文首先分析了相应
于式(1)的一维系统的Riesz基性质,并得到一维板–热
系统的解呈指数衰减,并且具有Gevrey型正则性质.
该文也研究了二维传输系统(1)的指数稳定性,但是需
要两个条件: 1)在板方程边界上施加一个控制; 2)区
域Ω,Ω1, Ω2满足合适的几何条件.因此,一个自然的
问题是:板方程上的控制器是否为必要的? Ω2上的热

方程的耗散作用是否足以使得二维系统指数稳定? 本
文将就这一问题展开研究,即讨论保守板方程和热方
程构成的耦合系统(1)的长时行为,证明其能量的指数
衰减性质.此外,还研究其它传输边界条件下的板–热
传输系统的指数稳定性,从而进一步完善了高维板–
热传输系统稳定性的结论.本文的主要工具包括算子
半群指数稳定性的频域判据、椭圆方程的正则性理

论、Sobolev空间理论等.
本文的结构如下:第2节主要研究系统(1)的指数

稳定性;第3节分析具有其它传输边界条件的板–热传
输系统,并提出一些未解决的问题.

2 传传传输输输系系系统统统的的的指指指数数数稳稳稳定定定性性性

首先,定义以下Hilbert空间及其范数,并以此作为
系统的能量空间.

H .
= H2(Ω1)× L2(Ω1)× L2(Ω2),

∥Z∥2H = a(w)+∥w∥2L2(γ)+∥y∥2L2(Ω1)
+∥θ∥2L2(Ω2)

,

∀Z = (w, y, θ) ∈ H.

在H上定义一个无界线性算子A

AZ = (y,−∆2w,∆θ), ∀Z = (w, y, θ) ∈ D(A),

D(A) = {(w, y, θ) ∈ H : ∆2w ∈ L2(Ω1),
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y ∈ H2(Ω1), θ ∈ H2(Ω2) ∩H1
Γ (Ω2),

B1w = 0, B2w − w = ∂ν2
θ, y = θ on γ},

其中H1
Γ (Ω2) = {θ ∈H1(Ω2) : θ = 0 on Γ}.因此,令

Z(t) = (w(·, t), wt(·, t), θ(·, t)),系统(1)可以写为H
上的发展方程

Ż(t) = AZ(t), Z(0) = Z0 = (w0, w1, θ0) ∈ H.

(4)

系统(1)的适定性可由经典的半群理论证明[25].事
实上,应用与文献[1]中同样的方法可以得到以下结
论:

引引引理理理 1 算子A是Hilbert空间H上的一个C0压

缩半群的无穷小生成元,且有0 ∈ ρ(A).

注注注 1 在系统(1)中,交界面γ上边界条件中的w|γ项是
不可缺少的.因为它使人们可以自然地引入H2(Ω1)上的等价

范数[a(w) + ∥w∥2L2(γ)]
1
2 (见文献[26]第79页或文献[27]).

本文将研究耦合系统(1)的稳定性.在证明主要结
论时,将用到以下几个引理:

引引引理理理 2 [28–29] 假设算子A在Hilber空间H上生成

有界C0半群eAt.则半群eAt指数稳定的充要条件是:
{l ∈ C|Reλ = 0} ∈ ρ(A)以 及sup

λ∈R
∥(ilI − A)−1∥H

<∞.

引引引理理理 3 [23, 30–31] 令x0 ∈ R2是给定的点, m(x)
.
=

x − x0.设w ∈ H2(Ω1)满足∆2w ∈ L2(Ω1),则以下
等式成立:w

Ω1

∆2w(m · ∇w)dx =

a(w) +
1

2

w
∂Ω1

(m · ν1)b(w)dΓ+w
∂Ω1

[B2w(m · ∇w)− B1w∂ν1
(m · ∇w)]dΓ, (5)

其中

b(w(x)) = |∂
2w

∂x2
1

|2 + |∂
2w

∂x2
2

|2 + 2µ
∂2w

∂x2
1

∂2w

∂x2
2

+

2(1− µ)| ∂2w

∂x1∂x2

|2.

本节的主要结论为:

定定定理理理 1 令有界域Ω ⊂ R2及其子区域Ω1, Ω2满

足Ω̄ = Ω̄1 ∪ Ω̄2, Ω1 ∩ Ω2 = ∅和∂Ω1 = γ, ∂Ω2 = Γ

∪ γ.假设
(m · ν1)|γ > 0, (H)

则系统(1)的能量呈指数衰减,即存在正常数M, ω,使
得

E(t) 6 Me−ωtE(0), ∀t > 0.

证 由引理2可知:若能够证明存在r > 0,

inf
λ∈R

{∥iλZ −AZ∥H|Z ∈ D(A), ∥Z∥H = 1} > r,

(6)

则半群是指数稳定的.假设式(6)不成立,则存在满
足|λn| > [2∥A−1∥]−1的实数序列λn和单位向量序

列Zn = (wn, yn, θn) ∈ D(A),使得下式成立:

∥(iλnI −A)Zn∥H → 0. (7)

设λn > 0 (显然该假设不影响证明).从式(7)可得,
当n → ∞时

f1,n
.
= iλnwn − yn → 0, H2(Ω1), (8)

f2,n
.
= iλnyn +∆2wn → 0, L2(Ω1), (9)

f3,n
.
= iλnθn −∆θn → 0, L2(Ω2). (10)

此外,由算子A的耗散性可得Re⟨AZn, Zn⟩H =

−∥∇θn∥2L2(Ω2)
,将其与式(7)结合得到

∥∇θn∥L2(Ω2) → 0. (11)

由于θn|Γ = 0,因此

∥θn∥H1(Ω2) → 0. (12)

从式(8)–(9)可知变量wn满足以下边值问题:
−λ2

nwn +∆2wn = iλnf1,n + f2,n, Ω1,

B1wn = 0, γ,

B2wn − wn = ∂ν2
θn, γ,

iλnwn = θn + f1,n, γ.

(13)

引入线性算子

Gϕ = φ ⇔

∆2φ = 0, Ω1,

B1φ = 0, B2φ− φ = ϕ, γ.
(14)

应用正则性理论可知[30, 32–34],

G ∈ L(Hs(γ),Hs+ 7
2 (Ω1)), s ∈ R. (15)

定义变量

ϕn
.
= (B2wn − wn)|γ , un

.
= wn −Gϕn. (16)

则un满足
−λ2

nun +∆2un = Vn, Ω1,

B1un = 0, B2un − un = 0, γ,

iλnun = −iλnGϕn + θn + f1,n, γ,

(17)

其中

Vn
.
= λ2

nGϕn + iλnf1,n + f2,n.

下面将证明满足式(7)的向量序列Zn具有以下性

质:

∥Zn∥H → 0. (18)

这与Zn是单位向量的假设矛盾,从而完成定理的
证明.
首先,若序列λn和单位向量序列Zn满足式(7),以

下引理成立,该结论的证明将在本节末给出.
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引引引理理理 4 当n → ∞时,存在正常数C1, C2,有

a(un) + 2λ2
n

w
Ω1

|un|2dx 6

2Re
w
Ω1

Vn(m · ∇un)dx+

2(C1λ
2
n + C2)∥un∥2L2(γ) (19)

和

λn∥Gϕn∥H1(Ω1) → 0, (20)

λn∥un∥L2(γ) → 0, (21)

Re
w
Ω1

Vn(m · ∇un)dx → 0. (22)

将式(21)–(22)代入式(19),得到

a(un), λn∥un∥L2(Ω1) → 0. (23)

因此,结合式(8)(16)(20)和式(23),

∥yn∥L2(Ω1) → 0. (24)

此外,分别将式(8)与yn,式(9)与wn做内积,并将
所得等式相加可得

a(wn) + ∥wn∥2L2(γ) − ∥yn∥2L2(Ω1)
=

−
w
γ
∂ν2

θn(iλn)−1(θn + f1,n)dΓ + o(1). (25)

显然地,

|
w
γ
∂ν2

θn(iλn)−1(θn + f1,n)dΓ | 6

λ−1
n ∥∂ν2

θn∥L2(γ)(∥θn∥H1(Ω2) + f1,n∥H1(Ω1)). (26)

注意到θn满足椭圆边值问题
iλnθn −∆θn = f3,n, Ω2,

θn = 0, Γ,

θn = yn, γ,

因此,由椭圆边值问题的性质,迹定理和式(8)可以得
到:当n → ∞时,

∥∂ν2
θn∥L2(γ) 6

C∥θn∥H2(Ω2) 6
C(λn∥θn∥L2(Ω1) + ∥yn∥H 3

2 (γ)
) + o(1) 6

C(λn∥θn∥L2(Ω1) + λna(wn)
1
2 ) + o(1), C > 0.

(27)

将式(12)与式(27)代入式(26),并令n → ∞,得到

|
w
γ
∂ν2

θn(iλn)−1(θn + f1,n)dΓ | → 0. (28)

最后,结合式 (12)(24)–(25)和式 (28),即得到式
(18).
证毕.
引理4的证明 1) 首先,由Green公式和式(5),可

得 w
Ω1

∆2un(m · ∇un)dx =

a(un) +
w
γ
B2un(m · ∇un)dΓ+

1

2

w
γ
(m · ν1)b(un)dΓ (29)

和

− λ2
nRe

w
Ω1

un(m · ∇un)dx =

− 1

2
λ2
n

w
γ
(m · ν1)|un|2dΓ + λ2

n

w
Ω1

|un|2dx. (30)

因此,结合式(17)(29)和式(30)得到

a(un) + λ2
n

w
Ω1

|un|2dx =

Re
w
Ω1

Vn(m · ∇un)dx+
1

2
λ2
n

w
γ
(m · ν1)|un|2dΓ−

Re
w
γ
un(m · ∇un)dΓ − 1

2

w
γ
(m · ν1)b(un)dΓ.

由Cauchy–Schwarz不等式,存在正常数C1, C2使

得下式成立:

a(un) + 2λ2
n

w
Ω1

|un|2dx 6

2Re
w
Ω1

Vn(m · ∇un)dx−
w
γ
(m · ν1)b(un)dΓ+

2(C1λ
2
n + C2)

w
γ
|un|2dΓ, (31)

其中C1
.
= max{|m| : x∈γ}, C2 = C2

1C
2
3 ,且C3满足

∥u∥H1(γ) 6 C3∥u∥H2(Ω).最后,应用假设式(H)和

b(un) > (1−µ)(|∂
2un

∂x2
1

|2 + |∂
2un

∂x2
2

|2 + 2| ∂2un

∂x1∂x2

|2),

可以从式(31)得到式(19).

2) 由式(15),并结合交界面上的边界条件可以得

到

∥Gϕn∥Hs(Ω1) 6 C∥∂ν2
θn∥Hs− 7

2 (γ)
. (32)

特别地,当s = 1时,

∥Gϕn∥H1(Ω1) 6 C∥∂ν2
θn∥H− 5

2 (γ)
6 C∥θn∥H−1(Ω1).

(33)

结合式(10)和式(12)可以得到

lim
n→∞

λn∥θn∥H−1(Ω1) =

lim
n→∞

∥∆θn∥H−1(Ω1) 6

C lim
n→∞

∥θn∥H1(Ω1) = 0. (34)

因此,从式(33)–(34)证明了式(20).

3) 由式(17)和迹定理可以得到

λn∥un∥L2(γ) 6
∥ − iλnGϕn + θn + f1,n∥L2(γ) 6
λn∥Gϕn∥H1(Ω1) + ∥θn∥H1(Ω1) + ∥f1,n∥H1(Ω1).

(35)

将式(8)(12)和式(20)代入上式,证明了式(21).
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4) 由变量Vn和un的定义可得w
Ω1

Vn(m · ∇un)dx =

Re
w
Ω1

(λ2
nGϕn + iλnf1,n+

f2,n)(m · ∇(wn −Gϕn))dx. (36)

首先,由式(8)(20)以及Cauchy–Schwarz不等式,

lim
n→∞

λ2
n|(Gϕn,m · ∇wn)L2(Ω1)| 6

lim
n→∞

∥λnGϕn∥H1(Ω1)∥λnwn∥L2(Ω1) = 0. (37)

类似地,当n → ∞时有

lim
n→∞

λ2
n|(Gϕn,m · ∇Gϕn)L2(Ω1)| 6

C lim
n→∞

λ2
n∥Gϕn∥2H1(Ω1)

= 0, (38)

lim
n→∞

λn|(f1,n,m · ∇wn)L2(Ω1)| 6

C lim
n→∞

∥f1,n∥H1(Ω1)∥yn∥L2(Ω1) = 0, (39)

lim
n→∞

λn|(f1,n,m · ∇Gϕn)L2(Ω1)| 6

C lim
n→∞

∥f1,n∥H1(Ω1)∥λnGϕn∥H1(Ω1) = 0, (40)

lim
n→∞

|(f2,n,m · ∇(wn −Gϕn))L2(Ω1)| 6

C lim
n→∞

∥f2,n∥L2(Ω1)(∥wn∥H2(Ω1)+

∥Gϕn∥H1(Ω1)) = 0. (41)

综上所述,将式(37)–(41)代入式(36),式(22)得证.
证毕.

注注注 2 在板–热传输系统(1)中,控制为子区域Ω2上的

热方程.容易验证,满足定理1中的假设的区域Ω,Ω1, Ω2也满

足几何控制条件[24].因此,定理1中的假设是合理的.从以上
结论可得到,控制器的类型和控制区域的几何性质均可影响
传输系统的稳定性质.

3 不不不同同同传传传输输输条条条件件件下下下的的的系系系统统统

在上一节中,给出传输系统(1)的指数稳定性质.
本节将研究当交界面γ上的耦合条件不同时,板–
热传输系统的稳定性质.具体地,将考虑以下偏微分
方程模型:

wtt +∆2w = 0, (x, t) ∈ Ω1 × R+,

θt −∆θ = 0, (x, t) ∈ Ω2 × R+,

B1w = 0, (x, t) ∈ γ × R+,

B2w − w = ∆θ, (x, t) ∈ γ × R+,

wt = ∂ν2
θ, (x, t) ∈ γ × R+,

θ = 0, (x, t) ∈ Γ × R+,

w(0) = w0, wt(0) = w1, x ∈ Ω1,

θ(0) = θ0, x ∈ Ω2,

(42)

其中二维区域Ω及其子区域Ω1, Ω2均满足第1节的相

关假设.该系统的能量函数为

E1(t) =
1

2
[
w
Ω1

|wt(x, t)|2dx+
w
Ω2

|∇θ(x, t)|2dx+

a(w(·, t)) +
w
γ
|w(x, t)|2dΓ ]. (43)

直接计算可得

d

dt
E1(t) = −

w
Ω2

|∆θ|2dx = −
w
Ω2

|θt|2dx 6 0.

(44)

首先,定义能量空间,将式(42)写为一阶发展方程,
进而考虑系统(42)的稳定性.

H1
.
= H2(Ω1)× L2(Ω1)×H1

Γ (Ω2),

∥Z∥2H1
= a(w) + ∥w∥2L2(γ) + ∥y∥2L2(Ω1)

+

∥∇θ∥2L2(Ω2)
, ∀Z = (w, y, θ) ∈ H1,

其中H1
Γ (Ω2)如第2节所定义.在H1上定义无界线性

算子A1

A1Z = (y,−∆2w,∆θ), ∀Z = (w, y, θ) ∈ D(A1),

D(A1) = {(w, y, θ) ∈ H1 : ∆
2w ∈ L2(Ω1),

y ∈ H2(Ω1), ∆θ ∈ H1(Ω2), θ ∈ H2(Ω2),

B1w = 0, B2w − w = ∆θ, y = ∂ν2
θ γ}.

因此,令Z(t)=(w(·, t), wt(·, t), θ(·, t)),系统(42)
可以写为

Ż(t) = A1Z(t), Z(0) = Z0 = (w0, w1, θ0) ∈ H1.

容易证明,算子A1是Hilbert空间H1上的一个C0

半群的无穷小生成元,且0 ∈ ρ(A1).此外,应用与第2
节相同的方法,可以得到以下指数稳定的结论:

定定定理理理 2 假设Ω,Ω1, Ω2满足定理1中的假设.则
系统(42)的能量呈指数衰减.

证 假设存在满足λn > [2∥A1∥]−1]的正实数序

列λn和单位向量序列Zn = (wn, yn, θn) ∈D(A1),使
得

∥(iλnI −A1)Zn∥H1
→ 0. (45)

则可以得到序列wn, yn, θn满足式(8)–(9)以及

f3,n
.
= iλnθn −∆θn → 0 in H1(Ω2), (46)

∆θn, λnθn → 0 in L2(Ω2). (47)

首先,将式(46)与θn在L2(Ω2)上作内积w
Ω2

(iλn|θn|2 + |∇θn|2)dx−
w
γ
∂ν2

θnθ̄ndΓ → 0.

将交界面上的边界条件和式(8)(47)代入上式,得
到

lim
n→∞

∥θn∥2H1(Ω2)
6

lim
n→∞

∥yn∥H 1
2 (γ)

∥θn∥H− 1
2 (γ)

6

lim
n→∞

λn∥wn∥H1(Ω2)∥θn∥L2(Ω2) = 0. (48)
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结合式(47)和式(48)可得

∥θn∥H2(Ω2) → 0. (49)

引入式(16)所定义的变量ϕn, un.得到以下边值问

题:
−λ2

nun +∆2un = Vn, Ω1,

B1un = B2un − un = 0, γ,

iλnun = −iλnGϕn + ∂ν2
θn + f1,n, γ.

(50)

下面证明引理4中的式(20).事实上,注意到

∥Gϕn∥H1(Ω1) 6 C∥∆θn∥H− 5
2 (γ)

6 C∥θn∥L2(Ω1).

(51)

再由式(46)和式(47)可知:当n → ∞时,

λn∥θn∥L2(Ω1) 6 ∥∆θn∥L2(Ω1) → 0. (52)

因此,结合上两式即可得到式(20).显然引理4的

其余结论也成立.

将式(8)–(9)分别与yn, wn作内积,得到

a(wn) + ∥wn∥2L2(γ) − ∥yn∥2L2(Ω1)
=

− Re
w
γ
∆θn(iλn)−1(∂ν2

θn + f1,n)dΓ + o(1).

(53)

显然地,从式(46)(49)和迹定理可以得到 lim
n→∞

∥λ−1
n ∆θn∥L2(γ) = lim

n→∞
∥θn∥L2(γ) = 0,

lim
n→∞

∥∂ν2
θn∥L2(γ) = 0.

(54)

将式(54)代入式(53)得到:当n → ∞时,

a(wn) + ∥wn∥2L2(γ) − ∥yn∥2L2(Ω1)
→ 0. (55)

此外,应用与定理1的证明中同样的方法,可以证

明式(24)成立.最后,结合式(24)(49)(55),再次得到式

(18). 证毕.

注注注 3 在定理1和2中,考虑了两类传输边界条件下板–
热传输系统的指数稳定性.由交界面γ上不同的耦合条件可

得不同的传输系统,譬如

w = 0, B1w = −θ, ∂ν1wt = ∂ν2θ, γ (56)

和

∂ν1w = 0, B2w − w = ∂ν2θ, wt = θ, γ (57)

等.由于乘子等式(19)中的高阶边界项无法估计,具有式(56)
或式(57)等传输条件的板–热耦合系统的稳定性质还有待继
续探索.

注注注 4 本文证明了传输系统(1)和(42)的指数稳定性质,
这类高维传输系统的解的正则性问题亟待解决,将在今后的
工作中继续研究.
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