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摘要:本文基于标称点方法,研究了广义网络控制系统在短时变时延条件下的最优指数H∞控制问题.为了减小
网络诱导时延对系统保守性的影响,系统首先被建模为一个具有范数有界不确定项的离散时间系统.然后基于线性
矩阵不等式技术和李雅普诺夫稳定性判据,给出使得系统指数稳定的一般和最优H∞状态反馈控制器的存在条件

和设计方法. 最后通过3个算例证明了本文工作的有效性.
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Abstract: In this paper, the optimal exponential H∞ control problem for singular networked control systems with short
time-varying delay is studied by using the nominal point method. The system is first modeled as a discrete-time system
with norm-bounded uncertainties in order to reduce the influence of network-induced delay on the system conservativeness.
Then, the existence condition and the design method of a general and an optimal H∞ state feedback controller are given
respectively based on the linear matrix inequality technique and the Lyapunov stability criterion. These controllers enable
the system to be exponentially stable. Finally, three numerical examples are delivered to verify the validity of the work in
this paper.
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1 引引引言言言

网络控制系统 (networked control systems, NCSs)
是控制回路通过网络进行连接的反馈控制系统[1–3].
由于系统中的网络带宽受到物理限制,因此导致网络
诱导时延的产生无法避免[1]. 网络诱导时延的存在对
系统的性能将造成很大的影响,甚至导致系统的失稳.
因此,对于具有时延的NCSs的研究始终是控制领域

的一个研究热点[1–5].

广义系统区别于传统意义的正常系统,它可以对
现实世界中的客观系统进行更加自然地描述. 广义系
统常见于现实世界中,并且已经广泛应用于经济学理
论、电子电路理论、奇异摄动理论和大系统理论

等[6–7]. 文献[8]对具有短时变时延的广义NCSs的稳
定与镇定问题进行了研究.文献[9]对一类由分数布朗

收稿日期: 2021−09−06;录用日期: 2022−06−30.
†通信作者. E-mail: zhangzhao333@hotmail.com; Tel.: +86 412-5929816.
本文责任编委:岳东.
国家自然科学基金项目(71771112),流程工业综合自动化国家重点实验室开放课题基金资助项目(PAL–N201801),辽宁科技大学优秀人才培养项
目(2019RC05)资助.
Supported by the National Natural Science Foundation of China (71771112), the State Key Laboratory of Synthetical Automation for Process Indus-
tries Fundamental Research Funds (PAL–N201801) and the Excellent Talent Training Project of University of Science and Technology Liaoning
(2019RC05).



674 控 制 理 论 与 应 用 第 40卷

运动驱动的时滞马尔科夫跳变广义系统的量化反馈

控制问题进行了研究.

然而,在实际应用中,大多数系统总是存在着模型
不确定性以及外界不确定因素的干扰. 因此,在保证
系统的稳定性与可镇定性的基础上,研究系统的鲁棒
性具有十分重要的意义.鲁棒控制自问世以来,迅速
得到广大学者的关注和重视,始终是控制领域的一个
研究热点[3, 10–12]. 文献[6]对具有不确定性的广义随机
马尔科夫跳变系统的滑模控制问题进行了研究.文
献[13]基于观测器和输出反馈研究了一类不确定非线
性广义系统的自适应神经控制问题.文献[14]基于线
性矩阵不等式(linear matrix inequality, LMI)技术对
离散广义系统的容许性和鲁棒镇定性进行了探讨. 文
献[15–16]对广义NCSs的H∞状态反馈控制问题进行

了研究.文献[17–18]对广义NCSs的H∞动态输出反

馈控制问题进行了探讨. 然而,在文献[15–18]中,执
行器均采用时间方式驱动,人为地加大了时延. 文献
[19]分别给出了具有固定时延的广义NCSs的H∞状态

反馈控制器和动态输出反馈控制器的设计方法. 文
献[20]研究了具有固定时延和数据包丢失的广义NC-
Ss的H∞控制问题.但是,由于在文献[19–20]中,作者
都假设网络诱导时延是固定时延,因此其结果保守性
较大,且限制了其应用的范围.文献[21]基于标称点方
法对具有短时变时延的广义NCSs的指数保性能控制
问题进行了研究.然而据作者所知,目前还没有学者
使用标称点方法对具有短时变时延的广义NCSs的
H∞控制问题进行研究.

本文使用标称点方法,对具有短时变时延的广义
NCSs的最优指数H∞控制问题进行了探讨. 首先,使
用标称点方法建立NCSs模型,从而减小了网络诱导
时延对系统保守性的影响.其次,基于李雅普诺夫稳
定性定理和LMI技术,给出了一般和最优的指数H∞

状态反馈控制器存在的条件和设计方法. 最后,所提
策略的有效性通过3个仿真算例加以验证.

2 问问问题题题描描描述述述

本文考虑如下广义系统:
Eẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) +Hω(t),

y(t) = Cx(t),

x(t) = ϕ(t), t 6 0,

(1)

其中: 向量x(t) ∈ Rn为系统状态,向量u(t) ∈ Rm为

控制输入, 向量w(t) ∈ Rq为外部输入扰动,且满
足w(t) ∈ L2[0,∞),向量y(t)∈Rp为输出; E∈Rn×n

是实数奇异矩阵, A∈Rn×n, B∈Rn×m, H∈Rn×q和

C ∈Rp×n是系数矩阵; ϕ(t)是初值函数.

系统采样周期为常数h > 0. 首先给出如下假设:

假假假设设设 1 系统(1)是正则的,且无脉冲的.

假假假设设设 2 系统(1)中采用时间驱动的网络节点为

传感器;采用事件驱动的网络节点为执行器和控制器.

网络诱导时延τ(k) = τsc(k) + τca(k)是短时变时延,

满足0 6 τL 6 τ(k) 6 τU 6 h, (τU ̸= 0).

注注注 1 在文献[15–18]中,执行器采用时间方式驱动,

而非事件方式驱动,众所周知时间方式驱动需要时钟同步,并

且需要等到相应的时刻点才动作,从而人为地加大了时延,即

令τ(k) = h,而在本文中假设执行器采用事件驱动,从而克服

了上述缺点.

由假设1可知,一定存在可逆矩阵P和Q,使得
PEQ = diag{Ir, 0}, PB = [BT

1 BT
2 ]

T,

PAQ = diag{A1, In−r},

PH = [HT
1 HT

2 ]
T, CQ = Cd.

(2)

令x̄(t) = Q−1x(t)=[xT
1 (t) xT

2 (t)]
T,其中x1(t)∈Rr,

x2(t) ∈ Rn−r. 系统(1)等价于如下系统:

ẋ1(t) = A1x1(t) +B1u(t) +H1w(t), (3a)

0 = x2(t) +B2u(t) +H2w(t), (3b)

y(t) = Cdx̄(t), (3c)

x̄(t) = Q−1ϕ(t), t 6 0. (3d)

从kh到(k + 1)h对式(3a)积分,可得

x1((k + 1)h) =
w (k+1)h

kh
eA1((k+1)h−s)B1u(s)ds+w (k+1)h

kh
eA1((k+1)h−s)H1w(s)ds+

eA1hx1(kh), (4)

其中x1(kh), u(kh)和w(kh)分别记为x1(k), u(k)和

w(k). 由假设2可知,在每个采样区间内, u(t)都是一

个分段常数. 它可以表示为

u(t) =

u(k − 1), kh < t 6 kh+ τ(k),

u(k), kh+ τ(k) < t 6 (k + 1)h,
(5)

因此,由式(3)–(5),本文所考虑的广义NCSs被建模为

如下离散时间系统:

x1(k+1) = Ā1x1(k)+B̄10(τ(k))u(k)+

B̄11(τ(k))u(k−1)+H̄1w(k),

x2(k + 1) = −B2u(k)−H2w(k + 1),

y(k) = Cdx̄(k),

x̄(k) = Q−1ϕ(k), k = −1, 0,

(6)

其中: Ā1 = eA1h, H̄1 =
w h

0
eA1sdsH1,并且

B̄10(τ(k)) =
w h−τ(k)

0
eA1sdsB1, (7)

B̄11(τ(k)) =
w h

h−τ(k)
eA1sdsB1. 显然,可以得到
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B̄1 , B̄10(τ(k)) + B̄11(τ(k)) =
w h

0
eA1sdsB1. (8)

在本文中,采用如下状态反馈控制器:

u(k) = Kx̄(k) = KQ−1x(k), (9)

因此,可以将系统(6)改写为如下系统:
x̄(k + 1) = (Ad + B̄d0(τ(k))K)x̄(k)+

B̄d1(τ(k))Kx̄(k−1)+Hdw̄(k),

y(k) = Cdx̄(k),

x̄(k) = Q−1ϕ(k), k = −1, 0,

(10)

其中: Ad=diag{Ā1, 0}, Hd=diag{H̄1,−H2}, w̄(k)=
[wT(k) wT(k + 1)]T,且

B̄d0(τ(k)) = [B̄T
10(τ(k)) −BT

2 ]
T, (11)

B̄d1(τ(k)) = [B̄T
11(τ(k)) 0]T. (12)

令τN ∈ [τL, τU]是一个已知的标称点. 定义

δ(τ(k), τN, k) , τ(k)− τN. (13)

在本文中,将δ(τ(k), τN, k)简写为δ. 显然可以得到

δ ∈ [τL − τN, τU − τN]. (14)

将式(13)代入式(7),可以得到

B̄10(τ(k)) = B10 +DΘ(δ)B1, (15)

其中: D = eA1(h−τN), Θ(δ) ,
w −δ

0
eA1sds,且B10 =

B̄10(τN). 由式(8)(15),可以得到

B̄11(τ(k)) = B11 −DΘ(δ)B1, (16)

其中B11 = B̄11(τN). 将式(15)代入式(11),可得

B̄d0(τ(k))=Bd0+MΘ(δ)B1,

其中Bd0 = [BT
10 −BT

2 ]
T, M = [DT 0]T. 将式(16)代

入式 (12),可得 B̄d1(τ(k))= Bd1 −MΘ(δ)B1,其中
Bd1 =[BT

11 0]T. 因此,系统(10)可改写为如下系统:
x̄(k + 1) = Â0(δ)x̄(k) +Hdw̄(k)+

Â1(δ)x̄(k − 1),

y(k) = Cdx̄(k),

x̄(k) = Q−1ϕ(k), k = −1, 0,

(17)

其中:

Â0(δ) = Ad + (Bd0 +MΘ(δ)B1)K, (18)

Â1(δ) = (Bd1 −MΘ(δ)B1)K. (19)

在式(17)中指数不确定项Θ(δ)是唯一的时变项.由文
献[1]可知,当δ满足式(13)时, Θ(δ)是范数有界的,即

sup ∥Θ(δ)∥ ,
min

τL6τN6τU
max

τL−τN6δ6τU−τN
∥Θ(δ)∥ 6 σ. (20)

给出计算上确界σ和相对应的τN的两种方法.

方方方法法法 1 令s = −t,则Θ(δ) = ∥
w δ

0
e−A1sds∥. 令

−A1 = A′
1,则

Θ(δ) = ∥
w δ

0
eA

′
1sds∥. (21)

已知矩阵A1是r阶方阵, A1的全部特征值的最大

实部为γ1, −A1的全部特征值的最大实部为γ2. 对矩
阵A1舒尔(Schur)分解,即存在正交矩阵S,严格上三
角矩阵T和对角矩阵Λ,使得STA1S = Λ+ T成立.
显然, A′

1的全部特征值的最大实部为γ2, −A′
1的全部

特征值的最大实部为γ1. 对矩阵A′
1舒尔(Schur)分解,

即STA′
1S = Λ′ + T ′,其中: Λ′ = −Λ是对角矩阵,

T ′ = −T 是严格上三角矩阵.

由式(21)和文献[22]中引理3,可知

∥Θ(δ)∥ 6 σ̂(δ) =
r−1∑
k=0

∥T∥kσ1(δ), (22)

其中

σ1(δ) =

(
−1

γ2
)k+1 +

eγ2δ

γ2

k∑
i=0

(−1)iδk−i

γi
2(k − i)!

, 若δ > 0, γ2 ̸= 0;

(
−1

γ1
)k+1 +

eγ1|δ|

γ1

k∑
i=0

(−1)i|δ|k−i

γi
1(k − i)!

,若δ < 0, γ1 ̸= 0;

|δ|k+1

(k + 1)!
, 其他.

由式(22),对于给定的τN = τ̂N,可以得到

∥Θ(δ)∥ 6 max
τL−τ̂N6r6τU−τ̂N

σ̂(r),

为了减小保守性,希望 max
τL−τ̂N6r6τU−τ̂N

σ̂(r)的值越接

近∥Θ(δ)∥的真实值越好.因此,可以通过求解以下优
化问题来求取τ̂N:

min
τL6s6τU

max
τL−s6r6τU−s

σ̂(r). (23)

由式(22)可知,当r > 0时, σ̂(r)随着r的增加而单调递

增;当 r < 0时, σ̂(r)随着 |r|的增加而单调递增,即
σ̂(r)随着r的增加而单调递减. 因此,式(23)可以化简
为

σ̂min= min
τL6s6τU

max{σ̂(τL − s), σ̂(τU − s)}. (24)

通过式(24),可以计算出τN= τ̂N,以及对应的σ值,即
σ = σ̂min = σ̂(τL − τ̂N) = σ̂(τU − τ̂N).

方方方法法法 2 显然, ∥A1∥ = 0当且仅当A1 = 0. 因此,
对于任意实际广义系统, ∥A1∥ ̸= 0均成立. 所以,由
文献[11]中引理1,可知

∥Θ(δ)∥ 6 σ̃(δ) =
e|δ|∥A1∥ − 1

∥A1∥
, (25)

令τN = τ̃N,则∥Θ(δ)∥6 max
τL−τ̃N6r6τU−τ̃N

σ̃(r). 为了降
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低系统保守性,希望 max
τL−τ̃N6r6τU−τ̃N

σ̃(r)的值越接近

∥Θ(δ)∥的真实值越好. 因此,可以通过求解以下优化
问题来求取τ̃N:

min
τL6s6τU

max
τL−s6r6τU−s

σ̃(r). (26)

显然, σ̃(r)随着|r|的增加单调递增.因此,式(26)可化
简为σ̃min= min

τL6s6τU
max{σ̃(τL−s), σ̃(τU−s)}.由式

(25)有σ̃(r) = σ̃(−r),则τN = τ̃N =
1

2
(τL + τU)和相

对 应 的 σ = σ̃min = σ̃(τL − τ̃N) = σ̃(τU − τ̃N) =
e

1
2 (τU−τL)∥A1∥ − 1

∥A1∥
.

因此,由方法1和方法2可知,当δ满足式(14)时,指
数不确定项Θ(δ)是范数有界的. 并且,可以通过使用
方法1(或方法2),得到σ = σ̂min(或σ= σ̃min)和相对应
的τN = τ̂N(或τN = τ̃N),使得式(20)成立.

3 控控控制制制器器器设设设计计计

在设计控制器之前,首先给出如下2个定义[3].

定定定义义义 1 当且仅当系统(17)在w̄(k) ≡ 0时的任

意解满足∥x̄(k)2∥ 6 αβk−k0ϕ2
m, ∀0 6 k0 6 k,则称

系统(17)是指数稳定的,其中: 衰减系数α > 0,衰减
率β ∈ (0, 1),并且

ϕm = max
{
∥Q−1ϕ(−1)∥, ∥Q−1ϕ(0)∥

}
.

定定定义义义 2 对于系统(17),若其满足如下2个条件:

1)当w̄(k) ≡ 0时,系统(17)是指数稳定的;

2)在零初始条件下,对于任意的w̄(k) ̸= 0,并且
w̄(k) ∈ L2[0, ∞),标量γ > 0, y(k)满足

N∑
k=0

∥y(k)∥2 6 γ2
N∑

k=0

∥w̄(k)∥2, (27)

则称系统(17)具有H∞范数界γ指数稳定.

定定定理理理 1 给定标量γ > 0和控制器(9),如果存在
适维矩阵P1 > 0, P2 > 0和标量α > 0,使得

P2 − P1 + CT
d Cd ∗ ∗

0 − P2 ∗
0 0 − γ2I

Ad +Bd0K Bd1K Hd

0 0 0

B1K −B1K 0

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

−P−1
1 ∗ ∗

ασMT − αI ∗
0 0 − αI


< 0 (28)

成立,则具有外部扰动w(t) ∈ L2[0, ∞)和状态反馈

控制器(9)的系统(17)具有H∞范数界γ指数稳定.

证证证 1)首先证明系统(17)满足式(27).

选择李雅普诺夫泛函如下:

V (k)= x̄T(k)P1x̄(k)+x̄T(k − 1)P2x̄(k−1). (29)

其中适维矩阵P1 > 0和P2 > 0. 沿着系统(17)的状态

轨线,可以得到

∆V (k) = V (k + 1)− V (k) =

x̄T(k + 1)P1x̄(k + 1) + x̄T(k)P2x̄(k)−

x̄T(k)P1x̄(k)− x̄T(k − 1)P2x̄(k − 1) =

x̂T(k)Ξ1x̂(k), (30)

其中x̂(k) = [x̄T(k) x̄T(k − 1) w̄T(k)]T,

Ξ1 =[Â0(δ) Â1(δ) Hd]
TP1[Â0(δ) Â1(δ) Hd]+

diag{P2 − P1,−P2, 0}.

令J =
N∑

k=0

(yT(k)y(k)−γ2w̄T(k)w̄(k)). 由零初始条

件和式(30),可得

J =
N∑

k=0

(yT(k)y(k)− γ2w̄T(k)w̄(k) + ∆V (k))−

V (N + 1) 6
N∑

k=0

(yT(k)y(k)− γ2w̄T(k)w̄(k) + ∆V (k)) =

N∑
k=0

(x̄T(k)CT
d Cdx̄(k)− γ2w̄T(k)w̄(k)+

x̂T(k)Ξ1x̂(k)) =
N∑

k=0

x̂T(k)Ξ2x̂(k), (31)

其中Ξ2=[Â0(δ) Â1(δ) Hd]
TP1[Â0(δ) Â1(δ) Hd]+

diag{P2 − P1 + CT
d Cd,−P2,−γ2I}. 由式(31),如果

Ξ2 < 0,则式 (27)成立,即系统 (17)满足定义 2中条

件2). 以下将给出Ξ2 < 0的证明.

根据Schur补引理, Ξ2 < 0当且仅当

Ξ3=


P2−P1+CT

d Cd ∗ ∗ ∗
0 − P2 ∗ ∗
0 0 − γ2I ∗

Â0(δ) Â1(δ) Hd − P−1
1

<0.

由式(18)(19)和上式,可得

Ξ3=


P2−P1+CT

d Cd ∗ ∗ ∗
0 − P2 ∗ ∗
0 0 − γ2I ∗

Ad+Bd0K Bd1K Hd − P−1
1

+
φ+ φT < 0, (32)

其中φ = [0 0 0 σMT]T
Θ(δ)

σ
[B1K −B1K 0 0].
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由文献[1],可知Θ(δ)Θ(δ)T/σ26I . 由文献[11]中
引理2、式(32)成立,当且仅当存在标量α > 0使得式

(28)成立. 因此,系统(17)满足定义2中条件2).

2)以下证明系统(17)满足定义2中条件1).

对于系统(17),令w̄(k) ≡ 0. 选用与式(29)相同的
李雅普诺夫泛函,可知

∆V (k) = x̃T(k)Ξ4x̃(k), (33)

其中: Ξ4 = diag{P2−P1,−P2}+[Â0(δ) Â1(δ)]
T×

P1[Â0(δ) Â1(δ)], x̃(k) = [x̄T(k) x̄T(k − 1)]T.

由式(28),可得Ξ4<0. 当w(t) ≡ 0时,由式(33)可
得系统(17)渐近稳定,并可得到

∆V (k) 6 −β1∥x̄(k)2∥, (34)

其中β1 = λmin(−Ξ4) > 0. 由式(29),可得

V (k) 6 β2

(
∥x̄(k)∥2 + ∥x̄(k − 1)∥2

)
, (35)

其中β2 = max{λmax(P1), λmax(P2)} > 0.

以β1和β2为系数,构造如下关于θ的方程:

β2(θ − 1)− β1θ + β2(θ − 1)θ = 0, (36)

因为标量β1 > 0和β2 > 0,所以方程(36)始终存在解
θ > 1. 由这个θ > 1的解,以及式(34)–(35),可得

θk+1V (k + 1)− θkV (k) =

θk+1∆V (k) + θk(θ − 1)V (k) 6

α1(θ)θ
k∥x̄(k)∥2 + α2(θ)θ

k∥x̄(k − 1)∥2, (37)

其中 {
α1(θ) =β2(θ − 1)− β1θ,

α2(θ) =β2(θ − 1).
(38)

由式(36)(38),可得

α1(θ) + α2(θ)θ = 0. (39)

对任意的整数k̄ > 2,对式(37)的两侧同时由0到k̄ − 1

累加求和,可得

θk̄V (k̄)− V (0) 6α1(θ)
k̄−1∑
k=0

θk∥x̄(k)∥2+

α2(θ)
k̄−1∑
k=0

θk∥x̄(k − 1)∥2. (40)

需要指出的是
k̄−1∑
k=0

θk∥x̄(k − 1)∥2 =

θ0∥x̄(−1)∥2 + θ
k̄−2∑
l=0

θl∥x̄(l)∥2 6

ϕ2
m + θ

k̄−1∑
l=0

θl∥x̄(l)∥2. (41)

由式(39)–(41),可以得到

θk̄V (k̄) 6

V (0)+α2(θ)ϕ
2
m+(α1(θ)+α2(θ)θ)

k̄−1∑
k=0

θk∥x̄(k)∥2=

V (0) + α2(θ)ϕ
2
m. (42)

由式(29)(35),可知V (k̄) > λmin(P1)∥x̄(k̄)∥2,

V (0) 6 2β2ϕ
2
m.

(43)

由式(42)–(43),可以得到

∥x̄(k̄)∥2 6 α2(θ) + 2β2

λmin(P1)
(
1

θ
)k̄ϕ2

m. (44)

综上所述,根据定义1和式(44),系统(17)指数稳
定,即满足定义2中条件1). 因此,得到具有外部输入
扰动w̄(k) ∈ L2[0,∞)和状态反馈控制器(9)的系统
(17)具有范数界γ指数稳定. 证毕.

注注注 2 由式(33),当w̄(k)≡0时,如果系统(17)稳定,则
Ξ4 < 0. 由于P1 > 0和P2 > 0,所以Ξ4 < 0成立,则有Ξ11

4 =

Â0(δ)
TP1Â0(δ)+P2−P1 < 0.因此, Â0(δ)

TP1Â0(δ)−P1 <

0. 上式若成立,则Â0(δ)的特征值应全部位于单位圆内.令
K = [K1 K2],可得

Â0(δ) =

[
Ā1 + B̄10(τ(k))K1 B̄10(τ(k))K2

−B2K1 −B2K2

]
.

由式(7)可知,当τ(k) ≡ h时, Â0(δ)将变为常数矩阵

Â0(δ)|τ(k)≡h =

[
Ā1 0

−B2K1 −B2K2

]
.

此时由于分块矩阵Â0(δ)|τ(k)≡h的右上角是0矩阵,由矩阵理

论,可知它的特征值将由Ā1和−B2K2的特征值组成. 显然此

时控制器无法对Ā1施加控制作用,若要求系统(17)稳定,则

必然要求Ā1的特征值全部位于单位圆内,即A1的特征值全

部具有负实部,否则系统(17)将无法稳定. 因此如果Ā1有不

在单位圆内的特征值,即A1有非负实部特征值时,为了使系

统(17)有可能稳定,则τ(k)不能恒为h. 在文献[15–16]中,由

于作者令τ(k) = h,因此极大地限制了其所给出方法的适用

性.

在式(28)中同时存在矩阵P1和P1
−1,式(28)不能

使用LMI技术进行求解.因此给出如下定理.

定定定理理理 2 给定标量γ > 0和控制器(9),如果存在
标量α > 0,以及适维矩阵Q1 > 0和Q2 > 0,使得

Q2 −Q1 ∗ ∗ ∗
0 −Q2 ∗ ∗
0 0 − γ2I ∗

Π41 Bd1KQ1 Hd −Q1

0 0 0 ασMT

B1KQ1 −B1KQ1 0 0

CdQ1 0 0 0
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∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

−αI ∗ ∗
0 − αI ∗
0 0 − I


< 0 (45)

成立,其中Π41 = AdQ1+Bd0KQ1,则具有外部输入

扰动w̄(k) ∈ L2[0,∞)和状态反馈控制器(9)的系统

(17)具有H∞范数界γ指数稳定.

证证证 由Schur补引理,式(28)等价于

P2 − P1 ∗ ∗ ∗
0 −P2 ∗ ∗
0 0 − γ2I ∗

Ad +Bd0K Bd1K Hd −P−1
1

0 0 0 ασMT

B1K −B1K 0 0

Cd 0 0 0

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

−αI ∗ ∗
0 − αI ∗
0 0 − I


< 0. (46)

令Q1=P−1
1 和Q2=P−1

1 P2P
−1
1 ,在式(46)两端分

别左乘和右乘diag{P−1
1 , P−1

1 , I, I, I, I, I},可得式

(45)成立. 因此,具有外部输入扰动 w̄(k) ∈ L2[0,∞)

和状态反馈控制器(9)的系统(17)具有H∞范数界γ指

数稳定. 证毕.

对于给定的状态反馈控制器(9),可以由定理2验

证系统(17)的稳定性. 下面给出定理对系统(17)的镇

定问题进行研究.

定定定理理理 3 给定标量γ > 0,如果存在标量α > 0,

以及适维矩阵Q1 > 0, Q2 > 0和Q3,使得

Q2 −Q1 ∗ ∗ ∗
0 −Q2 ∗ ∗
0 0 − γ2I ∗
Υ41 Bd1Q3 Hd −Q1

0 0 0 ασMT

B1Q3 −B1Q3 0 0

CdQ1 0 0 0

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

−αI ∗ ∗
0 − αI ∗
0 0 − I


< 0 (47)

成立,其中Υ41 = AdQ1 +Bd0Q3,则具有外部输入扰
动w̄(k) ∈ L2[0,∞)的系统(17)具有H∞范数界γ指数

稳定,并且其控制增益为K = Q3Q
−1
1 .

证证证 在式(46)中,令Q3 = KQ1,可以得到式(47)
成立. 所以,具有外部输入扰动w̄(k)∈L2[0, ∞)的系

统(17)是具有H∞范数界γ指数稳定的,并且其状态反
馈控制增益为K = Q3Q

−1
1 . 证毕.

注注注 3 由定理3,系统(17)的最优H∞控制问题可以演

化为求解最优化问题: min
s.t.式(47)

β,其中β = γ2. 因此可以通

过γmin =
√
βmin得到γ的最优值.

4 仿仿仿真真真算算算例例例

4.1 算算算例例例1

考虑广义系统[15–16] E=

[
1 0

0 0

]
, A=

[
−2.25 0

0 1

]
,

B=

[
1.32

0.3

]
, H=

[
0.79

0.1

]
, C=[−0.1 0.1], h=1 s, τL=

0 s, τU=1 s, γ=0.95和w(t)=

0.1, 0 s6 t68 s,

0, 其他.
此

系统显然满足假设1. 令矩阵P =Q=I2,由式(9)可得
u(k)=Kx̄(k) = Kx(k). 由式(2),可得A1= −2.25,
B1 = 1.32, B2 = 0.3, H1 = 0.79, H2 = 0.1和Cd =

[−0.1 0.1].

由定理3研究系统(17)的镇定问题.由方法1可得
τN = 0.7365 s, σ = 0.3597, K = [−0.0074 0.0000];
由方法2可得K = [−0.0111 − 0.0000], τN = 0.5 s,
σ = 0.9245. 由方法1和方法2所得状态轨迹x(k)和在

每个采样时刻的τ(k)分别如图1和图2所示.

由注3研究系统(17)的最优H∞控制问题.由方法1
和方法 2均可得K = [−0.0095 0.0005] , γmin =

0.0366.

在文献[15–16]中,由于作者假设执行器以时间方
式进行驱动,而不是以事件方式进行驱动,众所周知
时间驱动需要时钟同步,并且需要等到相应的时刻点
才能动作,从而人为地加大了时延,即τ(k) = h,进而
牺牲了系统的保守性. 本文假设执行器采用事件驱动,
而非时间驱动,从而克服上述缺点,并在建模过程中
充分考虑了由τ(k)所引起的指数不确定项Θ(δ)对系

统保守性所造成的影响.文献[15–16]的仿真结果如
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图3所示. 对比图1、图2和图3,不难发现本文所取得
的控制效果好于文献[15–16].
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图 1 算例1基于方法1的仿真结果

Fig. 1 Simulation results based on Method 1 in Example 1
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图 2 算例1基于方法2的仿真结果

Fig. 2 Simulation results based on Method 2 in Example 1
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图 3 文献[15–16]中的仿真结果

Fig. 3 Simulation results in [15–16]

在算例1中, A1的特征值是其本身,具有负实部.
Ā1= 0.1054,其特征值在单位圆内.因此,由注2可知,

当τ(k) ≡ h时,系统(17)将可以镇定. 此时, τN = h和

σ=0. 依据注3,可得γmin=0.0365,控制器增益K=

[−0.0015 0.0005].

4.2 算算算例例例2
文献[7]中的一个单回路电路如图4所示,选取电

阻R = 1 Ω,电感L = 1 H和电容C0 = 1 F,它们对应
的电压分别为VR(t), VL(t)和VC(t),令控制输入为电
源电压VS(t),由Kirchoff定律和电路原理,得到描述
系统的方程组如下:

Lİ(t) = VL(t),

V̇C(t) =
1

C0

I(t),

RI(t) = VR(t),

VL(t) + VC(t) + VR(t) = VS(t).

(48)

选取状态向量x(t) = [I(t) VL(t) VC(t) VR(t)]
T

和输入向量u(t) = VS(t). 式(48)可写成广义系统(1)
形式,显然满足假设1,其中:

E=


1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

, A=


0 1 0 0

1 0 0 0

−1 0 0 1

0 1 1 1

, B=


0

0

0

−1

.
令y(t)=VC(t)=Cx(t),则C=[0 0 1 0]. 考虑电源
电压中存在扰动,令H = −B. 选取变换矩阵如下:

P =


1 0 1 − 1

0 1 0 0

0 0 − 1 1

0 0 1 0

 , Q =


1 0 0 0

−1 − 1 1 0

0 1 0 0

1 0 0 1

 .

由式(2),可得形如式(3)的等价系统,其中:

A1=

[
−1 − 1

1 0

]
, B1=H2=

[
1

0

]
, B2=H1=

[
−1

0

]
,

Cd=[0 1 0 0].

令h = 0.5 s, τL = 0.1 s, τU = 0.4 s, γ = 1.5,
x̄(0) = x̄(−1) = [1 1 1 1]T,

w(t) =

1, 4 s 6 t 6 6 s,

0, 其他.
(49)

R

S 0

L

CAC

图 4 单回路电路

Fig. 4 Single loop circuit

由定理3研究系统(17)的镇定问题.使用方法1可
得τN = 0.2554 s, σ = 0.1610和

K = [−0.0759 − 0.0278 − 0.0000 0].
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由式(9),可以得到系统(1)的控制器增益为

KQ−1 = [−0.0759 − 0.0000 − 0.0278 0].

使用方法2可得τN =0.25 s, σ = 0.1698和

K = [−0.0747 − 0.0274 − 0.0000 0].

由式(9),可以得到系统(1)的控制器增益为

KQ−1 = [−0.0747 − 0.0000 − 0.0274 0].

由方法1和方法2所得状态轨迹x(k)和在每个采样时

刻的τ(k)分别如图5和图6所示.
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图 5 算例2基于方法1的仿真结果

Fig. 5 Simulation results based on Method 1 in Example 2
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图 6 算例2基于方法2的仿真结果

Fig. 6 Simulation results based on Method 2 in Example 2

由注3研究系统(17)的最优H∞控制问题.由方法1
得K = 10−4 × [−0.3056 − 0.0858 − 0.0000 0],
γmin = 1.1489. 使用方法 2可以得到γmin = 1.1490,
K = 10−4 × [−0.3642 − 0.0892 − 0.0000 0].

采用算例2中给出的系统参数,使用文献[16]中的
定理3求取状态反馈控制率,经过MATLAB数值仿真
无法求出可行解. 考虑参数γ对系统的影响,令步长
为1,取γ由2增大到1000,经过MATLAB数值仿真仍
然无法求出可行解. 从而进一步验证了本文的有效性.

在文献[19–20]中,作者所选用算例的状态方程与
本文算例2具有相同的参数E, A和B,只是H略有不

同.由于文献[19–20]均假设网络诱导时延是固定不变
的,而不是时变的,所以限制了其应用范围.根据文
献[21]中的注1可知,当网络诱导时延是时变时延时,
由于方阵A1具有一对共轭复数特征值−0.5000±
j0.8660,那么传统的通过调整一些自由参数的方法将
不再适用,而本文所采用的标称点方法有效地解决了
这一问题.

在算例 2中, A1的特征值全部具有负实部. Ā1 =[
0.5182 − 0.3773

0.3773 0.8956

]
,其特征值为0.7069± j0.3268,

显然均在单位圆内.因此,由注2可知,当τ(k) ≡ h时,
系统(17)将可以镇定. 此时, τN=h和σ=0. 根据注3
可得γmin = 1.1489,控制器K = [0 0 0 0].本文将广
义NCSs建模为具有范数有界不确定性的时不变离散
广义系统(17),即将时变的τ(k)对系统的影响转化为

系统的参数不确定性. 当τ(k) ≡ h为定时延时,系
统(17)将退化为时不变离散广义系统,其不再具有参
数不确定性. 由于系统自身的电路特性,所以此时无
需对系统施加控制作用,系统亦能稳定.

4.3 算算算例例例3
考虑如下广义系统:

E=

[
I3 0

0 0

]
, A=

[
A1 0

0 1

]
, B=

[
B1

B2

]
, H=

[
H1

H2

]
,

A1=

−1 0 − 0.5

1 − 0.5 0

0 0 0.5

, B1=

00
1

, H1=

11
1

,
B2 = H2 = 1, C = I4. 令P = Q = I4,则上述系统
满足假设1. A1的特征值分别为: 0.5, −0.5和−1. 选取
h = 0.5 s, τL = 0 s, τU = 0.1 s,系统(17)的初始状态
x̄(0) = x̄(−1) = [1 1 1 1]T和外部输入扰动(49).

在本算例中,因为A1有正特征值,则由注1和注2
可知,文献[15–16]所给出的方法不适用于本算例.

由注3研究系统(17)的最优H∞控制问题.由方法1
可得 τN=0.0503 s, σ = 0.0523, γmin = 4.7382, K=

[0.0651 0.0207 − 2.2747 − 0.0000]. 由方法2可得
K = [0.0827 0.0314 − 2.2687 − 0.0002], σ =

0.0519, τN = 0.05 s, γmin = 4.7278. 使用方法1和方
法2所得状态轨迹x(k)和在每个采样时刻的τ(k)分别

如图7和图8所示.

在本例中, A1有正特征值,即Ā1有特征值在单位

圆外. 由注2可知,当τ(k) = h时,系统(17)将无法镇
定. 受到文献[1–5]的启发,以下对系统的稳定域做简
要探讨.

若令γ = 5, τL = 0 s, τU由0 s以步长0.0001 s逐渐
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增大,由定理3求取使系统(17)可镇定的τU最大值.使
用方法1,可得τU最大值为0.1128 s. 使用方法2,可
得τU最大值为0.1136 s. 若令τ(k) = τ0是定时延,即
τL = τU = τ0, τ0由0 s以步长0.0001 s逐渐增大,由定
理3求取使系统(17)可镇定的τ0最大值为0.1424 s.
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图 7 算例3基于方法1的仿真结果

Fig. 7 Simulation results based on Method 1 in Example 3
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图 8 算例3基于方法2的仿真结果

Fig. 8 Simulation results based on Method 2 in Example 3

5 结结结论论论

本文研究了广义NCSs在短时变时延条件下的最
优指数H∞控制问题.在LMI框架下,给出一般和最优
的指数H∞状态反馈控制器存在的条件和设计方法.
通过算例证明,本文有效地解决了现有方法加大网络
诱导时延导致系统性能下降的问题.
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