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摘要:针对一类含不匹配干扰的非线性系统的控制问题,基于递归化方案得到鲁棒或自适应控制律是常见的设
计思路,如反步法及其衍生控制策略等.然而,递归设计的控制律通常由含多偏微分项的多个虚拟控制器组成,形式
复杂的同时,控制参数选取也较为困难,易出现“复杂性爆炸”的问题,因此较难得到广泛的工程应用.同时,因递归
设计处理系统的非线性与不确定性的差异较大,难以实现鲁棒/自适应控制的本质性融合.本文从一个新颖的非递
归控制角度出发,提出了一个能够融合鲁棒/自适应控制策略的设计框架,实现系统在不匹配受扰情形下的无静差
跟踪.仅通过一步坐标变换,在等价的可镇定系统框架下,根据实际工况来灵活切换合适的控制增益,为工程师同时
提供了两个可供选择的控制方案.相较于已有算法,本文所提控制器形式简洁易实现,参数易调节,适用范围广.案
例分析与实例仿真验证阐明了所提方法的简洁性及有效性,并给出了一体化控制器工作模式的选取原则.
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Abstract: For a class of nonlinear systems with mismatched disturbances, it is a common design approach to develop
robust/adaptive control laws based on recursive schemes, such as backstepping method and its derivatives. However, re-
cursive control laws are usually composed of multiple virtual controllers with multiple partial differential terms, which are
complex in form and difficult to select control parameters, they are prone to “complexity explosion”. Therefore, it is hard
to be applied to practical engineering. Additionally, due to the handling variations between nonlinear terms with uncer-
tainties via recursive designs, it is in trouble to achieve an intrinsic blend of robust/adaptive control. In this paper, a novel
non-recursive control manner is proposed to integrate robust/adaptive control design framework to achieve an offset-free
tracking result for the systems with mismatched disturbances. With a one-step coordinate transformation, the system can
flexibly switch to the appropriate bandwidth property according to the practical operating conditions in the framework of an
equivalent stabilizable system, providing engineers with two alternative control laws at the same time. Compared with ex-
isting algorithms, the proposed control strategy has the following features: the controller form is simple to be implemented,
easy to adjust parameters, and has a wide range of applications. Case studies and simulations illustrate the simplicity and
effectiveness of the proposed approach. Meanwhile, the selection principles of the integrated controller operating modes
are provided.
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1 引引引言言言

本文主要研究具有如下形式的一类含不匹配干扰

的非线性系统的跟踪问题:
ẋi = xi+1 + fi(x̄i) + di, i ∈ N1→n−1

1,

ẋn = u+ fn(x) + dn,

y = x1,

(1)

其中: x̄i = (x1 x2 · · · xi)
T, i ∈ N1→n, x = x̄n, u

和y分别为系统的部分状态向量、全状态向量、控制

输入和输出, fi(·), i ∈ N1→n为已知的光滑非线性函

数, di, i ∈ N1→n−1表示系统的不匹配干扰, dn为系统
的匹配干扰.假设初始时刻为零时刻,初始状态值表
述为x(0) = x0,参考输出跟踪轨迹用yr表示.

针对不确定系统(1),现有文献中已有诸多控制策
略用来求解系统的干扰抑制与跟踪控制问题.比较常
见的方案是通过选取较大的控制增益来抑制干扰的

不良影响,如非线性H∞控制
[1]、齐次压制控制[2]、几

乎干扰解耦方法(almost disturbance decoupling)[3]等.
但是这类方法在理论上无法实现系统输出的精确跟

踪,且需要消耗较大的控制能量.

当系统(1)中的干扰di存在于外源系统时,非线性
输出调节控制策略常用来解决此情况下系统的精确

跟踪控制问题,见文献[4–7]等.而当干扰外源模型完
全未知或误差较大时,这类方法无法重构干扰模型以
及获取干扰的不稳定信息结构,因此难以设计出有效
的输出调节律[8].另一方面,在干扰满足一定的有界
性假设条件时,基于干扰观测技术的复合控制策略可
以有效地补偿干扰对系统性能的影响,从而提升控制
精度.这类方法已经得到了学术界的广泛关注,例如,
文献[9]提出了一系列基于主动抗干扰技术的控制策
略,可用于解决系统(1)的精确跟踪问题.针对一个具
有稳定零动态、可反馈线性化的非线性系统,文献
[10]提出了一个扩张高增益观测器,通过选取合适的
观测器增益,能够实现标称模型的性能恢复.基于误
差放大策略和双极限齐次估计理论,文献[11]给出了
一个固定时间收敛的干扰观测器.上述仅举几例,衍
生出的理论及工程应用文章可见于文献[12–15]等.
从反馈控制设计的角度来说,结合上述的干扰软

测量及前馈补偿策略,基于反步法(或扩展反步法等)
的递归控制设计策略是解决系统(1)的跟踪控制问题
较为常见的方法,如文献[16–19]等.但是以此类递归
方法来解决受扰系统的控制问题有一些明显的弊端,
主要可归结于如下两点: 1)递归控制过程中产生的虚
拟控制器包含了数量庞大且复杂的偏导数项,造成了
所谓的“维数爆炸”问题,在高阶系统的控制器设计过
程中该现象尤为明显,极大地增加了控制器的设计难
度,导致工程上难以实现. 2)鉴于递归设计需要基于

Lyapunov函数的递归分析,因此无法实现稳定性分析
与控制设计的本质性分离,这就容易造成设计参数或
自适应更新机制选取较为复杂等问题.
为避免递归控制带来的上述问题,针对非线性系

统如何能够提出一种简洁易用的非递归控制设计框

架成为了近年来控制领域的热点.然而,现有文献中,
值得参考的相关工作还较少.例如当系统(1)中di = 0,

i ∈ N1→n而存在模型参数不确定时,文献[20]提出了
一个自适应的输出反馈设计思路,通过引入一个自适
应调节的增益函数,优化了动态性能的同时,非递归
的设计框架保证了设计过程的简洁性.文献[21]提出
了一个带有双层自适应参数更新机制的控制律,结合
自调节预测周期,提升了控制系统的动态性能,缓解
了受控系统鲁棒性冗余的问题.针对系统(1),通过结
合主动抗扰技术与齐次系统理论,文献[22]提出了一
个简洁有效的非递归有限时间精确跟踪控制器设计

方案.文献[23]结合了神经网络和高增益干扰观测技
术,实现了非递归自适应的输出反馈控制.而值得注
意的是,上述文献主要是在鲁棒控制或自适应控制的
单一视角下提出具体的控制设计方案,其在具有一定
优势的同时,也存在一些难以解决的问题.一般而言,
鲁棒控制设计步骤较为简单,但鉴于其保守的设计特
性,通常在处理工况变换复杂的情况时,系统的动态
性能难以得到保障.而相较于鲁棒控制,自适应控制
的设计过程稍显复杂,同时响应受扰动的影响较大,
但其处理复杂工况时,可以自适应调节控制带宽以优
化控制系统的动态性能.那么从面向工程实用的角度
来说,一个自然的猜想便是:在非递归控制的设计框
架下,是否存在一种能够融合鲁棒控制与自适应控制
的设计方案,可以通过切换一体化控制器的工作模式
以应对各类型复杂工况? 简而言之即是:针对系统不
同的复杂工况,在控制律形式完全一致的情形下,仅
需要切换带宽因子的选取方式便能够得到其鲁棒或

自适应控制律,并实现系统输出轨迹的精确跟踪.
为初步给出上述猜想的解决方案,本文针对系统

(1),在非递归框架下,首次提出了鲁棒/自适应融合的
无静差跟踪控制策略.首先采用高阶滑模干扰观测器
(higher order sliding mode disturbance observer, HOS-
MDO)对系统不匹配干扰项的各阶导数信息进行精确
估计,结合前馈补偿技术实现在有限时间内恢复不匹
配受扰系统的性能;其次,通过求解一系列输出调节
方程及巧妙设计状态变换函数,给出系统化的非递归
复合控制构建框架;随后,分别在不同类型的工况下
给出带宽因子的配置方案,即对应鲁棒/自适应控制
律;最后,基于半全局稳定性目标,本文分别给出了鲁
棒情形及自适应情形下闭环系统严格的稳定性分析.
相较于现有的相关方案,本文的主要贡献可以概括为:

1) 结合前馈补偿与反馈控制的设计思路,通过仅
1Ni→j = {i, i+ 1, · · · , j}, ∀i, j ∈ N, i 6 j.
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一步的坐标变换,本质实现了同框架下鲁棒/自适应融
合的一体化控制器构建.

2) 基于非递归控制设计框架,使控制器设计过程
与稳定性分析分离开来,本质上避免了递归控制方法
中常见的“维数爆炸”的问题.同时,控制参数选取有
简洁明确的指导机制,更易于工程实现.

2 问问问题题题描描描述述述

本文旨在提出1个鲁棒/自适应融合的非递归复合
控制律,实现系统(1)的无静差轨迹跟踪控制目标,即
lim
t→∞

y = yr.首先,针对系统(1)做如下假设.

假假假设设设 1 输出参考信号yr及其n阶导数都是分段

连续,完全已知且有界的.

假假假设设设 2 干扰di(t)满足max{sup
t>0

|∂d
j
i (t)

∂tj
|}6D,

i ∈ N1→n, j ∈ N0→n−i+1,且D是一个正常数.

本文所提控制器是基于基准控制律u = U(L,K,

x, x∗),切换带宽因子的选取法则,具体表述为
鲁棒模式: L为一个充分大的正常数;

自适应模式:

L̇ = L(L, µ̂), L0 = 1,

˙̂µ = ψ(L, x, x∗),

(2)

其中: K为系统的控制参数, x∗ = (x∗
1 x∗

2 · · · x∗
n)

T

为系统的稳态参考信号, µ̂为与系统非线性项相关的
中间估计量, L(·), ψ(·)为两个恒正的函数,具体表达
式将在文章后续给出. L0表示带宽因子L的初始值.

3 非非非递递递归归归跟跟跟踪踪踪控控控制制制律律律设设设计计计

本节将逐步给出所提非递归融合控制器构建步骤.

3.1 预预预处处处理理理

假设系统(1)中的干扰项di完全已知且给定参考输
出yr时,定义辅助状态变量ς̄i = (ς1 ς2 · · · ςi)T, i ∈
N1→n+1, ςi满足以下等式:

ς1(yr) = yr, ς2(d, ȳr) = ς̇1 − f1(ς1)− d1,
...

ςi+1(d, ȳr) = ς̇i − fi(ς̄i)− di, i ∈ N2→n,

(3)

其中: ȳr = (yr y(1)r · · · y(n)r )T, d = (d1 d
(1)
1 · · ·

d
(n−1)
1 · · · d2 · · · d(n−2)

2 · · · dn)T.
鉴于系统(1)中的di是未知的,首先需要引入干扰

软测量对干扰及其导数项进行精确估计,进而利用前
馈补偿,恢复系统的不确定性能.为此定义: li,j, λi ∈

R+为设计参数, βi,j =
1

n+2−i−j
, ζi,j = wi,j − ~i,j,

i ∈ N1→n, j ∈ N0→n−i+1,则HOSMDO可表述为[24]ẇi,0 = ~i,1 + xi+1 + fi(x̄i), i ∈ N1→n,

ẇi,1 = ~i,2 · · · ẇi,k = ~i,k+1, k ∈ N1→n−i+1,
(4)

其中:

~i,0 = xi,

~i,1 = −li,0λβi,0

i |ζi,0|1−βi,0 sgn(ζi,0) + wi,1,

~i,j+1 = −li,jλβi,j

i |ζi,j|1−βi,j sgn(ζi,j) + wi,j+1,

~i,n−i+2 = −li,n−i+1λ
βi,n−i+1

i |ζi,n−i+1|1−βi,n−i+1×
sgn(ζi,n−i+1), i ∈ N1→n, j ∈ N1→n−i

为观测器系统的内部辅助状态. xn+1 = u. wi,0 = x̂i,
wi,1 = d̂i, wi,j= d̂

(j−1)
i 分别对应xi, di和d

(j−1)
i 的估计

值, w = (w1,0 w1,1 · · · w1,n · · · wn,1)
T.

接下来,在di及其对应各阶导数的信息得以精确
估计的基础上,借助干扰观测技术的各估计量,以

wi,j+1代替
∂dji
∂tj

,其中i ∈ N1→n, j ∈ N0→n−i+1.那么

根据式(3)可得到系统(1)状态的稳态参考信号

x∗
i = ςi(w, ȳr), i ∈ N1→n+1, (5)

其中x∗
n+1 = u∗.

注注注 1 值得一提的是现有文献中有诸多干扰观测器用

以实现干扰软测量,如非线性干扰观测器(nonlinear distur-
bance observer, NDO),扩张状态观测器(extended state obser-
ver, ESO),广义比例积分观测器(generalized proportional in-
tegral observer, GPIO)等.与这些观测器相比,本文所采用的
HOSMDO仅需满足假设2,而无需对干扰外源模型进行辨识,
即可在有限时间内获取系统干扰及其高阶导数的精确估计信

息,便于后续设计的精确前馈解耦,从而有效地提高了闭环系
统的收敛速度及跟踪精度.

3.2 坐坐坐标标标变变变换换换

为了引入非递归控制框架,结合高增益控制技术,
作如下形式的坐标变换:ηi = (xi − x∗

i )/L
ϱ+i−1, L > 1, i ∈ N1→n,

υ = (u− u∗)/Lϱ+n,
(6)

其中: L可以是正常数,也可以是一个满足L0 = 1, L̇

> 0的函数,其设计规则在后续控制设计过程中给出,
ϱ > 0为设计参数, υ为中间控制器.
考虑L为动态增益时,定义矩阵P = PT > 0,且

(A−BK)TP + P (A−BK)6−In,其中(A,B)为

可控标准型矩阵对, K = (k1, k2 · · · kn)是Hurwitz多
项式H(s) = sn + kns

n−1 + · · ·+ k1的对应系数, In
为n阶单位阵, Θ , diag{0, 1, · · · , n− 1}. ϱ满足如
下约束条件:

ϱ > max{0,−λmin(ΘP + PΘ)

2λmin(P )
}.

根据式(6),可得如下与式(1)等价的系统形式:

η̇ = L(Aη +Bυ)− (ϱIn +Θ)
L̇

L
η +z(·) + ε, (7)

其中:
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η = (η1 · · · ηn)T, ε = (ε1/Lϱ · · · εn/Lϱ+n−1)T,

εi = fi(x
∗
1, x

∗
2 · · ·x∗

i ) + x∗
i+1 − ẋ∗

i−
(fi(ς̄i)− ς̇i + ςi+1), i ∈ N1→n,

z(·) = ((f1(x1)− f1(x
∗
1))/L

ϱ · · ·
(fn(x)− fn(x

∗))/Lϱ+n−1)T.

当L为静态增益时,即式(7)中L̇ = 0, L为一个充
分大的定常带宽因子,此时ϱ可以为任意正常数,同样
地,可以得出下列与式(1)等价的系统形式:

η̇ = L(Aη +Bυ) +z(·) + ε. (8)

3.3 控控控制制制器器器形形形式式式

至此,无需递归化Lyapunov函数设计,本文已经能
够给出系统(1)的非递归控制律.具体地,具有鲁棒/自
适应一体化融合结构的非递归控制器可以表述为如

下形式,其设计流程可见于图1.
u = Lϱ+nυ + u∗, υ = −Kη;
鲁棒模式: L为一个充分大的正常数;

自适应模式:

{
L̇ = κ1Lmax{0, µ̂− κ2L+ κ3},
L0 = 1, ˙̂µ = κ4∥η∥2,

(9)

其中:

κ1 > 2nλmax(P )/(2ϱλmin(P ) + λmin(ΘP + PΘ)),

κ2 ∈ (0,
1

2nλmax(P )
), κ3 =

λmax(P )

2
, κ4 > 0

为设计参数.本文的主要结果归纳可得到如下定理.

定定定理理理 1 对于满足假设1–2的闭环系统(1)(4)(9),
在非递归鲁棒控制情形时任意初值满足x(0) ∈
01 , [−ρ, ρ]n;在非递归自适应控制情形时任意初值

满足(x(0)T µ̂(0))T∈02, [−ρ, ρ]n+1, ρ ∈ R+,都有

下列陈述成立: 1)闭环系统(1)(4)(9)中所有信号都是
一致有界的; 2) lim

t→∞
y = yr.

其详细证明可见于附录.

注注注 2 显而易见地,所提非递归鲁棒/自适应融合控制

是建立在同一个变换下,根据一步法提出的前馈补偿加反馈

控制结合的输出调节控制策略,做到了控制器设计与稳定性

分析的本质分离.值得一提地,非递归自适应控制通过采用具

有自调节能力的带宽增益函数,实现控制系统在不同工况下

能够达到无静差跟踪控制目标,进一步改进了控制器参数选

取机制.

图 1 非递归控制器设计流程框图
Fig. 1 The block diagram of the proposed non-recursive controller design

4 数数数值值值与与与实实实例例例仿仿仿真真真对对对比比比分分分析析析

4.1 数数数值值值仿仿仿真真真

本文首先考虑一个简单的二阶系统,其表达式如
下所示: 

ẋ1 = x2 + sinx1 + d1,

ẋ2 = u+ x1x2 + d2,

y = x1,

(10)

其中d1, d2分别为系统的不匹配干扰与匹配干扰.为

实现该系统的跟踪控制目标,文献[19]通过将非线性

干扰观测器与反步法相结合,提出一个主动抗干扰控

制策略,其核心思想是将干扰估计值引入虚拟控制器

的每一步设计过程中,在递归地弥补受扰系统性能的

同时,实现高精度跟踪控制目标.基于该文方法,其复

合控制器可被表述为以下形式:



第 9期 董鑫等: 一类含不匹配干扰的非线性系统非递归鲁棒/自适应一体化控制律设计 1645d1 : d̂1 = q1(x1 − p1), ṗ1 = x2 + sinx1 + d̂1;

d2 : d̂2 = q2(x2 − p2), ṗ2 = u+ x1x2 + d̂2,
χ1 = yr, zi = xi − χi, i = 1, 2,

χ2 = −k1z1 − sinx1 + χ̇1 − d̂1,

u = −k2z2 − x1x2 + k1χ̇1 + χ̈1 − d̂2−
(k1 + cosx1)(x2 + sinx1 + d̂1),

(11)

其中: qi > 0, pi, i = 1, 2分别为设计参数及辅助状态,
d̂1, d̂2为系统干扰的估计值. k1 > 0, k2 > 0, χ1, χ2分

别为状态x1, x2对应的期望参考轨迹.
随后,由所提的非递归一体化复合控制设计框架,

首先利用HOSMDO对干扰进行估计,具体可描述为

d1



ẇ1,0 = x2 + sinx1 + ~1,1, ẇ1,1 = ~1,2,

ẇ1,2 = ~1,3, ζ1,i = w1,i − ~1,i, i = 0, 1, 2,

~1,1 = −l1,0λ1/3
1 |ζ1,0|2/3 sgn(ζ1,0) + w1,1,

~1,2 = −l1,1λ1/2
1 |ζ1,1|1/2 sgn(ζ1,1) + w1,2,

~1,3 = −l1,2λ1 sgn(ζ1,2);

d2


ẇ2,0 = u+ x1x2 + ~2,1,

ẇ2,1 = ~2,2, ζ2,i = w2,i − ~2,i, i = 0, 1,

~2,1 = −l2,0λ1/2
2 |ζ2,0|1/2 sgn(ζ2,0) + w2,1,

~2,2 = −l2,1λ2 sgn(ζ2,1).

紧接着,计算得到系统所有状态的稳态参考信号
为: x∗

1 = yr, x
∗
2= ẏr−sin yr−w1,1, u

∗= ÿr−ẏr cos yr
− w1,2 − yrx

∗
2 − w2,1.通过坐标变换可得η1 = (x1

− x∗
1)/L

ϱ, η2 = (x2 − x∗
2)/L

ϱ+1, υ = (u − u∗)/Lϱ+2,
那么非递归鲁棒控制器具体可设计为

u = −Lϱ+2(k1η1 + k2η2) + u∗, L ∈ R+. (12)

随后在控制器(12)形式保持不变的情况下,将L设
计为动态模式,可以得到非递归自适应控制的双层动
态更新机制,具体可以表述为如下形式:L̇ = 5Lmax{0, µ̂− 0.5L+ 0.15},

˙̂µ = η21 + η22.
(13)

在后续仿真中,通过设定yr = 1+0.5 cos(t+π/4)
并选取干扰动态为d1 = sin(0.5t+ π/3), d2 = cos t+

sin(0.5t),分别使用两种不同的控制策略(递归与非递
归算法),可以得到如下的仿真结果,如图2(a)(b)所示.
其中递归控制器参数为: [k1, k2, q1, q2] = [6, 10, 28,
32].非递归控制器参数为:高阶滑模干扰观测器参数:
[l1,0, l1,1, l1,2, λ1] = [12, 13, 14, 1], [l2,0, l2,1, λ2] =

[12, 13, 1].鲁棒控制器参数: [k1, k2, L, ϱ] = [25, 18,
3, 1].自适应控制器参数: [k1, k2, ϱ] = [25, 18, 1].
从图2(a)(b)可以看出,两种控制策略都可以实现

系统(10)的精确跟踪控制目标.而值得关注的是:通过

比较式(11)与式(12)–(13),可以清晰地看出控制律
(12)–(13)具有更为简洁的形式,且非递归控制器主要
依赖与系统的标称模型,而非线性项及其偏微分项等
并不直接体现在控制律中,这与反步法等递归控制算
法具有本质的区别.

(a)递归控制输出响应

(b)非递归控制输出响应

(c)输入曲线比较

图 2 递归控制与非递归控制的输出响应及控制输入曲线
Fig. 2 The output responses and control inputs of system

controlled by recursive control law and non-recursive

4.2 实实实例例例仿仿仿真真真

本小节考虑一个单连杆机械手的无静差跟踪控制

问题,用以阐明所提控制器的有效性.其具体包含了
机电动态和干扰项,动态方程可表述为[25]Dq̈ +Bq̇ +N sin q = τ + τd1

,

Mτ̇ +Hmτ = u−Kmq̇ + τd2
,

(14)

其中: q, q̇, q̈分别代表连接位置,速度及加速度. τ是由
电气系统产生的扭矩, τd1

对应着扭矩干扰, τd2
为系统

可测数据的测量误差, u是系统的控制输入,通常是指
机电扭矩. D = 1 kg ·m2是机械惯量. B = 1 N ·m ·
s · rad−1为粘性摩擦系数. N = 10是一个正常数,其
值与载荷质量与重力系数相关. M = 1 H为电枢电抗.
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Hm = 1.0 Ω是电枢电阻. Km = 0.2 N ·m ·A−1为反

电动势系数.
接下来,令x1 = q, x2 = q̇, x3 = τ ,那么系统(14)

可被改写成下面的形式:ẋ1 = x2, ẋ2 = x3 − x2 − 10 sinx1 + τd1
,

ẋ3 = u− 0.2x2 − x3 + τd2
.

在后续仿真中,设定yr = sin t+ cos(t+ π/3),干
扰则分为3种情况: 1)时变的小范围干扰τd1

= 2 +

0.5 cos(2t), τd2
= 0.5e−t; 2)小信号常值干扰,形如

τd1
=1, τd2

=2; 3)大信号常值干扰,形如τd1
=10, τd2

= 20.
那么,根据上述所提的控制器设计流程,首先采用

高阶滑模干扰观测器对干扰项τd1
, τd2
进行估计,由式

(4),其具体可表述为

τd1



ẇ2,0 = x3 − x2 − 10 sinx1 + ~2,1, ẇ2,1 = ~2,2,

ẇ2,2 = ~2,3, ζ1,i = w1,i − ~1,i, i = 0, 1, 2,

~2,1 = −l1,0λ1/3
1 |ζ2,0|2/3 sgn(ζ2,0) + w2,1,

~2,2 = −l1,1λ1/2
1 |ζ2,1|1/2 sgn(ζ2,1) + w2,2,

~2,3 = −l1,2λ1 sgn(ζ2,2);

τd2


ẇ3,0 = u− 0.2x2 − x3 + ~3,1,

ẇ3,1 = ~3,2, ζ3,i = w3,i − ~3,i, i = 0, 1,

~3,1 = −l2,0λ1/2
2 |ζ3,0|1/2 sgn(ζ3,0) + w3,1,

~3,2 = −l2,1λ2 sgn(ζ3,1).

接下来,非递归控制器具体可按如下步骤设计: x∗
1

= yr, x
∗
2 = ẏr, x

∗
3 = ÿr + ẏr + 10 sin yr − w2,1, u

∗ =

y(3)r + ÿr + 10 cos yrẏr − w2,2 + 0.2x∗
2 + x∗

3 − w3,1.
通过坐标变换,可得η1 = (x1 − x∗

1)/L
ϱ, η2 = (x2 −

x∗
2)/L

ϱ+1, η3 = (x3 − x∗
3)/L

ϱ+2, u = −Lϱ+3(k1η1 +

k2η2 + k3η3) + u∗.
后续仿真主要是将L分为鲁棒模式和自适应模式

两种情况进行.当L动态变化时,其满足L0 = 1, L̇ =

κ1Lmax{0, µ̂− κ2L+ κ3}, ˙̂µ = κ4(η
2
1 + η22 + η23).

参数设置:状态初值: x(0)T = [0, 1.5, 2], HOSM:
[l1,0, l1,1, l1,2, λ1; l2,0, l2,1, λ2] = [15, 23, 32, 1; 12, 18,
1],鲁棒控制器: [L, ϱ;KT] = [3, 3; 15, 18, 22].自适
应控制器: [κ1, κ2, κ3, κ4, ϱ;K

T] = [10, 1, 0.02, 10, 3;
15, 18, 22].
根据图3和图5可以清晰地看出,本文所提的控制

器可以保证系统全状态对应地无静差跟踪至其预期

参考信号x∗
1, x

∗
2, x

∗
3.进一步地,通过对不同幅值的干

扰进行比较,阐明了所提的非递归自适应控制器的增
益更新机制,对于系统所受的大小信号干扰, L收敛的
上界也会发生变化,这是由系统状态轨迹与参考轨迹
的误差大小不同导致的,小信号干扰使上述误差相对

小, L的收敛值为2.18左右;而随着干扰信号增大,
L的收敛值又随之变为了2.48左右;而对于一个幅值
在二者之间的时变干扰,增益L又收敛至2.2左右.图
5(d)则表明相较于非递归鲁棒控制,非递归自适应控
制可以在消耗较低控制能量的情形下,即实现系统的
控制目标.

(a)小信号干扰

(b)大信号干扰

图 3 常值干扰下单连杆机械手系统
Fig. 3 The response curves of one-link manipulator with

constant disturbance cases

(a) τd1
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(b) τ (1)d1

(c) τd2

图 4 单连杆机械手系统时变干扰信号曲线
Fig. 4 The time-varying disturbance curves of one-link

manipulator

(a) x1

(b) x2

(c) x3

(d) u

(e) L

图 5 时变干扰情况下单连杆机械手系统
Fig. 5 The state curves of one-link manipulator with

time-varying disturbance case

注注注 3 对于参数选取,主要可遵循以下几个原则或步

骤: 1)通过极点配置得出控制增益K,将闭环系统的极点配

置至期望极点处. 2)求线性矩阵不等式(A−BK)TP + P (A

− BK) 6 −In,从而获取正定对称阵P . 3)根据参数ϱ的选取

准则,确定其范围. κ1, κ2, κ3, κ4则根据其对应的选取准则求

出范围,并通过“试错法”,选取满足性能指标要求的值. 4)鲁

棒控制的增益L满足充分大的条件,但是需要指出的是,随着

L的增大,系统可能会出现鲁棒性冗余.因此,类似地使用“试

错法”,选择满足性能要求的L值.自适应控制情形下, L可在

不同实际工况下自适应地收敛于不同的值,以此来缓解控制

增益选取过大带来的鲁棒性冗余,并且提升控制系统的动态

性能.

5 总总总结结结

本文主要提出了一种针对含不匹配干扰的非线性

系统的鲁棒/自适应一体化非递归控制设计框架.相较
于以往的结果,该非递归复合控制框架有以下的几点
贡献:首先,所提复合控制律具有更为简洁的表达形
式和一定的可移植性,非线性项约束条件也更为宽松,
设计思路更加多元.一步法的设计框架将控制器设计
与稳定性分析本质性分离开,极大地方便了工程实际
应用.未来旨在解决多类型的非线性系统的跟踪问题,
例如对于离散系统、状态受限的非线性系统等,运用
本文所提控制框架,如何实现精确跟踪.
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附附附录录录

为便于后续的稳定性证明,首先提供一下引理.

引引引理理理 1 (杨氏不等式) 设p > 1, q > 1,
1

p
+

1

q
= 1,则

对于∀a, b > 0,有如下关系: a · b 6 ap

p
+

bq

q
.

引引引理理理 2 (Barbalat引理) 若有 lim
t→∞

g(t) < ∞,且ġ是一

致连续的或g̈是有界的,那么则有 lim
t→∞

ġ(t) = 0.

首先,定义ei,0= x̂i−xi, ei,j=wi,j−d
(j−1)
i , j∈N1→n−i,

考虑到假设2,结合系统(1)和有限时间干扰观测器(4),误差
动力学系统可表示为

ėi,0 = ei,1 − li,0λ
βi,0

i |ei,0|1−βi,0 sgn(ei,0),

ėi,j = ei,j+1 − li,jλ
βi,j

i |ei,j − ėi,j−1|1−βi,j×
sgn(ei,j − ėi,j−1),

ėi,n−i+1 ∈ [−D,D]− li,n−i+1λ
βi,n−i+1

i |ei,n−i+1−

ėi,n−i|1−βi,n−i+1 sgn(ei,n−i+1 − ėi,n−i). (a1)

引引引理理理 3 [24] 当干扰观测器增益λi选取恰当,满足λi >

D, i ∈ N1→n时,对于任意有界的状态x(t),式(a1)中所有的
状态都是一致有界的,且存在有限时刻T1 ∈ R+使得ei,j(t)

= 0, i ∈ N1→n, j ∈ N1→n−i, ∀t ∈ [T1,∞).

接下来,本文将对由所提的非递归鲁棒控制器组成的闭
环系统做严格的稳定性证明.
对于系统(8),构建一个Lyapunov方程V1(η) = ηT · Pη,

则V1(η)沿着式(8)对t求导可得

V̇1(η) =
∂V1(η)

∂ηT
L(A−BK)η+

∂V1(η)

∂ηT
z(·) + ∂V1(η)

∂ηT
ε. (a2)

根据参数矩阵P满足的条件,可以得出

∂V1(η)

∂ηT
L(A−BK)η 6 −L∥η∥2. (a3)
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对于非线性项fi(·),由式(5)及引理3可知,对于任意有界
的 x(t), x∗i 是一致有界的,即存在一个常数 ρ̄ > 0,使得
max

i∈N1→n

{sup
t>0

{x∗i (t)}} 6 ρ̄.因此给定紧集0 , [−ρ, ρ]n,定义

η∗i , xi − x∗i和水平集

Ω = {η∗ ∈ Rn|η∗TPη∗ 6
c0 , sup

η∗∈Ωη∗ [−(ρ+ρ̄),(ρ+ρ̄)]n
{η∗TPη∗}}.

进一步地,可以得到∀η∗(t) ∈ Ω ⇒ η(t) ∈ Ω.
对于一个光滑的非线性函数,由中值定理可知,

fi(x̄i)− fi(x̄
∗
i ) 6 µ̄i(x̄i, x̄

∗
i ) (|x1 − x∗1|+ · · ·+ |xi − x∗i |),

其中µ̄i(x̄i, x̄
∗
i )是一个C1的非负函数2.当η∗ ∈ Ω,存在一个

正常数N̄ ,使得|xj | 6 N̄ , j ∈ N1→i,那么则存在一个正常
数µi,其值与增益L无关,使得µ̄i(x̄i, x̄

∗
i ) 6 µi,则有下列关

系:

fi(x̄i)− fi(x̄
∗
i )

Lϱ+i−1
6

µi

Lϱ+i−1
(|x1 − x∗1|+ · · · |xi − x∗i |) 6

µi

Lϱ+i−1
(Lϱ|η1|+ Lϱ+1|η2| · · ·+ Lϱ+i−1|ηi|) 6

µi ·
√
n∥η∥, η∗ ∈ Ω, (a4)

那么进一步地有如下关系:

∂V1(η)

∂ηT
z(L, ϱ, x, x∗)|η∗∈Ω 6

n∑
i=1

∂V1(η)

∂ηi
· fi(x̄i)− fi(x̄

∗
i )

Lϱ+i−1
6

2nµλmax(P )∥η∥2 = ι1∥η∥2, (a5)

其中: µ = µimax, ι1 = 2nµλmax(P ).
最后,由假设2及引理3可以得到, ε与干扰观测器的收敛

时间T1有关,因此与ε相关的稳定性证明将被分成两个部分,
即t ∈ [0, T1)和t ∈ [T1,∞).
当0 6 t < T1时,由假设2可得存在一个有界常数E ∈

R+,使得 sup
i∈N1→n

{|εi|} 6 E.结合引理1,可以得出

∂V1(η)

∂ηT
ε 6 2λmax(P )∥η∥∥ε∥ 6 2

√
nλmax(P )∥η∥E 6

ι2∥η∥2 + E2, (a6)

其中ι2 = nλ2max(P ).
至此,给出本文定常高增益L的选取准则.
首先定义一个合适的值δ ∈ (0, c0/2).那么,对于一个充

分大的L,满足

L > ι1 + ι2 + 1;E2 6 L− ι1 − ι2
2λmax(P )

δ. (a7)

紧接着,将对状态η的有界性进行阐述.即是证明对于任
意非零的初始状态满足η∗(0) ∈ Ωη∗ ,任意η(t)的轨迹将在Ω

内.
为了更好地阐述,假设η(t)在系统渐近稳定过程中出现

逃逸.那么根据有限时间逃逸理论,存在一个时刻t1 > 0,使
得

(η∗(t1))
TP (η∗(t1)) = c0, V̇1(η(t1)) > 0.

显而易见的是, ∀t ∈ [0, t1], η
∗(t) ∈ Ω,那么结合式(a3)

(a5)–(a6),式(a2)可被写成

V̇1(η) 6 −(L− ι1 − ι2)∥η∥2 + E2, (a8)

而考虑到∥η∥2 > λ−1
max(P )V1(η),那么式(a8)可被改写为:

V̇1(η(t1)) 6 −(L − ι1 − ι2)λ
−1
max(P )(V1(η(t1)) −

1

2
δ) 6 0,

该不等式与上述逃逸理论出现了明显的矛盾,则可以说明假
设不成立,则有∀x(0) ∈ 01 ⇒ η∗ ∈ Ω ⇒ η ∈ Ω, ∀t > 0.至
此,式(a2)可以写为{

V̇1(η) 6 −(L− ι1 − ι2)∥η∥2 + E2, t ∈ [0, T1),

V̇1(η) 6 −(L− ι1)∥η∥2, t ∈ [T1,∞).
(a9)

结合式(a7),闭环系统(1)(4)(9)是渐近稳定的.因此可推
得 lim

t→∞
η(t) = 0,即是 lim

t→∞
x(t) = x∗(t),也就意味着本文所

提出的非递归鲁棒控制器可以实现无静差跟踪的控制目标,
即 lim

t→∞
y = yr.

接下来,本文将对由所提的非递归自适应控制器组成的
闭环系统做严格的稳定性证明.
通过构建Lyapunov函数,其可描述为V2(η, µ̃) , ηTPη

+ µ̃2/(2ϖ1),其中ϖ1 > 0为设计参数, µ̃ = µ − µ̂, µ的定义
具体见于上述非递归鲁棒控制稳定性证明中式(a5), µ̂为µ的

估计值.考虑上述V2(η, µ̃),其沿着式(8)对t求导可得

V̇2(η) =
∂V2(η)

∂ηT
L(A−BK)η +

∂V2(η)

∂ηT
z(·)+

∂V2(η)

∂ηT
ε− ∂V2(η)

∂ηT
(ϱIn +Θ)

L̇

L
η − µ̃

ϖ1

˙̂µ. (a10)

当 η∗ ∈ ΩM , {η∗ ∈ Rn|V2(η, µ̃) 6 M + NE2},其 中
M , sup

η∗∈Ωη∗ ,µ̃∈Ωµ̃

{V2(η, µ̃)}, µ必定有界,且满足

µ ∈ [µ, µ̄], N =
4

(1−ϖ3)λ
−1
max(P )

.

此时,对于任意初始状态满足µ̃(0) ∈ Ωµ̃ , [µ−ρ, µ̄+ρ].
接着,再定义: γ(t) = µ̃2/(2ϖ1), Ωη∗ , [−(ρ + ρ̄), (ρ + ρ̄)]n.

存在合适的σ0 ∈ (0,
M +NE2

2
),使得

E2 <
L(1−ϖ3)λ

−1
max(P )

2
σ0. (a11)

接着,式(a10)右侧的前3项与上述非递归鲁棒控制稳定
性证明中式(a3)(a5)–(a6)所得结论相似,即

∂V2(η)

∂ηT
L(A−BK)η 6 −L∥η∥2,

∂V2(η)

∂ηT
z(L, ϱ, x, x∗) 6 2nµλmax(P )∥η∥2,

η∗ ∈ ΩM ,

∂V2(η)

∂ηT
ε 6 nλ2max(P )∥η∥2 + E2. (a12)

由ϱ的选取准则可知, 2ϱP +ΘP + PΘ为正定的,那么最

2Ci表示所有i阶导数都是连续的可微函数集.
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后一项可得如下的不等关系:

∂V2(ξ)

∂ηT
(ϱIn +Θ)

L̇

L
η >

(2ϱλmin(P ) + λmin(ΘP + PΘ))
L̇

L
∥η∥2 >

ϖ2
L̇

L
∥η∥2, (a13)

其中ϖ2 ∈ (0, 2ϱλmin(P ) + λmin(ΘP + PΘ)).
至此,在干扰观测器收敛前,即t < T1,且η∗ ∈ ΩM时,

式(a10)可被写为

V̇2(η, µ̄)|η∗∈ΩM
6

− L∥η∥2 + 2nµλmax(P )∥η∥2 + E2+

nλ2max(P )∥η∥2 −ϖ2
L̇

L
∥η∥2 − µ̃

ϖ1

˙̂µ 6

− L(1−ϖ3)∥η∥2 − ( ˙̂µ− 2nλmax(P )ϖ1∥η∥2)×
µ̃

ϖ1
+ E2 − ϖ2

L
(L̇− L

ϖ2
2nλmax(P )×

(µ̂− ϖ3

2nλmax(P )
L+

λmax(P )

2
))∥η∥2 :=

− L(1−ϖ3)∥η∥2 − µ̃

ϖ1
( ˙̂µ− κ4∥η∥2) + E2−

ϖ2

L
(L̇− κ1L(µ̂− κ2L+ κ3))∥η∥2, (a14)

其中:

ϖ3 ∈ (0, 1),

κ1 =
2nλmax(P )

ϖ2
>

2nλmax(P )/(2ϱλmin(P ) + λmin(ΘP + PΘ)),

κ2 =
ϖ3

2nλmax(P )
∈ (0,

1

2nλmax(P )
),

κ3 = λmax(P )/2, κ4 > 0.

结合式(a12),可以得出当∀(η∗T, µ̃)T ∈ ΩM , ∃ϖ3 ∈ (0,

1), t ∈ [0, T1),有如下结果:

V̇2(η, µ̃) 6 −L(1−ϖ3)∥η∥2 + E2. (a15)

a) 闭环系统所有信号的一致有界性.
对于L(0) = 1,可得(η(0)T µ̃(0))T ∈ ΩM ,且V2(0) 6M

+ NE2, V̇2(0) 6 −L(1−ϖ3)∥η∥2 + E2.
首先,根据V2(t)的形式,可以得出

V2(η, µ̃) 6 λmax(P )∥η∥2 + γ(t).

1) 定义集合Ω1 = {η ∈ Rn|V2(η, µ̃) 6 σ0},那么必然有
Ω1 ⊂ ΩM .而根据式(a11)可得,任意满足µ̃(0) ∈ Ωµ, η(0) ∈
Ωη∗ ∩ (ΩM\Ω1)的状态轨迹(η, µ̃),必将永远在ΩM内,并被

Ω捕获.否则必存在一个有限时间t2 > 0,有: i) V2(0) 6
V2(t2) = M + NE2; ii) V̇2(t2) > 0.而对于 t ∈ [0, t2]有式

(a15)成立,那么有

V̇2(η, µ̃)|η∗∈ΩM
6

− L(1−ϖ3)∥η∥2 + E2 6
− L(1−ϖ3)λ

−1
max(P )(V2 − γ − σ0/2) < 0,

其与假设有明显矛盾,即0 6 V̇2(t2) < 0.则∀µ̃(0) ∈ Ωµ, η(0)

∈ Ωη∗ ∩ (ΩM\Ω1) ⇒ (η, µ̃) ∈ ΩM ,∀t > 0,也就是当ΩM

是一个不变集时, η(t)将被Ω1捕获.
2) 当t > T1时,式(a15)可以写为

V̇2 6 −L(1−ϖ3)∥η∥2 6 0,

也可以得到此时(η, µ̃)为有界的.
至此得出结论: η与µ̃的半全局一致有界的.接下来,将阐

述动态增益L的有界性.
首先,注意到L̇ > 0恒成立,那么假设L是无边界的,必然

存在某个时刻t3,使得κ2L(t3) > ¯̄µ+ κ3,其中 ¯̄µ为µ̂的上界

值,因此L(t3) > (¯̄µ+ κ3)/κ2.紧接着
1) ¯̄µ+ κ3 6 κ2.此时, ¯̄µ+ κ3 − κ2L(t3) 6 ¯̄µ+ κ3 − κ2

6 0.由式(9)得, L̇=0,即∀t > 0, L = L(0) ≡ 1.
2) ¯̄µ+ κ3 > κ2.此时, ¯̄µ+ κ3 − κ2L(0) > 0, ¯̄µ+ κ3 −

κ2L(t3) < 0,则由零点定理得,必然存在时刻t0 ∈ (0, t3),有
¯̄µ + κ3 − κ2L(t0) = 0,即∀t ∈ (t0, t3), ¯̄µ+ κ3 − κ2L(t) < 0,

L̇ = 0, L ≡ L(t0) =
¯̄µ+κ3
κ2

,该结论与假设 ¯̄µ + κ3 − κ2L(t3)

< 0不符.则此情况下,可得∀t ∈ [t0, t3), L ≡ L(t0) = (¯̄µ +

κ3)/κ2.
综上所述, L是一致有界的,即L存在上界 L̄满足 L̄ =

max{1, (¯̄µ+ κ3)/κ2}.
b) 状态渐近收敛至参考值.

定义Q ,
w t

0
∥η∥2dt,则

lim
t→∞

Q 6−
w ∞

T1

V2(η, µ̃)

1−ϖ3
dt−

w T1

0

V̇2(η, µ̃)− E2

1−ϖ3
dt 6

V2(0) + E2T1
1−ϖ3

< ∞.

因此,结合式(8)(a12)和η ∈ ΩM ,有η̇, Q̈ = 2(η1η̇1+η2η̇2

+ · · · + ηnη̇n)皆是一致有界的.则根据引理2,有 lim
t→∞

Q̇ = 0

⇔ lim
t→∞

η = 0,即 lim
t→∞

y = yr.
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