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摘要:针对一类状态未知的非线性严格反馈时滞系统,本文提出了一种基于静态增益函数的输出反馈控制方案.
首先构造了降阶观测器以估计非线性系统的未知状态.然后在Backstepping设计的每一步定义了具有控制增益函数
的新型Lyapunov-Krasovskii泛函以补偿未知时变时滞,定义新的选择不唯一的连续控制增益函数以补偿非匹配项
以及Lyapunov-Krasovskii泛函补偿时滞时产生的非负项.提出了一种无记忆输出反馈控制方案.理论分析表明:该
控制方案消除了未知时滞的影响,保证了闭环系统所有信号的有界性,并使系统实现渐近稳定.最后仿真结果验证
了此控制方案的有效性.
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Abstract: For a class of nonlinear strict-feedback time-delay systems with unknown system states, this paper proposes
an output feedback control scheme based on a novel static gain function. Firstly, a reduced-order observer is constructed to
estimate the unmeasured states of the nonlinear time-delay system. Then, a new Lyapunov-Krasovskii functional with an
explicit control gain expression is defined in each step of the backstepping design process to compensate for the unknown
time-varying delays, novel continuous control gain functions are defined to compensate for unmatched terms and the non-
negative terms that are generated when the Lyapunov-Krasovskii function compensates for time delays. A memoryless
output feedback control scheme is proposed. It shows that the control scheme eliminates the influence of unknown time
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simulation results verify the effectiveness of the control scheme.

Key words: time-delay system; output feedback control; reduced-order observer; static gain function; asymptotic sta-
bility

Citation: LI Wenjie, ZHANG Zhengqiang. Reduced-order observer-based backstepping stabilization control for non-
linear time-delay systems. Control Theory & Applications, 2022, 39(8): 1433 – 1441

1 引引引言言言

时滞特性和非线性特性在实际系统中普遍存在,
譬如,通讯系统、电力系统、网络传输系统等.时滞的
存在可使系统的动态性能变差甚至导致系统不稳

定[1–2].文献[3]首次将Backstepping方法扩展到非线
性时滞系统中且使用Lyapunov-Krasovskii泛函方法

设计了无记忆状态反馈控制器.随后文献 [4]利用

Backstepping方法设计了无记忆状态反馈控制器,研

究了一类具有多重时滞的不确定系统的镇定问题.文

献[5]通过低增益缩放和Backstepping方法,解决了一

类非线性时滞系统的全局自适应输出反馈调节问题.

状态反馈和输出反馈是系统控制设计中两种主要
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的反馈策略.相对比而言,状态反馈控制的控制率设
计有更大的可选择范围,闭环系统能达到更佳性能.
文献[6]引入了基于控制增益函数的具有积分型函数
的新型Lyapunov-Krasovskii泛函,解决了一类具有时
滞和死区输入的非线性系统的状态反馈跟踪控制问

题.随后此控制技术被应用于文献 [7]中,研究了一类
具有互联时滞和多个死区输入的大型系统的模型跟

踪控制问题.文献[8]利用一种基于无明确表达形式的
控制增益函数的状态反馈控制方法设计了无记忆状

态反馈控制器,使得所得到的闭环系统是渐近稳定的.
输出反馈所受限制条件较少且不依赖于状态信息,更
容易实现.在实际系统中不易获得所有状态信息时,
输出反馈控制成为主要控制方法.
本文旨在解决一类具有状态时滞的非线性系统的

输出反馈控制问题.通过设计一种新的基于控制增益
函数的具有积分型函数的新型Lyapunov-Krasovskii
泛函处理时变时滞,并给出控制增益函数的具体表达
式.通过Backstepping技术设计无记忆输出反馈控制
器,通过仿真结果验证了输出反馈控制的有效性.
为增加文章简洁性,定义如下缩写:

x̄i = [x1 x2 · · · xi]
T, m̄i = [m2 m3 · · · mi]

T,

xidi
= xi(t− di(t)), x̄idi = [x1d1

· · · xidi
]T,

m̄idi = [m2d2
· · · midi

]T.

2 问问问题题题描描描述述述与与与观观观测测测器器器设设设计计计

2.1 问问问题题题描描描述述述

考虑如下严格反馈非线性时滞系统:
ẋi(t) = ℓxi+1(t) + gi(x̄i(t)) + fi(x̄idi),

i = 1, 2, · · · , n− 1,

ẋn(t) = u(t) + gn(x̄n(t)) + fn(x̄ndn
),

y(t) = x1(t),

(1)

其中: xi ∈ R和y ∈ R分别是系统状态和系统输出,
u(t) ∈ R是控制输入; ℓ ∈ R+; x̄i(t) = [x1(t) x2(t)

· · · xi(t)]
T; gi(·)是已知光滑函数,满足gi(0) = 0;

fi(·)是未知光滑非线性函数,满足fi(0) = 0; di(t)是
未知时变时滞,且满足

0 6 di(t) 6 τi, ḋi(t) 6 τ̄i < 1, i = 1, 2, · · · , n,
(2)

定义τ = max{τ̄1, · · · , τ̄n}, τ为正常数. x(t) = φ(t),

t ∈ [−τ, 0]为初始条件.
控制目标是设计无记忆输出反馈控制器使得闭环

系统的所有信号有界,同时使系统(1)的状态x(t)渐近

趋于0.

2.2 观观观测测测器器器设设设计计计

由于输出状态x1为唯一的可测状态,可设计降阶

观测器以估计不可测状态.首先将系统(1)改写为如下
形式:
ẋ1(t) = A11x1(t) +A12m(t) + g1(x1(t))+

f1(x1d1
),

ṁ(t) = A21x1(t) +A22m(t) + Ḡ(x1(t), m̄(t))+

B̄u(t) + F̄ (x1d1
, m̄ndn

),

(3)

其中:

A11 = 0, A12 = [ℓ 0 · · · 0] ∈ R1×(n−1),

A21 = [0 · · · 0]T ∈ Rn−1,

B̄ = [0 · · · 0 1]T ∈ Rn−1,

A22 = ℓ


0

0 I(n−2)×(n−2)

...
0 · · · 0

 ,

Ḡ(x1, m̄) =

[g2(x1(t) m2(t)) · · · gn(x1(t), m̄(t))]T ∈ Rn−1,

F̄ (x1d1
, m̄ndn

) =

[f2(x1d1
,m2d2

) · · · fn(x1d1
, m̄ndn

)]T ∈ Rn−1,

m(t) = [x2(t) · · · xn(t)]
T , [m2(t) · · · mn(t)]

T

为不可测状态变量.定义

v(t) = A21x1(t) + B̄u(t), (4)

z(t) = ẋ1(t)−A11x1(t)− g1(x1(t)), (5)

将式(4)和式(5)代入到式(3),得
ṁ(t)=A22m(t)+v(t)+Ḡ(x1(t), m̄(t))+

F̄ (x1d1
, m̄ndn

),

z(t)=A12m(t)+f1(x1d1
).

(6)

对于系统(6),本文设计如下状态观测器

˙̂m(t) = (A22 + LA12)m̂(t) + v(t)+

ˆ̄G(x1(t), ˆ̄m(t))− Lz(t), (7)

其中L = [l2 · · · ln]
T使得A22+LA12为Hurwitz矩

阵.将式(4)和式(5)代入到式(7),可得

˙̂m(t) = Em̂(t) + (A21 + LA11)y(t) + Lg1(x1(t))+

B̄u(t) + ˆ̄G(x1(t), ˆ̄m(t))− Lẏ(t). (8)

重新定义观测器的状态以避免上式中输出量y的

微分

ω(t) = m̂(t) + Ly(t), (9)

其导数为如下形式:

ω̇(t) = Eω(t) + E′y(t) + B̄u(t)+
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ˆ̄G(x1(t), ˆ̄m(t)) + Lg1(x1(t)), (10)

其中: E = A22 + LA12, E′ = (A21 + LA11) − (A22

+ LA12)L具有如下形式:

E = ℓ


l2
l3 I(n−2)×(n−2)

...
ln · · · 0

 ,

E′ = ℓ


−l22 − l3
−l2l3 − l4

...
− l2ln−1 − ln

−l2ln

 .

定义状态估计误差为

ε(t) = m(t)− m̂(t), (11)

则由式(6)(8)可推出ε(t)的导数为

ε̇(t) = Eε(t) + Ḡ(x1(t), m̄(t))− ˆ̄G(x1(t), ˆ̄m(t))+

Lf1(x1d1
) + F̄ (x1d1

, m̄ndn
). (12)

引入坐标变换z1(t) = y(t),

zi(t) = ωi(t)− αi−1(t), i = 2, · · · , n,
(13)

其中αi−1为虚拟控制变量,其定义如下:

α1 = −1

ℓ
c1z1(t)−

1

ℓ
g1(z1(t)) + l2z1(t), (14)

α2 = −1

ℓ
c2z2(t) + l3z1(t)−

1

ℓ
g2(x1(t), m̂2(t))−

l2
ℓ
g1(z1(t))− l2m̂2(t) +

∂α1

∂y
(m̂2(t)+

1

ℓ
g1(z1(t))), (15)

αi = −1

ℓ
cizi(t) + li+1z1(t)−

1

ℓ
gi(x1(t), ˆ̄mi(t))−

li
ℓ
g1(z1(t))− lim̂2(t) +

∂αi−1

∂y
(m̂2(t)+

1

ℓ
g1(z1(t))) +

i−1∑
j=2

∂αi−1

∂m̂j

˙̂mj(t),

i = 3, · · · , n− 1, (16)

ci为正设计参数.在此坐标变换下,系统转化为

ε̇(t) = Eε(t) + Ḡ(x1(t), m̄(t))− ˆ̄G(x1(t), ˆ̄m(t))+

Lf1(x1d1
) + F̄ (x1d1

, m̄ndn
), (17)

ż1(t) = −c1z1(t) + ℓz2(t) + ℓε2(t) + f1(z1d1
)),

(18)

żi(t) = −cizi(t) + ℓzi+1(t)−
∂αi−1

∂y
(ℓε2+

f1(z1d1
))), i = 2, · · · , n− 1, (19)

żn(t) = ℓlnm̂2 + u+ gn(x1(t), ˆ̄mn(t)) + lng1−
∂αn−1

∂y
ẏ −

i−1∑
j=2

∂αi−1

∂m̂j

˙̂mj(t). (20)

为实现控制目标,文章提出如下假设.

假假假设设设 1 存在矩阵D,使得

G(ξ1(t), · · · , ξn(t))− ˆ̄G(ξ1(t), · · · , ξ̂n(t)) =

D(ξ(t)− ξ̂(t)), (21)

其中ξ(t), ξ̂(t)是任意时变参数,

ξ̄(t) = [ξ2(t) · · · ξn(t)]
T,

ˆ̄ξ(t) = [ξ̂2(t) · · · ξ̂n(t)]
T,

ξ(t) = [ξ1(t) ξ2(t) · · · ξn(t)]
T,

ξ̂(t) = [ξ1(t) ξ̂2(t) · · · ξ̂n(t)]
T,

G(ξ1(t), · · · , ξn(t)) =

[g1(ξ1(t)) g2(ξ1(t), ξ̄2(t)) · · · gn(ξ1(t), ξ̄n(t))]
T,

ˆ̄G(ξ1(t), · · · , ξ̂n(t)) =

[g1(ξ1(t)) g2(ξ1(t),
ˆ̄ξ2(t)) · · · gn(ξ1(t),

ˆ̄ξn(t))]
T.

假假假设设设 2 存在非负不减的连续函数hijl(·)和pk(·)
满足pk(0) = 0, hijl(0) = 0,使得

f2
i (x1d1

, x2d2
, · · · , xidi

) 6
i∑

j=1

i∑
l=j

hijl(|zjdl
|) +

i∑
k=2

pk(∥εdk
∥).

假假假设设设 3 存在C1函数V01(·) : Rn→R+和Vq1(·) :
R→R+, q = 1, · · · , n满足

γ01(∥s∥) 6 V01(s) 6 γ02(∥s∥), (22)

γq1(|s′|) 6 Vq1(s
′) 6 γq2(|s′|), (23)

∇T
s V01(s)(Es+Ds) 6 −γ03(∥s∥), (24)

∂Vq1(s
′)

∂s′
(−cqs

′) 6 −γq3(|s′|), (25)

其中s ∈ R(n−1)×1, s′ ∈ R为参数变量. γ01(·), γ02(·),
γq1(·), γq2(·)为K∞类函数, γ03(·), γq3(·)为K类函数.

假假假设设设 4
n∑

i=1

i∑
k=2

pk(γ
−1
01 (·))和 (γ−1

01 (·))2分别与

γ03(γ
−1
02 (·))为同阶无穷小量, (γ−1

q1 (·))2和
n∑

i=q

i∑
l=q

hiql ·

(γ−1
q1 (·))分别与γq3(γ

−1
q2 (·))为同阶无穷小量.因此,存

在常数ϱij使以下结果成立:

lim
χ→0

n∑
i=1

i∑
k=2

pk(γ
−1
01 (χ))

γ03(γ
−1
02 (χ))

= ϱ01, (26)

lim
χ→0

(γ−1
01 (χ))

2

γ03(γ
−1
02 (χ))

= ϱ02, (27)
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lim
χ→0

n∑
i=q

i∑
l=q

hiql(γ
−1
q1 (χ))

γq3(γ
−1
q2 (χ))

= ϱq1, (28)

lim
χ→0

(γ−1
q1 (χ))

2

γq3(γ
−1
q2 (χ))

= ϱq2, q = 2, · · · , n. (29)

3 控控控制制制器器器设设设计计计与与与稳稳稳定定定性性性分分分析析析

3.1 静静静态态态增增增益益益函函函数数数设设设计计计

连续函数ϖq(χ) : [0,∞) → R定义如下:当χ = 0

时, ϖq(χ) =ϖ′
q;当χ > 0时,

ϖ0(χ) = [
1

θ

n∑
i=1

i∑
k=2

pk(γ
−1
01 (χ)) +

n(1− τ)

4ι2
×

(γ−1
01 (χ))

2]/[(1− k0)γ03(γ
−1
02 (χ))], (30)

ϖ1(χ) = [
1

θ

n∑
i=1

i∑
l=1

hi1l(γ
−1
11 (χ)) +

n

4ι3
h111(γ

−1
11 (χ))]/

[(1− k1)γ13(γ
−1
12 (χ))], (31)

ϖq(χ) = [
1

θ

n∑
i=q

i∑
l=q

hiql(γ
−1
q1 (χ)) +

1

4ι1
(γ−1

q1 (χ))
2]/

[(1− kq)γq3(γ
−1
q2 (χ))], q = 2, · · · , n,

(32)

其中:

ϖ′
0 = [

1

θ
ϖ01 +

n(1− τ)

4ι2
ϖ02]/[1− k0],

ϖ′
1 = [

n

4ι3
ϖ12 +

1

θ
ϖ11]/[1− k1],

ϖ′
q = [

1

4ι1
ϖq2 +

1

θ
ϖq1]/[1− kq],

0 < kq < 1, θ, ι1, ι2, ι3是正常数.控制增益函数ωi :

[0,∞) → R, i = 0, · · · , n构造为

ωi(χ) = κi +ϖi(χ), χ > 0, (33)

其中κi > 0是正常数.

假假假设设设 5 下列不等式成立:

k0γ03(∥s∥)−
θ(1− τ)−1

4
ω0(V01(∥s∥))×

(∥∇T
s V01(∥s∥)∥2 + ∥∇T

s V01(∥s∥)L∥2) > 0, (34)

kqγq3(|s′|)− ι1ωq(Vq1(s
′))(ℓ

∂Vq1(s
′)

∂s′
)2−

(1− τ)−1(ℓ2ι2 + ι3)ωq(Vq1(s
′))×

(
∂Vq1(s

′)

∂s′
∂αq−1

∂y
)2 > 0, (35)

knγn3(|s′|)− (1− τ)−1(ℓ2ι2 + ι3)×

ωn(Vn1(s
′))(

∂Vn1(s
′)

∂s′
∂αn−1

∂y
)2 > 0, (36)

其中s ∈ R(n−1)×1和s′ ∈ R为参数变量.

3.2 控控控制制制器器器设设设计计计

对于状态估计误差系统,考虑以下Lyapunov候选

泛函:

V0 = V0a + V0b, (37)

其中:

V0a =
w V01(ε)

0
ω0(ξ)dξ, (38)

V0b =
1

θ

n∑
i=1

i∑
j=1

i∑
l=j

w t

t−dl(t)
hijl(|zj(ξ)|)dξ+

1

θ

n∑
i=1

i∑
k=2

w t

t−dk(t)
pk(∥ε(ξ)∥)dξ. (39)

V0沿式(17)的导数为

V̇0 = ω0(V01(ε))V̇01 + V̇0b =

ω0(V01(ε))(∇T
ε V01(ε)(Eε(t)+

Ḡ(x1(t), m̄(t))− ˆ̄G(x1(t), ˆ̄m(t)))+

ω0(V01(ε))∇T
ε V01(ε)(F̄ + Lf1(x1d1

))+

1

θ

n∑
i=1

i∑
k=2

pk(∥ε(t)∥) +
1

θ

n∑
i=1

i∑
j=1

i∑
l=j

hijl(|zj(t)|)−

(1− τ)

θ
(

n∑
i=1

i∑
k=2

pk(∥εdk
∥) +

n∑
i=1

i∑
j=1

i∑
l=j

hijl(|zjdl
|)).

(40)

借助Young’s不等式,并结合假设1–2,式(22),得

ω0(V01(ε))(∇T
ε V01(ε)(Eε(t)+

Ḡ(x1(t), m̄(t))− ˆ̄G(x1(t), ˆ̄m(t)))) =

ω0(V01(ε))(∇T
ε V01(ε(t))(Eε(t) +Dε(t))) 6

− ω0(V01(ε))γ03(∥ε(t)∥), (41)

ω0(V01(ε))∇T
ε V01(ε)(Lf1(x1d1

)+

F̄ (x1d1
, m̄ndn

)) 6
θ(1− τ)−1

4
ω2
0(V01(ε))∥∇T

ε V01(ε)∥2+

θ(1− τ)−1

4
ω2
0(V01(ε))∥∇T

ε V01(ε)L∥2+

(1− τ)

θ
∥F̄∥2 + (1− τ)

θ
f2
1 (x1d1

) 6

θ(1− τ)−1

4
ω2
0(V01(ε))∥∇T

ε V01(ε)∥2+

θ(1− τ)−1

4
ω2
0(V01(ε))∥∇T

ε V01(ε)L∥2+

(1− τ)

θ
(

n∑
i=1

i∑
k=2

pk(∥εdk
∥)+

n∑
i=1

i∑
j=1

i∑
l=j

hijl(|zjdl
|)). (42)

将式(41)和式(42)代入式(40),并利用假设5,得

V̇0 6 −ω0(V01(ε))[k0γ03(∥ε(t)∥)−
θ(1− τ)−1

4
×

ω0(V01(∥ε(t)∥))(∥∇T
ε V01(∥ε(t)∥)∥2+
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∥∇T
ε V01(∥ε(t)∥)L∥2)]− (1− k0)ω0(V01(ε))×

γ03(∥ε(t)∥) +
n∑

i=1

i∑
k=2

pk(∥εdk
∥)+

1

θ

n∑
i=1

i∑
j=1

i∑
l=j

hijl(|zj(t)|) 6

− (1− k0)ω0(V01(ε))γ03(∥ε(t)∥)+
1

θ

n∑
i=1

i∑
j=1

i∑
l=j

hijl(|zj(t)|) +
n∑

i=1

i∑
k=2

pk(∥ε(t)∥),

(43)

由于γ0i, i=1, 2是K类函数,故γ−1
0i 亦为K类函数.所

以由假设3可得

∥ε(t)∥2 6 (γ−1
01 (V01(ε)))

2,

γ03(∥ε(t)∥) > γ03(γ
−1
02 (V01(ε))),

pk(∥ε(t)∥) 6 pk(γ
−1
01 (V01(ε))).

再结合控制增益函数ω0(χ)的定义(33),可得式

(43)满足

V̇0 6

− (1− k0)κ0γ03(∥ε(t)∥)− (1− k0)×

ϖ0(V01(ε))γ03(∥ε(t)∥) +
n∑

i=1

i∑
k=2

pk(∥ε(t)∥)+

1

θ

n∑
i=1

i∑
j=1

i∑
l=j

hijl(|zj(t)|) 6

− (1− k0)κ0γ03(∥ε(t)∥)−
n(1− τ)

4ι2
×

∥ε(t)∥2 + 1

θ

n∑
i=1

i∑
j=1

i∑
l=j

hijl(|zj(t)|). (44)

下面采用Backstepping方法设计控制率.

第1步 定义如下Lyapunov函数:

V1 = V0 + V1a + V1b, (45)

其中:

V1a =
w V11(z1(t))

0
ω1(ξ)dξ, (46)

V1b =
1

4ι3

w t

t−d1(t)
h111(|z1(ξ)|)dξ. (47)

由式(18)和式(44),可得V1的导数满足

V̇1 = V̇0 + V̇1b + V̇1a =

V̇0 + V̇1b + ω1(V11(z1))
∂V11(z1)

∂z1
(−c1z1(t))+

ω1(V11(z1))
∂V11(z1)

∂z1
ℓz2(t) + ω1(V11(z1))×

∂V11(z1)

∂z1
ℓε2(t) + ω1(V11(z1))

∂V11(z1)

∂z1
×

f1(z1d1
). (48)

结合假设2,式(25)及Young’s不等式,有

ω1(V11(z1))(
∂V11(z1)

∂z1
(−c1z1(t))) 6

− ω1(V11(z1))γ13(|z1(t)|), (49)

ω1(V11(z1))
∂V11(z1)

∂z1
ℓz2 6

1

4ι1
z22 + ι1(ℓω1(V11(z1))

∂V11(z1)

∂z1
)2, (50)

ω1(V11(z1))
∂V11(z1)

∂z1
ℓε2 6

(1− τ)−1ι2(ℓω1(V11(z1))
∂V11(z1)

∂z1
)2+

(1− τ)

4ι2
∥ε(t)∥2, (51)

ω1(V11(z1))
∂V11(z1)

∂z1
f1(z1d1

)) 6

(1− τ)−1ι3(ω1(V11(z1))
∂V11(z1)

∂z1
)2+

(1− τ)

4ι3
h111(|z1d1

)|). (52)

由假设3和函数hi1l(·) i = 1, · · · , n, l = 1, · · · , i

的性质,可知

γ13(|z1(t)|) > γ13(γ
−1
12 (V11(z1))),

hi1l(|z1(t)|) 6 hi1l(γ
−1
11 (V11(z1))),

将式(49)–(52)代入式(48),并结合上述不等式与控制

增益函数ω1(χ)的定义(33)及假设5,可得

V̇1 6

V̇0 − ω1(V11(z1))γ13(|z1(t)|) + (ι1+

ι2(1− τ)−1)(ℓω1(V11(z1))
∂V11(z1)

∂z1
)2+

ι3(1− τ)−1(ω1(V11(z1))
∂V11(z1)

∂z1
)2 +

1

4ι1
×

z22(t) +
(1− τ)

4ι2
∥ε(t)∥2 + 1

4ι3
h111(|z1(t)|)+

(1− τ)

4ι3
h111(|z1d1

)|)− (1− τ)

4ι3
h111(|z1d1

)|) 6

− (1− k0)κ0γ03(∥ε(t)∥)− ω1(V11(z1))×

[k1γ13(|z1(t)|)− ℓ(ι1 + ι2(1− τ)−1)×

ω1(V11(z1))(
∂V11(z1)

∂z1
)2 − ι3(1− τ)−1×

ω1(V11(z1))(
∂V11(z1)

∂z1
)2]−

(1− k1)ω1(V11(z1))γ13(|z1(t)|)+
n

4ι3
h111(|z1(t)|)−

n− 1

4ι3
h111(|z1(t)|)+
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1

4ι1
z22(t) +

1

θ

n∑
i=1

i∑
l=1

hi1l(|z1(t)|)+

1

θ

n∑
i=2

i∑
j=2

i∑
l=j

hijl(|zj(t)|)−

(n− 1)(1− τ)

4ι2
∥ε(t)∥2 6

− (1− k0)κ0γ03(∥ε(t)∥)− (1− k1)κ1×

γ13(|z1(t)|)− (1− k1)ϖ1(V11(z1(t)))×

γ13(γ
−1
12 (V11(z1(t)))) +

1

4ι1
z22(t)+

1

θ

n∑
i=1

i∑
l=1

hi1l(γ
−1
11 (V11(z1(t)))) +

n

4ι3
×

h111(γ
−1
11 (V11(z1(t))))−

n− 1

4ι3
h111(|z1(t)|)+

1

θ

n∑
i=2

i∑
j=2

i∑
l=j

hijl(|zj(t)|)−

(n− 1)(1− τ)

4ι2
∥ε(t)∥2 6

− (1− k0)κ0γ03(∥ε(t)∥)− (1− k1)κ1×

γ13(|z1(t)|)−
(n− 1)(1− τ)

4ι2
∥ε(t)∥2−

n− 1

4ι3
h111(|z1(t)|) +

1

4ι1
z22(t)+

1

θ

n∑
i=2

i∑
j=2

i∑
l=j

hijl(|zj(t)|). (53)

第q步(q = 2, · · · , n− 1) 由上述迭代过程可以

推断出

Vq−1 =
w Vq−1,1(zq−1)

0
ωq−1(ξ)dξ + V1b + Vq−2

的导数满足

V̇q−1 6

− (1− k0)κ0γ03(∥ε(t)∥)−
q−1∑
l=1

(1− kl)κlγl3(|zl(t)|)−

n− q + 1

4ι3
h111(|z1(t)|) +

1

4ι1
z2q (t)−

(n− q + 1)(1− τ)

4ι2
∥ε(t)∥2+

1

θ

n∑
i=q

i∑
j=q

i∑
l=j

hijl(|zj(t)|). (54)

定义第q个Lyapunov候选函数为

Vq = Vq−1 + Vqa + V1b, (55)

其中

Vqa =
w Vq1(zq(t))

0
ωq(ξ)dξ. (56)

结合式(19)和式(54),利用Young’s不等式,可得Vq

的时间导数满足

V̇q = V̇q−1 + V̇1b + V̇qa =

V̇q−1 + V̇1b + ωq(Vq1(zq))×

(
∂Vq1(zq)

∂zq
(−cqzq(t)))+

ωq(Vq1(zq))
∂Vq1(zq)

∂zq
ℓzq+1(t)−

ωq(Vq1(zq))
∂Vq1(zq)

∂zq

∂αq−1

∂y
ℓε2(t)−

ωq(Vq1(zq))
∂Vq1(zq)

∂zq

∂αq−1

∂y
f1(z1d1

)) 6 (57)

V̇q−1 − ωq(Vq1(zq))γq3(|zq(t)|)+

ι1(ℓωq(Vq1(zq))
∂Vq1(zq)

∂zq
)2 + (1− τ)−1×

(ℓ2ι2 + ι3)(ωq(Vq1(zq))
∂Vq1(zq)

∂zq

∂αq−1

∂y
)2+

1

4ι1
z2q+1(t) +

(1− τ)

4ι2
∥ε(t)∥2+

1

4ι3
h111(|z1(t)|). (58)

由假设3和函数hiql(·), i = 1, · · · , n, l = 1, · · · , i
的性质,可知

|zq(t)|2 6 (γ−1
q1 (Vq1(zq)))

2,

γq3(|zq(t)|) > γq3(γ
−1
q2 (Vq1(zq))),

hiql(|zq(t)|) 6 hiql(γ
−1
q1 (Vq1(zq))),

结合上述不等式与控制增益函数ωq(χ)的定义(33)及

假设5,可得

V̇q 6

− (1− k0)κ0γ03(∥ε(t)∥)−
q∑

l=1

(1− kl)κl×

γl3(|zl(t)|)− (1− kq)ϖq(Vq1)×

γq3(γ
−1
q2 (Vq1(zq(t))))−

n− q

4ι3
h111(|z1(t)|)+

1

θ

n∑
i=q

i∑
l=q

hiql(γ
−1
q1 (Vq1(zq(t))))+

1

4ι1
(γ−1

q1 (Vq1(zq(t))))
2 +

1

4ι1
z2q+1(t)+

1

θ

n∑
i=q+1

i∑
j=q+1

i∑
l=j

hijl(|zj(t)|)−

(n− q)(1− τ)

4ι2
∥ε(t)∥2 6

− (1− k0)κ0γ03(∥ε(t)∥)−
q∑

l=1

(1− kl)κl×

γl3(|zl(t)|) +
1

θ

n∑
i=q+1

i∑
j=q+1

i∑
l=j

hijl(|zj(t)|)−
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n− q

4ι3
h111(z1(t))−

(n− q)(1− τ)

4ι2
∥ε(t)∥2+

1

4ι1
z2q+1(t). (59)

第n步 考虑Lyapunov候选函数

Vn = Vn−1 + Vna + V1b, (60)

其中

Vna =
w Vn1(zn(t))

0
ωn(ξ)dξ. (61)

Vn沿着式(20)的导数为

V̇n = V̇n−1 + V̇1b + V̇na =

V̇n−1 + V̇1b + ωn(Vn1(zn))(
∂Vn1(zn)

∂zn
(u+ ℓlnm̂2+

gn(x1(t), ˆ̄m(t)) + lng1 −
∂αn−1

∂y
(ℓε2 + ℓm̂2+

g1(z1) + f1(z1d1
)))−

n−1∑
i=2

∂αi−1

∂m̂j

˙̂mj(t))), (62)

控制器设计为

u(t) =− cnzn − c′ωn(Vn1(zn))
∂Vn1(zn)

∂zn
−

ℓlnm̂2 − gn(x1(t), ˆ̄m(t))− lng1(z1)+

∂αn−1

∂y
(ℓm̂2 + g1(z1)), (63)

其中c′是正设计常数.在控制器(63)的作用下,式(62)

满足

V̇n = V̇n−1 + V̇1b + V̇na =

V̇n−1 + V̇1b − c′ω2
n(Vn1(zn))(

∂Vn1(zn)

∂zn
)2+

ωn(Vn1(zn))(
∂Vn1(zn)

∂zn
(−cnzn(t)))−

ωn(Vn1(zn))
∂Vn1(zn)

∂zn

∂αn−1

∂y
f1(z1d1

))−

ωn(Vn1(zn))
∂Vn1(zn)

∂zn

∂αn−1

∂y
ℓε2(t). (64)

由假设3和函数hinl(·), i = 1, · · · , n, l = 1, · · · ,
i的性质可知,

|zn(t)|2 6 (γ−1
n1 (Vn1(zn)))

2,

γn3(|zn(t)|) > γn3(γ
−1
n2 (Vn1(zn))),

hinl(|zn(t)|) 6 hinl(γ
−1
n1 (Vn1(zn))).

利用ωn(χ)的定义(33),假设2, Young’s不等式及

式(25),得

V̇n 6

V̇n−1 − c′ω2
n(Vn1(zn))(

∂Vn1(zn)

∂zn
)2−

(1− kn)ωn(Vn1(zn))γn3(|zn(t)|)−

ωn(Vn1(zn))[knγn3(|zn(t)|)−
(ℓ2ι2 + ι3)(1− τ)−1ωn(Vn1(zn))×

(
∂Vn1(zn)

∂zn

∂αn−1

∂y
)2] +

(1− τ)

4ι2
∥ε(t)∥2+

1

4ι3
h111(|z1(t)|) 6

− (1− k0)κ0γ03(∥ε(t)∥) +
1

4ι1
z2n(t)−

n−1∑
i=1

(1− kl)κlγl3(|zl(t)|)+

1

θ
hnnn(|zn(t)|)− c′ω2

n(Vn1(zn))×

(
∂Vn1(zn)

∂zn
)2 − (1− kn)ωn(Vn1(zn))×

γn3(|zn(t)|) 6

− (1− k0)κ0γ03(∥ε(t)∥)−
n∑

l=1

(1− kl)×

κlγl3(|zl(t)|)− c′ω2
n(Vn1(zn))(

∂Vn1(zn)

∂zn
)2−

(1− kn)ϖnγn3(γ
−1
n2 (Vn1(zn(t))))+

1

θ
hnnn(γ

−1
n1 (Vn1(zn(t))))+

1

4ι1
(γ−1

n1 (Vn1(zn(t))))
2 6

− c′ω2
n(Vn1(zn))(

∂Vn1(zn)

∂zn
)2−

(1− k0)κ0γ03(∥ε(t)∥)−
n∑

l=1

(1− kl)κlγl3(|zl(t)|). (65)

3.3 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

定定定理理理 1 由系统(1)、降阶状态观测器(9)、虚拟控
制率(14)–(16)、控制器(63)构成的闭环系统在满足假
设1–5的条件下,所有闭环信号是有界的并且系统(1)
的状态x(t)渐近趋于0.

证 对式(65)两端求t0到t定积分,可得

Vn(t) + (1− k0)κ0

w t

t0
γ03(∥ε(s)∥)ds+

w t

t0
c′ω2

n(Vn1(zn(s)))(
∂Vn1(zn(s))

∂zn(s)
)2ds+

n∑
l=1

(1− kl)κl

w t

t0
γl3(|zl(s)|)ds 6 Vn(t0). (66)

故Vn(t) ∈ L∞, γq3 ∈ L1, q = 0, · · · , n.由式(60)
可推出Vna有界.由式(61)可知cnVn1 6 Vna,所以Vn1

是有界的,因此ωn(Vn1)有界.当q = n时,由式(60)得
知zn有界.根据同样的方法可推出zq, q = 1, · · · ,
n及ε有界.观察式(14)可知α1有界,由z2(t) = ω2−α1

以及ω2 = m̂2 + l2y推断出m̂2有界,再结合ε的有界

性得到m2(t)有界.同样由式(15)可知α2是有界的,结
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合式(9)(11)(13),得m3是有界的.以这种方式继续下
去,递归地得到α3,m4, · · · , αn−1,mn, u的有界性.
所以,所有闭环信号有界.因此, ẋ, ε̇有界.由于γ03·
(∥ε∥) ∈ L1, γl3(|zl|) ∈ L1, l = 1, · · · , n,得到

lim
t→∞

ε = 0, lim
t→∞

zl = 0.

因y=z1,有 lim
t→∞

y=0.由于gi(·)光滑且满足gi(0)

= 0,所以有 lim
t→∞

g1(z1) = 0.

由式(14)知 lim
t→∞

α1 = 0.由x2 = m2 = ε2+z2+α1

知 lim
t→∞

x2 = 0.最终递归地得到 lim
t→∞

xn = 0.故

lim
t→∞

x(t) = 0. 证毕.

4 仿仿仿真真真

考虑严格反馈非线性时滞系统如下:
ẋ1 = −x1 + 0.2x2 + 0.02 sin tx1d1

,

ẋ2 = −0.1x2 + 0.02x1d1
+ u+ 0.02 cos tx2d2

,

y(t) = x1(t),

(67)

系统(67)可表述为如下形式:[
ẏ

ṁ

]
=

[
A11 A12

A21 A22

][
y

m

]
+

[
0

B̄

]
u+

[
g1
g2

]
+

[
f1
f2

]
,

其中:

A11 = 0, A12 = ℓ = 0.2, A21 = 0, A22 = 0,

B̄ = 1, g1 = −y(t), g2 = −0.1m(t),

f1 = 0.02 sin tx1d1
,

f2 = 0.02x1d1
+ 0.01x2d2

+ 0.01 cos tx2d2
,

d1(t) = 0.1(1 + sin t), d2(t) = 0.1(1 + cos2 t).

选择参数L= l2=−0.5,则E=−0.1, E′=−0.05,
降阶观测器设计为

˙̂m(t) = −0.2m̂(t) + u(t) + 0.5y(t) + 0.5ẏ(t),

ω̇(t) = −0.1ω(t) + 0.45y(t) + u(t)− 0.1m̂(t).

对于此系统,存在D = −0.1,使得 g2(m(t)) −
ĝ2(m̂(t)) =Dε(t),所以系统满足假设1.选择c1 = 1,
c2 = 1,有

α1 =− 1

ℓ
c1z1(t)−

1

ℓ
g1(z1(t)) + l2z1(t) =

− 0.5z1(t), (68)

由于f2
1 = (0.02 sin tx1d1

)2,存在函数h111(z1d1
) =

0.0004(|z1d1
|)2,使得f2

1 6 h111(z1d1
).存在函数

h211(·) = h212(·) = h222(·) = p(·) = 0.0016(| · |)2,

使得

f2
2 = (0.02x1d1

+ 0.01x2d2
+ 0.01 cos tx2d2

)2 =

(0.02z1d1
+ 0.01(ε2d2

+ m̂d2
)+

0.01 cos t(ε2d2
+ m̂d2

))2 =

(0.02z1d1
+ 0.01(ε2d2

+ z2d2
+ α1d2

− l2z1d2
)+

0.01 cos t(ε2d2
+ z2d2

+ α1d2
− l2z1d2

))2 =

(0.02z1d1
+ (−0.01− 0.01 cos t)z1d2

+

(0.01 + 0.01 cos t)z2d2
+

(0.01 + 0.01 cos t)ε2d2
)2 6

h211(z1d2
) + h212(z1d2

) + h222(z2d2
) + p(ε2d2

).

(69)

所以系统满足假设2.设计如下函数:

V01(ε) = ε2, V11(z1) = z21 , V21(z2) = z22 ,

γ01(χ) = χ2, γ02(χ) = χ2, γ03(χ) = 0.6χ2,

γ11(χ) = χ2, γ12(χ) = χ2, γ13(χ) = 2χ2,

γ21(χ) = χ2, γ22(χ) = χ2, γ23(χ) = 2χ2.

由此可知系统满足假设3.

由以上结果可得

γ−1
01 (χ) = γ−1

02 (χ) = γ−1
11 (χ) = γ−1

12 (χ) =

γ−1
21 (χ) = γ−1

22 (χ) =
√
χ, γ03(γ

−1
02 (χ)) = 0.6χ,

γ13(γ
−1
12 (χ)) = 2χ, γ23(γ

−1
22 (χ)) = 2χ,

p(γ−1
01 (χ)) = 0.0016χ, h111(γ

−1
11 (χ)) = 0.0004χ,

h211(γ
−1
11 (χ)) = h212(γ

−1
11 (χ)) =

h222(γ
−1
21 (χ)) = 0.0016χ.

由此可知系统满足假设4.控制增益函数设计为ϖ0(χ) =
0.001 · 8

3
· 1
θ
+

5

3
· 2(1− τ)

4ι2
1− k0

,

ω0 = κ0 +ϖ0(χ), χ > 0,

(70)

ϖ1(χ) =
0.0002

2

4ι3
+ 0.0018

1

θ
1− k1

,

ω1 = κ1 +ϖ1(χ), χ > 0,

(71)

ϖ2(χ) =
0.5

1

4ι1
+ 0.0008

1

θ
1− k2

,

ω2 = κ2 +ϖ2(χ), χ > 0.

(72)

设计参数为θ = 0.1, τ = 0.1, k0 = 0.5, k1 = 0.5,

k2 = 0.5, ι1 = 6, ι2 = 7.4, ι3 = 0.5, κ0 = 1, κ1 = 0.04,

κ2 = 0.3,则系统满足假设5.输出反馈控制器设计为

u(t) =− c2z2 − c′ω2(V21(z2))
∂V21(z2)

∂z2
− ℓl2m̂2−

g2(x1(t), m̂2(t))− l2 g1(z1)+
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∂α1

∂y
(ℓm̂2 + g1(z1)), (73)

其中参数c′ = 12.初始值定为x1(t) = 0.5, x2(t) =

−0.5, t ∈ [−τ, 0], m(0) = 0.5.状态响应曲线如图1所
示, 系统状态x1(t), x2(t)渐近收敛于0,未知状态x2(t)

及其估计 m̂2(t)渐近收敛于 0,图1(c)描述了控制输
入u(t).仿真结果验证了控制器的有效性.

(a)系统状态x1(t), x2(t)

(b)未知状态x2(t)及其状态估计m̂2(t)

(c)系统控制输入u(t)

图 1 闭环系统响应
Fig. 1 Closed-loop system response

5 结结结论论论

本文研究了一类具有未知时滞的非线性系统的渐

近稳定问题.本文采用了降阶观测器估计不可测状态.
提出了新的Lyapunov-Krasovskii函数补偿未知时滞
函数,设计了控制增益函数处理非匹配项以及Lyapu-
nov-Krasovskii函数补偿时滞时产生的非负项.详细地
证明了基于静态增益函数的的输出反馈控制方案可

以实现所有闭环信号的有界性以及系统的渐近稳定

性.仿真结果验证了此控制方案的有效性.如何放宽
假设条件值得进一步研究.
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