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摘要:时间最优控制问题是一类典型的最优控制问题,受到研究者的广泛关注.脉冲控制是一种在工程控制中被
广泛应用的控制方式.偏微分方程描述系统的最优控制问题的数值逼近的收敛性为数值求解方法的可行性提供了
定性依据.本文研究热传导方程的时间最优脉冲控制问题的有限元逼近的收敛性.通过利用投影算子的特性和系统
状态的误差估计,证明了逼近问题的最优时间收敛到原问题的最优时间.由此进一步利用原问题最优控制的bang-
bang性证明了最优控制的收敛性.
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Abstract: The time optimal control problem is a kind of typical optimal control problem, which has attracted the
extensive attention of researchers. Impulsive control has been widely used in engineering control. The convergence of
numerical approximations of optimal control problems for the systems governed by partial differential equations provides a
qualitative basis for the feasibility of the numerical method. In this paper, the convergence of finite element approximation
for the impulsive time optimal control problem of heat equations is studied. By making use of the properties of the projection
operator and the error estimates of the system state, we prove that the optimal time of the approximation problem converges
to the optimal time of the original problem. Furthermore, the convergence of the optimal control is proved by means of the
bang-bang property of the optimal control for the original problem.
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1 引引引言言言

时间最优控制问题是一类典型的最优控制问题,
受到研究者的广泛关注[1–8].然而,上述研究都是控制
作用在连续的时间区间.关于脉冲控制的无限维时间
最优控制问题的研究较少, Duan和Wang[9]对一类时

间最优脉冲控制的线性抛物系统进行了研究,得到了
最优控制的存在性和bang-bang性,以及最小时间泛
函关于控制约束界和脉冲时刻的连续性. Wang[10]对

一类时间最优脉冲控制的半线性热传导方程进行了

研究,得到了极小时间最优脉冲控制问题和极小范数
最优脉冲控制问题的等价性.
偏微分方程最优控制问题的数值计算与逼近方法

是近年来非常活跃的领域,但是,关于无限维系统时
间最优控制问题的有限维逼近的相关研究比较少.
Knowles[11]研究了具有边界控制的线性抛物型偏微分

方程时间最优控制问题的有限元逼近,得到了最优时
间的误差估计,其中控制是取值于有限维空间,不需
要逼近. Lasiecka[12]研究了具有边界控制的线性抛物
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型偏微分方程时间最优控制问题的有限元逼近,证明
了最优时间和最优控制的收敛性. Wang和Zheng[13]

研究了线性热传导方程的时间最优内部控制问题的

有限元逼近,利用Pontryagin最大值原理得到最优时
间的误差估计. Huang[14]和合作者研究了半线性热传

导方程的时间最优控制问题的有限元逼近,对非光滑
初值得到了最优时间的误差估计. Liu[15]和合作者研

究了抽象抛物系统的时间最优控制问题有限维逼近

的最优时间的误差估计.然而,上述文献的控制作用
时间都是在连续的时间区间.在本文中,将研究热传
导方程的脉冲时间最优控制问题的有限元逼近,控制
只施加在离散的脉冲时刻. Yu[16]和合作者研究了具

有二次型指标和脉冲控制的热传导方程最优控制问

题的有限元逼近,给出了误差估计.对于热传导方程
的脉冲时间最优控制问题的有限元逼近的收敛性,未
见研究文献,本文将证明热传导方程的脉冲时间最优
控制问题的有限元逼近的最优时间和最优控制的收

敛性.
令Ω为Rd (d = 1, 2, 3)中具有光滑边界 ∂Ω的有

界凸的开区域.令ω为Ω的非空开子集.考虑如下脉冲
控制的热传导方程:

∂ty −∆y = 0, 在Ω × (0,+∞) \ {τ}中,

y = 0, 在∂Ω × (0,+∞)上,

y(0) = y0, 在Ω中,

y(τ) = y(τ−) +Bu, 在Ω中.

(1)

这里y0 ∈ L2(Ω), τ > 0为脉冲时刻, u ∈ L2(ω)为

脉冲控制. y(τ−)表示在L2(Ω)中y在t = τ 的左极限.
算子B ∈ L(L2(ω), L2(Ω)).
用y (·; y0, u)表示方程(1)的解.用S(t)表示∆在

L2(Ω)中生成的半群.那么方程(1)的解可表示为[17]

y(t; y0, u) =

S(t)y0, t ∈ [0, τ),

S(t)y0 + S(t− τ)Bu, t ∈ [τ,+∞).

(2)

令r > 0,M > 0均为固定的常数.在本文中,分别
用∥ · ∥和(·, ·)表示空间L2(Ω)中的范数和内积,分别
用∥ · ∥L2(ω)和(·, ·)L2(ω)表示空间L2(ω)中的范数和

内积.考虑如下时间最优脉冲控制问题:

(T P) inf{T ;T > τ, y(T ; y0, u) ∈ B(0, r), u ∈ U},

其中控制约束集为

U = {u; ∥u∥L2(ω) 6 M},

目标集为

B(0, r) = {w ∈ L2(Ω); ∥w∥ 6 r}.

称

T ∗ , inf{T ;T > τ, y(T ; y0, u) ∈ B(0, r), u ∈ U}

为问题(T P)的最优时间.对于最优时间T ∗,易知T ∗

< +∞.在本文中,假设

{S(τ)y0 +Bu;u ∈ U} ∩B(0, r) = ∅. (3)

如果式(3)不成立,则T ∗ = τ .因此,在式(3)的假
设之下,有T ∗ > τ .如果u∗ ∈ U 使得式(1)的解满足
y(T ∗; y0, u

∗) ∈ B(0, r),则称u∗为问题(T P)的一个

时间最优脉冲控制(简称最优控制).容易验证问题
(T P)的最优控制是存在的(文献[9]引理3.1).
首先构建问题(T P)的有限元逼近.考虑Ω̄的一族

三角形剖分τh (剖分直径h)以及ω̄的一族三角形剖

分τω
l (剖分直径l),使用连续分片线性有限元分别对

状态空间和控制空间进行离散,建立时间最优脉冲控
制逼近问题(T Phl).本文的目的是研究逼近问题最优
时间和最优控制的收敛性.
本文的结构如下:在第2章中介绍时间最优脉冲控

制问题的有限元逼近;在第3章中给出主要结果–—逼
近问题最优时间和最优控制的收敛性.

2 有有有限限限元元元逼逼逼近近近

在这一节中,将要构建时间最优脉冲控制问题
(T P)的有限元逼近.为此,考虑Ω̄的一族三角形剖

分Th,剖分直径

h = max
T∈Th

diam(T ), 0 < h < 1.

边界元允许有曲边(d = 2)或曲面(d = 3).并且,假定
剖分是正则的且是拟一致的.
在三角形剖分Th上,采用连续分片线性函数构成

的有限元空间V 0
h (Ω)

V 0
h (Ω) = {vh ∈ H1

0 (Ω) ∩ C(Ω̄);

vh在T上为线性函数, ∀T ∈ Th}.

令P 0
h : L2(Ω) → V 0

h (Ω)为L2–投影算子,定义为

(P 0
hv, wh) = (v, wh), ∀ v ∈ L2(Ω), wh ∈ V 0

h (Ω).

(4)

那么有下面的估计[18–19]

∥v − P 0
hv∥ 6 Ch∥v∥H1

0 (Ω), ∀v ∈ H1
0 (Ω). (5)

接下来,假设ω是凸多面体或具有光滑边界的区

域.类似地,构造ω̄的正则和拟一致剖分T ω
l (剖分直

径l, 0 < l < 1).在T ω
l 上,采用有限元空间Vl(ω)

Vl(ω) = {vl ∈ C(ω̄);

vl在T ω上为线性函数, ∀T ω ∈ T ω
l }.

由此可见, Vl(ω) ⊂ H1(ω).令Pl : L
2(ω) → Vl(ω)为

L2–投影,定义为: ∀v ∈ L2(ω), wl ∈ Vl(ω),

(Plv, wl)L2(ω) = (v, wl)L2(ω). (6)
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则有如下不等式[20]:

∥v − Plv∥L2(ω) 6 Cl∥v∥H1(ω), ∀v ∈ H1(ω). (7)

现在,将式(1)投影到下面的有限维微分方程:
∂tyh(t)−∆hyh(t) = 0, t ∈ (0,+∞) \ {τ},
yh(0) = P 0

hy0,

yh(τ) = yh(τ−) + P 0
hBul,

(8)

其中ul ∈ Vl(ω), 算子−∆h : V 0
h (Ω) → V 0

h (Ω)定义

如下:

(−∆hvh, wh) =
w
Ω
∇vh · ∇whdx,

∀vh, wh ∈ V h
0 (Ω).

下面用yh(·; y0, u)表示下述方程的解:
∂tyh(t)−∆hyh(t) = 0, t ∈ (0,+∞) \ {τ},
yh(0) = P 0

hy0,

yh(τ) = yh(τ−) + P 0
hBu,

其中u ∈ L2(ω).用yh(·; y0, ul)表示方程(8)相对应于
控制ul和初值P 0

hy0的解.令Sh(t)为∆h产生的半群,
那么式(8)的解可表示为

yh(t; y0, ul) =Sh(t)P
0
hy0, t ∈ [0, τ),

Sh(t)P
0
hy0 + Sh(t− τ)P 0

hBul, t ∈ [τ,+∞).

(9)

定义

Ul = {ul;ul ∈ Vl(ω), ∥ul∥L2(ω) 6 M}

和

Bh(0, r) = {wh ∈ V 0
h (Ω); ∥wh∥ 6 r}.

从而,问题(T P)可被投影为下述时间最优脉冲控制

问题:

(T Phl) inf{T ;T > τ,

yh(T ; y0, ul) ∈ Bh(0, r), ul ∈ Ul}.

称

T ∗
hl , inf{T ;T > τ,

yh(T ; y0, ul) ∈ Bh(0, r), ul ∈ Ul}

为问题 (T Phl)的最优时间.易知对任意的h, l > 0,
T ∗
hl < +∞.如果u∗

hl ∈ Ul使得式(8)的解满足yh(T
∗
hl;

y0, u
∗
hl) ∈ Bh(0, r),则称u∗

hl为问题(T Phl)的最优控

制.容易验证问题(T Phl)的最优控制存在.

3 最最最优优优时时时间间间和和和最最最优优优控控控制制制的的的收收收敛敛敛性性性

在这一节中,将讨论问题(T P)和(T Phl)最优时

间和最优控制的收敛性.用C表示不依赖于h和l的一

般正常数.
为了得到最优时间的收敛性,需要应用状态方程

解的如下误差估计结果(文献[21]定理3.2).

引引引理理理 1 对任意的v ∈ L2(Ω)和t > 0,存在C >

0使得

∥S(t)v − Sh(t)P
0
hv∥ 6 Ch2 t−1∥v∥. (10)

而且,对任意的v ∈ L2(Ω)和T > 0,

sup
t∈[0,T ]

∥S(t)v − Sh(t)P
0
hv∥ −→ 0, 当h → 0. (11)

为了研究最优控制的收敛性,首先给出如下结果
(文献[9]定理2.1).

引引引理理理 2 假设式(3)成立.设u∗是问题(T P)的最

优控制.则u∗是唯一的,并且是bang-bang控制,即

∥u∗∥L2(ω) = M.

现在给出最优时间的收敛性.

定定定理理理 1 假设式(3)成立.设T ∗和T ∗
hl分别为问题

(T P)和(T Phl)的最优时间.那么

lim
h,l→0+

T ∗
hl = T ∗.

证 只需证明对任意小的ϵ > 0,存在正数h̃和l̃使

得对任意的0 < h < h̃, 0 < l < l̃,

T ∗
hl 6 T ∗ + ϵ (12)

以及

T ∗ 6 T ∗
hl + ϵ (13)

成立.
首先证明式(12).令u∗为问题(T P)的最优控制.

可知

∥y(T ∗; y0, u
∗)∥ 6 r, (14)

并且,

∥yh(T ∗ + ϵ; y0, Plu
∗)∥ 6

∥yh(T ∗ + ϵ; y0, Plu
∗)− y(T ∗ + ϵ; y0, Plu

∗)∥+
∥y(T ∗ + ϵ; y0, Plu

∗)− y(T ∗ + ϵ; y0, u
∗)∥+

∥y(T ∗ + ϵ; y0, u
∗)∥. (15)

注意到T ∗ > τ ,由式(2)(9)–(10)得

∥yh(T ∗ + ϵ; y0, Plu
∗)− y(T ∗ + ϵ; y0, Plu

∗)∥ 6
∥Sh(T

∗ + ϵ)P 0
hy0 − S(T ∗ + ϵ)y0∥+

∥Sh(T
∗ + ϵ− τ)P 0

hBPlu
∗−

S(T ∗ + ϵ− τ)BPlu
∗∥ 6

C
h2

T ∗ + ϵ
∥y0∥+ C

h2

T ∗ + ϵ− τ
∥Plu

∗∥L2(ω) 6

C
h2

T ∗ + ϵ
∥y0∥+ C

h2

T ∗ + ϵ− τ
M −→ 0,
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当h −→ 0+.

而且,根据Pl算子的性质,有

∥y(T ∗ + ϵ; y0, Plu
∗)− y(T ∗ + ϵ; y0, u

∗)∥ 6
∥S(T ∗ + ϵ− τ)B(u∗ − Plu

∗)∥ 6
C∥u∗ − Plu

∗∥ −→ 0, 当l −→ 0+.

由上面两个不等式可得存在h1 > 0, l1 > 0使得对任

意的0 < h < h1, 0 < l < l1,成立

∥yh(T ∗ + ϵ; y0, Plu
∗)− y(T ∗ + ϵ; y0, Plu

∗)∥+

∥y(T ∗ + ϵ; y0, Plu
∗)− y(T ∗ + ϵ; y0, u

∗)∥ 6
r(1− e−λ1ϵ), (16)

其中λ1表示−∆算子对应齐次, Dirichlet边界的第一
个特征根.根据式(14),能够得到

∥y(T ∗ + ϵ; y0, u
∗)∥ 6

e−λ1ϵ∥y(T ∗; y0, u
∗)∥ 6 re−λ1ϵ,

由此,结合式(15)和式(16),可得

∥yh(T ∗ + ϵ; y0, Plu
∗)∥ 6 r.

因而,考虑到T ∗
hl是问题(T Phl)的最优时间,可以推得

T ∗
hl 6 T ∗ + ϵ, ∀0 < h < h1, 0 < l < l1,

这意味着式(12)成立.
接下来,将证明式(13).为此,令u∗

hl为问题(T Phl)

的最优控制.则

∥yh(T ∗
hl; y0, u

∗
hl)∥ 6 r. (17)

显然, u∗
hl ∈ U ,以及

∥y(T ∗
hl + ϵ; y0, u

∗
hl)∥ 6

∥y(T ∗
hl + ϵ; y0, u

∗
hl)− yh(T

∗
hl + ϵ; y0, u

∗
hl)∥+

∥yh(T ∗
hl + ϵ; y0, u

∗
hl)∥. (18)

注意到T ∗
hl > τ ,有

∥y(T ∗
hl + ϵ; y0, u

∗
hl)− yh(T

∗
hl + ϵ; y0, u

∗
hl)∥ 6

∥Sh(T
∗
hl + ϵ)P 0

hy0 − S(T ∗
hl + ϵ)y0∥+

∥Sh(T
∗
hl + ϵ− τ)P 0

hBu∗
hl−

S(T ∗
hl + ϵ− τ)Bu∗

hl∥ 6

C
h2

T ∗
hl + ϵ

∥y0∥+ C
h2

T ∗
hl + ϵ− τ

∥u∗
hl∥L2(ω) 6

C
h2

ϵ
∥y0∥+ C

h2

ϵ
M −→ 0, 当h −→ 0+.

因此,存在h̃和l̃满足0 < h̃ 6 h1和0 < l̃ 6 l1,使得对
任意的0 < h < h̃, 0 < l < l̃,有

∥y(T ∗
hl + ϵ; y0, u

∗
hl)− yh(T

∗
hl + ϵ; y0, u

∗
hl)∥ 6

r(1− e−λ1ϵ)

成立.并且,依据式(17),可得

∥yh(T ∗
hl + ϵ; y0, u

∗
hl)∥ 6

e−λ1ϵ∥yh(T ∗
hl; y0, u

∗
hl)∥ 6 re−λ1ϵ.

由上述两个不等式和式(18),可推得

∥y(T ∗
hl + ϵ; y0, u

∗
hl)∥ 6 r.

由T ∗对于问题(T P)的最优性,可知对任意的0 < h

< h̃, 0 < l < l̃,

T ∗ 6 T ∗
hl + ϵ.

即式(13)成立.定理的证明完成. 证毕.
下面讨论最优控制的收敛性.

定定定理理理 2 假设式(3)成立.设u∗
hl ∈ Ul为(T Phl)的

最优控制.则存在子列{u∗
hl},和u∗ ∈ U ,使得

u∗
hl −→ u∗在L2(ω)中强收敛, 当h, l −→ 0+.

而且, u∗为问题(T P)的最优控制.

证 令T ∗
hl和u∗

hl分别为问题(T Phl)的最优时间和

最优控制.那么

∥yh(T ∗
hl; y0, u

∗
hl)∥ 6 r. (19)

而且,存在子列{u∗
hl},和u∗ ∈ U使得

u∗
hl −→ u∗在L2(ω)中弱收敛, 当h, l −→ 0+. (20)

接下来,将证明u∗ ∈ U是问题(T P)的最优控制.注意
到

lim
h,l→0+

T ∗
hl = T ∗

和T ∗ > τ ,则对充分小的h和l,有

T ∗
hl >

T ∗ + τ

2
> τ. (21)

因此,依据式(20),可得对任意的φ ∈ L2(Ω),

(y(T ∗; y0, u
∗)− y(T ∗; y0, u

∗
hl), φ) =

(S(T ∗ − τ)B(u∗ − u∗
hl), φ) =

(u∗ − u∗
hl, B

∗S∗(T ∗ − τ)φ)L2(ω) −→ 0,

当h, l −→ 0+ (22)

以及

(y(T ∗; y0, u
∗
hl)− y(T ∗

hl; y0, u
∗
hl), φ) =

(S(T ∗)y0 + S(T ∗ − τ)Bu∗
hl − S(T ∗

hl)y0−
S(T ∗

hl − τ)Bu∗
hl, φ) =

(S(T ∗)y0 − S(T ∗
hl)y0, φ)+

(u∗
hl, B

∗S∗(T ∗ − τ)φ−
B∗S∗(T ∗

hl − τ)φ)L2(ω) −→ 0, 当h, l −→ 0+. (23)

并且,由式(10)和式(21)得

∥y(T ∗
hl; y0, u

∗
hl)− yh(T

∗
hl; y0, u

∗
hl)∥ 6
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C
h2

T ∗
hl

∥y0∥+ C
h2

T ∗
hl − τ

∥u∗
hl∥L2(ω) 6

C
2h2

T ∗ + τ
∥y0∥+ C

2h2

T ∗ − τ
M −→ 0,

当h, l −→ 0+. (24)

结合式(22)–(23)和式(24),则对任意的φ ∈ L2(Ω),

(y(T ∗; y0, u
∗)− yh(T

∗
hl; y0, u

∗
hl), φ) =

(y(T ∗; y0, u
∗)− y(T ∗; y0, u

∗
hl), φ)+

(y(T ∗; y0, u
∗
hl)− y(T ∗

hl; y0, u
∗
hl), φ)+

(y(T ∗
hl; y0, u

∗
hl)− yh(T

∗
hl; y0, u

∗
hl), φ) −→ 0,

当h, l −→ 0+. (25)

由此,结合式(19)可得

∥y(T ∗; y0, u
∗)∥ 6 lim

h,l→0

∥yh(T ∗
hl; y0, u

∗
hl)∥ 6 r.

(26)

因而u∗是问题(T P)的最优控制.
现在说明

u∗
hl −→ u∗在L2(ω)中强收敛, 当h, l −→ 0+.

根据式(20)和问题(T P)的最优控制u∗是bang-bang控
制(引理2),可得

∥u∗
hl − u∗∥2L2(ω) =

(u∗
hl − u∗, u∗

hl − u∗)L2(ω) =

(u∗
hl, u

∗
hl)L2(ω) − 2(u∗

hl, u
∗)L2(ω)+

(u∗, u∗)L2(ω) 6
M2 − 2(u∗

hl, u
∗)L2(ω) +M 2 −→

M2 − 2(u∗, u∗)L2(ω) +M 2 = 0,

当h, l −→ 0+.

定理的证明完成. 证毕.
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