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摘要:针对具有未知参数的不确定Chua电路系统,本文提出了一种基于Volterra积分算子的固定时间自适应参数
估计算法.在仅有输出信号的已知的情况下,该算法能够保证参数的估计值在一个不依赖于初始误差的固定时间内
收敛到参数的真实值.通过在Volterra积分算子中巧妙的选取核函数,使其满足在τ = 0和τ = t时核函数及其导数为

零,从而能够有效消除系统初始值的影响,同时避免了对系统输出导数的计算.最后,仿真结果验证了所提算法的有
效性.
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Abstract: In this paper, a novel Volterra integral operator-based fixed-time adaptive parameter estimation algorithm
is proposed for uncertain Chua circuit system with unknown parameters. With only the output signal to be known, the
proposed algorithm can ensure that the estimation of the parameter can converge to the true value of the parameter in a
fixed time independent of the initial error value. The kernel function and its derivative are zero when τ = 0 and τ = t,
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derivative of the system. Finally, the simulation results verify the effectiveness of the proposed algorithm.
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1 引引引言言言

作为微分动力系统中十分重要的非线性动力学现

象,混沌现象因其在安全通信、激光系统、电子化学、
神经生理学等领域的应用,受到学者们的广泛关
注[1–5].自混沌学的发展逐渐步入正轨以来,人们一直
尝试用肉眼可见的方法去观察混沌这一令人捉摸不

透的动力学现象.由此,作为揭开分支与混沌机理过
程中的重要研究课题,电学中非线性电路的混沌现象

研究逐渐进入人们的眼球.关于非线性电路中混沌现
象的研究已有三十年以上的历史,在研究者们的不懈
努力下,许多以混沌机理研究为目的的电路被构造出
来[6].同时,研究者们还对一部分实用电路中产生的
混沌现象进行了密切研究[7].

1983年,加利福尼亚大学的Leon Chua教授设计出
了第1个可以通过实验模拟混沌现象的Chua电路[8].
这是一个具有里程碑意义的设计,它开辟了混沌行为
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应用于现实世界的新道路. Chua电路是一个可以产生
双涡卷混沌的三阶自治电路,通过赋予一个分段线性
负电阻不同形式的参数组合,从而产生尤为丰富的分
支与混沌行为. Chua电路是能引起混沌现象出现的自
治电路中构造最为简单的一个,任何在三阶自治系统
中产生的混沌现象,都可以通过Chua电路系统模拟展
现出来. Shilnikov定理中对Chua系统产生的混沌形态
做出了严格证明[9].基于此,人们得以通过电路这一
形式来对分支和混沌的各种机理进行观察和研究.因
此,对于Chua电路的研究引起了很多研究者的兴趣,
Chua系统也逐渐成为了混沌现象研究中的标准模
型[10–14].
最初的关于Chua电路系统的研究需要假设系统的

参数是精确已知的.在实际的电路设计中,由于受到
元器件老化、不确定干扰以及测量成本等各种内部外

部因素的影响,电路中的某些参数往往很难精确或直
接获取.因此,如何解决具有未知参数的Chua电路系
统的参数估计问题变得尤为重要,当系统仅有部分状
态变量可用时,问题将变得更加困难.为了解决这一
问题,学者们提出了各种各样的方法,如:基于延迟嵌
入的方法[15–16]、基于控制理论的方法[17–18]等.其中
基于控制理论的方法可以通过观测器设计、系统辨识

等方法从隐藏变量中估计未知参数,从而得到越来越
广泛的应用.文献[19]提出了一种基于最小二乘法的
参数估计方法,然而该方法需要假设Chua电路系统的
所有状态变量均已知,这在很多情况下无法满足.文
献[20]考虑了系统仅有部分状态变量作为输出可测的
情况,通过巧妙地引入的坐标变换,将非线性Chua
系统转变为可观测的线性系统,并提出了基于标准线
性参数辨识的混沌系统参数估计方法.在此基础上,
文献[21]提出了基于梯度算法的线性估计方法,通过
利用梯度算法不断调整估计器的增益,从而使得估计
参数能够收敛到参数的实际值,然而这一算法要求系
统的输出及其导数都是已知的.
收敛速度是参数估计过程中非常关键的一个性能

指标,前文中所涉及的文献大多仅能实现参数的渐近
估计.渐近估计仅能保证参数的估计误差在时间趋向
于无穷时趋向于零,因此无法得到更快的估计速度.
从时间优化的角度来看,使估计误差有限时间收敛的
估计方法才是时间最优的估计算法.此外,有限时间
估计算法通常带有分数幂项,使得有限时间参数估计
和传统的渐近估计相比,往往具有更好的鲁棒性和抗
扰动性.正是由于有限时间参数估计的诸多优点,关
于混沌系统有限时间参数估计的研究受到越来越多

研究者的关注,并取得了许多积极的成果[22–25].特别
地,在最近的文献[26]中,作者针对Chua电路系统提
出了一种基于Volterra积分算子的有限时间自适应参
数估计算法,和现有结果相比,该算法在实现参数有

限时间估计的同时,避免了对输出导数的计算.然而,
为了消去未知输出导数的影响,需要针对Volterra积分
算子选取几个不同的核函数,这大大提升了算法的复
杂度.
注意到,不管是传统的渐近参数估计算法还是近

年来被广泛研究的有限时间估计算法,其收敛时间都
是依赖于参数的初始估计误差的,并随初始估计误差
的增大而增大.为了克服这一缺陷,文献[27]提出了固
定时间稳定性的概念.固定时间稳定性在保留了有限
时间稳定收敛速度快、收敛精度高等诸多优点的同时,
还具有收敛时间不依赖初始值的优良特性,因此成为
国内外的研究热点[28–30].近年来,混沌系统的固定时
间同步、固定时间控制等问题被大量地研究[31–32],但
关于混沌系统的固定时间参数估计问题的研究却鲜

有报道.因此,解决混沌系统的固定时间参数估计问
题是本文所要考虑的主要问题.
本文针对带有未知参数的Chua电路系统,提出了

一种新的基于Volterra积分算子的固定时间自适应参
数估计算法,和已有算法相比主要贡献如下:

1) 首先,和已有的基于渐近收敛和有限时间收敛
的参数估计策略相比较,本文所提出的固定时间参数
估计算法在保证了收敛速度快、收敛精度高的同时,
还具有收敛时间不依赖于初始估计误差的特点;

2) 此外,本文所使用的Volterra积分算子,能够有
效消除系统初始值的影响,同时避免对系统输出导数
的计算,使得所提算法只需用到系统的输出信息,从
而能够有效减少传感器的使用,从而有效降低算法的
实现成本;

3) 最后,和文献[26]相比,本文所提算法除了能
实现固定时间参数估计外,只需要选取一个核函数,
从而使得算法复杂度大大降低.
本文所用符号定义如下: N表示自然数; Z表示整

数; Z+表示正整数; R表示实数; R>0表示非负实数;
Rn×m表示n×m维的实数向量; Rn表示n维1列的实
数向量; In表示n × n的单位矩阵; f(t) : R>0 → R表
示定义域为R>0,值域为R的函数, f (i)(·), i ∈ N表示
f(·)的i阶导数,其中f (0)(·) = f(·); K(t, τ) : R>0 ×
R→ R表示定义域为R>0 × R,值域为R的二元函数;
K(i)(t, τ), i ∈ N表示K(t, τ)关于第2个变量τ的i阶

导数,其中K(0)(t, τ)=K(t, τ);对α, x∈R,定义⌊x⌉α

= |x|α sgnx;对x = [x1 · · · xn]
T ∈ Rn,定义⌊x⌉α

= [⌊x1⌉α ⌊x2⌉α · · · ⌊xn⌉α]T.
本文剩余部分组织如下:第2节给出了Chua电路

系统的建模和预备知识;第3节给出了固定时间自适
应参数估计器的设计与稳定性分析;第4节和第5节分
别给出了仿真结果和总结.
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2 问问问题题题描描描述述述

2.1 系系系统统统建建建模模模

如图1所示, Chua电路由3个储能元件(1个电感
和2个电容)、1个线性电阻器和1个称为Chua二极管的
非线性电阻器组成,其简化非线性模型如下[6]:

C1

dvc1
dt̆

=
1

R
(vc2 − vc1)− ϕ(vc1),

C2

dvc2
dt̆

=
1

R
(vc1 − vc2) + il,

L
dil

dt̆
= −vc2 ,

(1)

其中: R是线性电阻, vc1和vc2分别是电容器C1, C2两

端的电压, il是通过电感的电流. ϕ(vc1)是关于电容器
C1电压的函数,用来表示通过非线性电阻的电流,该
非线性函数由如下的奇对称分段线性函数描述:

ϕ(vc1) =− [m1vc1 +
m0 −m1

2
(|vc1+

Bp|+ |vc1 −Bp|)], (2)

其中m0,m1和Bp为二极管的3个固定常数.根据文献
[33],系统(1)可以写成如下的无量纲形式:

ẋ1 = β(−x1 + x2 − f(x1)),

ẋ2 = x1 − x2 + x3,

ẋ3 = −γx2,

y1 = x1, y2 = x2,

(3)

其中y1, y2表示系统的输出,

f(x1) = ax1 + b(|x1 + 1| − |x1 − 1|),

β =
C1

C2

, γ =
C2R

2

L
, a = m1R, b =

m0 −m1

2
R,

x1 =
vc1
Bp

, x2 =
vc2
Bp

, x3 =
Ril
Bp

, t =
t̆

RC2

.

(4)

其中t̆为已知时间变量.

L

ϕ(
1
)

2 2 1 1

−

−−

−

+

+

++

图 1 Chua电路系统
Fig. 1 The Chua system

对于系统(3),只需要系统输出y1 = x1, y2 = x2和

t已知, β, a, b和γ均为待估计的未知参数.
由文献[21]可知,当参数选取为γ = 27, β = 15.6,

a = −5

7
和b = − 3

14
附近的固定值时, Chua电路将表

现出所谓的双涡卷混沌吸引子.
本文的主要目标为:针对系统(3),考虑当系统仅

有y1, y2已知作为输出时,如何在一个不依赖于初始
值的固定时间内,实现对参数β, a, b和γ的精确估计.

2.2 固固固定定定时时时间间间稳稳稳定定定性性性

考虑如下系统:

ẋ(t) = f(x(t)), t > t0, (5)

其中: f(0) = 0, x(t)∈Rn, f(x(t)) : Rn→Rn为一个

连续函数, x0 = x(t0)表示系统的初始值, t0表示初始
时刻为一个定值.
下面将介绍固定时间稳定性的定义和判据.

定定定义义义 1 对系统(5),系统的解记为x(t, x0).如果
存在一个不依赖于系统初始值x0的固定时间T ,使得
对任意初始状态x0,有x(t, x0) = 0, ∀t > T + t0成立,
那么系统(5)的平衡点x = 0是全局固定时间稳定的.

引引引理理理 1 [27] 对系统(5),如果存在一个连续正定径
向无界的Lyapunov函数V (x(t)) : Rn → R>0,使得

V̇ (x(t)) 6 −α1V
p(x(t))− α2V

q(x(t)), t > t0,

(6)

其中: α1 > 0, α2 > 0, 0 < p < 1, q > 1,那么系统的
原点是全局固定时间稳定的,即对任意初始值x0 ∈
Rn,有x(t, x0) = 0, ∀t > Tmax成立,其中Tmax满足

Tmax =
1

α1(1− p)
+

1

α2(q − 1)
+ t0. (7)

2.3 Volterra积积积分分分算算算子子子
定义f(t) ∈ ℓ2loc(R>0)为R>0到R的希尔伯特空间

内的局部平方可积函数.函数f(t)经过Volterra积分算
子的映射定义如下[34]:

[VKf ](t) =
w t

0
K(t, τ)f(τ)dτ, (8)

其中K(·, ·) : R× R → R希尔伯特–施密特核函数.
用微分方程的形式实现式(8)更方便实际计算,通

过对式(8)运用莱布尼茨微分规则,容易证明[VKf ](t)

可由如下的微分方程来产生:
ξ̇(t) = K(t, t)f(t)+

w t

0

∂K(t, τ)

∂t
f(τ)dτ,

ξ(0) = ξ0 = 0,

ξ(t) = [VKf ](t), ∀t ∈ R>0.

(9)

下面将介绍关于函数f(t)的导数f (i)(t), i ∈ Z+的

积分算子映射[VKf
(i)](t)引理.

引引引理理理 2 [34] 定义f (i)(t), i∈Z+为f(t)的i阶导数,
则[VKf

(i)](t)可展开成如下形式:

[VKf
(i)](t) =

i−1∑
j=0

(−1)i−j−1f (j)(t)K(i−j−1)(t, t)+

i−1∑
j=0

(−1)i−jf (j)(0)K(i−j−1)(t, 0)+

(−1)i[VK(i)f ](t), (10)

其中K(i)(·, ·)表示K(·, ·)关于第2个变量的i阶导数.
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3 固固固定定定时时时间间间参参参数数数估估估计计计

为了方便参数估计器的设计,我们将系统(3)重新
写成如下形式:ẏ1 = θ1y1 + θ2y2 + θ3y3,

ÿ2 = −γy2 + ẏ1 − ẏ2,
(11)

其中y3 = |y1 + 1| − |y1 − 1|,参数θ1, θ2, θ3满足

θ1 = −β(1 + a), θ2 = β, θ3 = −bβ, (12)

那么β, a, b, γ的估计可转变为对θ1, θ2, θ3, γ的估计.

3.1 核核核函函函数数数K(t, τ)的的的选选选取取取

为了计算函数 f(t)的 Volterra积分算子的映射
[VKf ](t),需要先选取核函数K(t, τ).不同于文献
[26],本文核函数K(t, τ)选取如下:

K(t, τ) = e−wh(t−τ)(1− e−wτ )2[1− e−w(t−τ)]2,

(13)

其中wh, w > 0为设计参数.将K(t, τ)展开可得

K(t, τ) =

e−wht(ewhτ − 2e(wh−w)τ + e(wh−2w)τ )−
2e−(wh+w)tewτ (ewhτ − 2e(wh−w)τ + e(wh−2w)τ )+

e−(wh+2w)te2wτ (ewhτ − 2e(wh−w)τ + e(wh−2w)τ ) ,
2∑

p=0

e−(wh+wp)tfp(τ), (14)

其中fp(τ), p = 0, 1, 2满足

fp(τ) =
2∑

q=0

kp,qe
(wh−qw+pw)τ ,

k0,0 = 1, k0,1 = −2, k0,2 = 1,

k1,p = −2k0,p, k2,p = k0,p, ∀p = 0, 1, 2. (15)

由式(15)可以计算f (i)
p (τ), i = 0, 1, 2满足f (i)

p (τ) =
2∑

q=0

k̄p,qe
(wh−qw+pw)τ ,

k̄p,q = kp,q(wh − qw + pw)i.

(16)

由式(14)(16)可知,核函数K(t, τ)关于τ的导数满

足K(i)(t, τ) ,
2∑

p=0

Fi,p(t, τ), i = 0, 1, 2,

Fi,p(t, τ) = e−(wh+wp)tf (i)
p (τ).

(17)

由式(16)–(17)容易验证,对∀i = 0, 1,有

K(i)(t, t) = 0, K(i)(t, 0) = 0. (18)

注注注 1 文献[26]中选取的核函数K(t, τ)满足K(t, τ) =

Kh(t, τ) = e−wh(t−τ)(1− e−wτ )N .当利用此核函数估计参

数θ1, θ2, θ3, γ时,为了消除未知变量的影响,需要选取具有不

同参数wh, w1, w2和相同参数w的核函数Kh,K1,K2.和文

献[26]不同,本文只需选取一个核函数就能实现对系统所有

未知参数的估计.

3.2 参参参数数数估估估计计计

对系统(11)两边同时进行积分算子VK运算可得
[VK ẏ1](t) = θ1[VKy1](t) + θ2[VKy2](t)+

θ3[VKy3](t),

[VK ÿ2](t) = [VK ẏ1](t)− [VK ẏ2](t)−
γ[VKy2](t),

(19)

尽管y1(t), y2(t)是已知的,但其导数ẏ1, ẏ2, ÿ2是未知

的,因此[VK ẏ1], [VK ẏ2], [VK ÿ2]是未知的.运用引理3

对其进行展开,并将式(18)代入可得
[VK ẏ1](t) = −[VK(1)y1](t),

[VK ẏ2](t) = −[VK(1)y2](t),

[VK ÿ2](t) = [VK(2)y2](t),

(20)

将式(20)代入式(19)可得
−[VK(1)y1](t) = θ1[VKy1](t) + θ2[VKy2](t)+

θ3[VKy3](t),

[VK(2)y2](t) = −[VK(1)y1](t) + [VK(1)y2](t)−
γ[VKy2](t).

(21)

注注注 2 注意到,式(21)中除了参数θ1, θ2, θ3, γ外,其它

变量均是已知的,因此可以用来设计参数估计器.然而,直接

根据Volterra积分算子的定义式(8)去计算式(21)中的Volterra

积分算子映射非常繁琐,用微分方程来产生等式(21)中的所

需变量更方便实际计算.

下面的引理中给出等式(21)中的变量[VK(i)yj](t),

∀i ∈ {0, 1, 2}, ∀j ∈ {1, 2, 3}的微分方程产生方式,其

证明详见附录.

引引引理理理 3 对∀i ∈ {0, 1, 2}, ∀j ∈ {1, 2, 3},构造

如下的微分方程:
ξ̇
yj

i,p(t)=Fi,p(t, t)yj(t)−(wh+wp)ξ
yj

i,p(t),

ξ
yj

i,p(0)=0, p ∈ {0, 1, 2},

ξi,yj
(t)=

2∑
p=0

ξ
yj

i,p(t), ∀t ∈ R>0,

(22)

其中Fi,p(t, t)=e−(wh+wp)tf (i)
p (t)可由式(17)获得.若

核函数K(t, τ)满足式(13),那么ξi,yj
(t)=[VK(i)yj](t)

对∀i ∈ {0, 1, 2},∀j ∈ {1, 2, 3}成立.

由引理3可得ξi,yj
(t)=[VK(i)yj](t),因此式(21)可

重新写为−ξ1,y1
(t) = θ1ξ0,y1

(t) + θ2ξ0,y2
(t) + θ3ξ0,y3

(t),

ξ2,y2
(t) = −ξ1,y1

(t) + ξ1,y2
(t)− γξ0,y2

(t).

(23)

为了方便估计器的设计,等式(23)可以重新写为
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s2(t) = v2(t)γ,
(24)

其中:

θ = [θ1 θ2 θ3]
T,

s1(t) = −ξ1,y1
(t),

v1(t) = [ξ0,y1
(t), ξ0,y2

(t), ξ0,y3
(t)],

s2(t) = ξ1,y1
(t)− ξ1,y2

(t) + ξ2,y2
(t),

v2(t) = −ξ0,y2
(t).

(25)

为了设计自适应参数估计器,需要v1(t), v2(t)满

足如下的持续可激励假设:

假假假设设设 1 函数v1(t), v2(t)满足持续可激励条件,
即存在常数r > 0, T0 > 0使得如下不等式对∀t > T0

成立:w t

t−T0

vT1 (τ)v1(τ)dτ > rI3×3,
w t

t−T0

v22(τ)dτ > r.

注注注 3 由文献[35–36]可知,假设1中的持续可激励条

件是解决自适应参数辨识问题的必备条件.在这一假设条件

下,通过直接应用文献[35–36]中的理论方法,容易针对系统

(24)设计自适应参数估计算法,实现参数的渐近估计.然而,

本文的主要目标是实现参数的固定时间精确估计,因此传统

的渐近估计算在此无法满足要求.

可以发现式(24)中两个等式一个是向量形式一个
是标量形式,因此对两式分别左乘vT1 (t)和v2(t)可得s̄1(t) = v̄1(t)θ,

s̄2(t) = v̄2(t)γ,
(26)

其中:s̄1(t) = vT1 (t)s1(t), v̄1(t) = vT1 (t)v1(t),

s̄2(t) = v2(t)s2(t), v̄2(t) = v22(t).
(27)

对式(26)等式两边同时进行积分算子VKg
运算,其

中Kg = e−g(t−τ), g > 0,则可得s1,f (t) = v1,f (t)θ,

s2,f (t) = v2,f (t)γ,
(28)

其中: s1,f (t)=[VKg
s̄1](t), v1,f (t)=[VKg

v̄1](t), s2,f (t)
= [VKg

s̄2](t), v2,f (t) = [VKg
v̄2](t).通过求导容易证

明,变量s1,f (t), v1,f (t), s2,f (t), v2,f (t)均可由如下系

统产生:
ṡ1,f (t) = −gs1,f (t) + s̄1(t), s1,f (0) = 0 ∈ R3,

v̇1,f (t) = −gv1,f (t) + v̄1(t), v1,f (0) = 0 ∈ R3×3,

ṡ2,f (t) = −gs2,f (t) + s̄2(t), s2,f (0) = 0 ∈ R,

v̇2,f (t) = −gv2,f (t) + v̄2(t), v2,f (0) = 0 ∈ R.
(29)

定义如下辅助变量:

R1,f (t) = v1,f (t)θ̂(t)− s1,f (t),

R2,f (t) = v2,f (t)γ̂(t)− s2,f (t),
(30)

其中: θ̂(t), γ̂(t)为自适应估计参数,其更新律将由下
面定理给出.

定定定理理理 1 自适应参数θ̂(t), γ̂(t)的更新律为

˙̂
θ(t) =


v−1
1,f (t)[−α1⌊R1,f (t)⌉κ1 − α2⌊R1,f (t)⌉κ2+

(gv1,f (t)− v̄1(t))θ̂(t) + ṡ1,f (t)],

min{eig(v1,f (t))} > ε,

0, min{eig(v1,f (t))} < ε,

˙̂γ(t) =


v−1
2,f (t)[−α1⌊R2,f (t)⌉κ1 − α2⌊R2,f (t)⌉κ2+

(gv2,f (t)− v̄2(t))γ̂(t) + ṡ2,f (t)],

|v2,f (t)| > ε,

0, |v2,f (t)| < ε,

(31)

其中各变量分别由式(22)(25)(27)(29)以及式(30)给
出, min{eig(v1,f (t))}表示v1,f (t)的特征值的最小值.
若假设1成立,且自适应更新律中的各参数满足0 < κ1 < 1, κ2 > 1, 0 < ε 6 e−gT0r,

g > 0, α1 > 0, α2 > 0,
(32)

那么存在一个不依赖初始误差的固定时间Tmax使得

θ̂(t) = θ, γ̂(t) = γ, ∀t > Tmax成立,其中Tmax估计值

为

Tmax =
2

1−κ1
2

α1(1− κ1)
+

2
1−κ2

2

α2(κ2 − 1)
+ T0. (33)

注注注 4 由式(33)可以发现参数估计时间Tmax只依赖于

自适应律的参数,并可以通过调节参数α1, α2, κ1, κ2来调节

Tmax.

证 首先证明辅助变量R1,f (t), R2,f (t)能够在固

定时间内收敛到零.对R1,f (t), R2,f (t)求导可得Ṙ1,f (t) = v̇1,f (t)θ̂(t) + v1,f (t)
˙̂
θ(t)− ṡ1,f (t),

Ṙ2,f (t) = v̇2,f (t)γ̂(t) + v2,f (t) ˙̂γ(t)− ṡ2,f (t).

(34)

由v1,f (t)的定义以及假设1可得,当t > T0,

v1,f (t) = [VKg
v̄1](t) =w t

0
e−g(t−τ)vT1 (τ)v1(τ)dτ >w t

t−T0

e−g(t−τ)vT1 (τ)v1(τ)dτ >

e−gT0

w t

t−T0

vT1 (τ)v1(τ)dτ >

e−gT0rI3×3. (35)

同理可得
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v2,f (t) > e−gT0r,∀t > T0. (36)

由式(35)–(36)可知

min{eig(v1,f (t))} > ε, |v2,f (t)| > ε,

对∀t > T0成立,因此有

˙̂
θ(t) = v−1

1,f (t)[−α1⌊R1,f (t)⌉κ1 − α2⌊R1,f (t)⌉κ2+

(gv1,f (t)− v̄1(t))θ̂(t) + ṡ1,f (t)], t > T0,

˙̂γ(t) = v−1
2,f (t)[−α1⌊R2,f (t)⌉κ1 − α2⌊R2,f (t)⌉κ2+

(gv2,f (t)− v̄2(t))γ̂(t) + ṡ2,f (t)], t > T0.

(37)

将式(29)(37)代入式(34)可得
Ṙ1,f (t) = −α1⌊R1,f (t)⌉κ1 − α2⌊R1,f (t)⌉κ2 ,

t > T0,

Ṙ2,f (t) = −α1⌊R2,f (t)⌉κ1 − α2⌊R2,f (t)⌉κ2 ,

t > T0,

(38)

其中: R1,f (t) ∈ R3, R2,f (t) ∈ R.定义[
R1,f (t)

R2,f (t)

]
= [r1(t) r2(t) r3(t) r4(t)]

T,

那么式(38)可以写成如下的4个标量系统:

ṙi(t) =− α1⌊ri(t)⌉κ1 − α2⌊ri(t)⌉κ2 ,

∀t > T0, i = 1, 2, 3, 4. (39)

选取如下的Lyapunov函数Vi:

Vi =
1

2
r2i (t), i = 1, 2, 3, 4. (40)

对Vi求导可得

V̇i = −α1|ri(t)|1+κ1 − α2|ri(t)|1+κ2 =

− 2
1+κ1

2 α1V
1+κ1

2

i − 2
1+κ2

2 α2V
1+κ2

2

i , t > T0. (41)

由引理1可得, ri(t) = 0, ∀t > Tmax, i = 1, 2, 3, 4

成立,即

R1,f (t) = 0 ∈ R3, R2,f (t) = 0 ∈ R, ∀t > Tmax

(42)

成立,其中Tmax满足式(33).

由式(30)可知,当R1,f (t) = 0, R2,f (t) = 0时,有s1,f (t) = v1,f (t)θ̂(t),

s2,f (t) = v2,f (t)γ̂(t).
(43)

将式(28)和式(43)相减可得v1,f (t)(θ − θ̂(t)) = 0, t > Tmax,

v2,f (t)(γ − γ̂(t)) = 0, t > Tmax.
(44)

由式(35)–(36)可知v1,f (t)可逆且v2,f (t)大于零,

因此可得

θ = θ̂(t), γ = γ̂(t) = 0, ∀t > Tmax. (45)

由此,定理1得证. 证毕.

4 仿仿仿真真真算算算例例例

为了验证算法的有效性,本节将对系统(3)运用定
理1中提出的固定时间参数估计算法进行仿真验证,
并通过与文献[26]所提出的有限时间参数估计算法进
行比较,以验证所提算法的优越性.

4.1 参参参数数数选选选取取取

对系统选取如下的初始状态和参数:{
x1(0)=−0.9, x2(0)=−0.15, x3(0)=1.47,

γ=27, β=15.6, a=−5/7, b=−3/14.

(46)

系统的混沌吸引子及其在各坐标平面的投影如图

2所示.
按照定理1设计固定时间自适应参数估计算法,其

参数选取如表1所示.按照文献[26]设计有限时间参数
估计算法,其参数选取与文献[26]相同.为了验证算法
的固定时间收敛性,分别选取如下两个不同的自适应
初始值:{

(C.1): θ̂(0)=[0 0 0]T, γ̂(0)=0,

(C.2): θ̂(0)=[105 105 105]T, γ̂(0)=105.
(47)

表 1 估计器参数选取
Table 1 Parameter selection of the estimator

自适应参数 数值 核函数参数 数值

α1, α2 5 wh 0.1
κ1 3/5 w 1
κ2 2 g 0.001
ε 10−6

下面将分别针对以上两个不同的自适应初始值,
分别对本文所提出的固定时间参数估计算法和文献

[26]所提出的有限时间参数估计算法进行仿真验证和
比较.

4.2 仿仿仿真真真结结结果果果分分分析析析

当选取r = 10−12, T0 = 0.6 s,可以验证假设1成
立.由定理1可得Tmax的表达式

Tmax =
2

1−κ1
2

α1(1− κ1)
+

2
1−κ2

2

α2(κ2 − 1)
+ T0. (48)

将表1中的参数代入上式可以算出参数估计器的
收敛时间Tc < Tmax = 1.4 s.固定时间自适应参数估
计算法的仿真结果见图3和图4.选取自适应初始值
θ̂(0) = [0 0 0]T, γ̂(0) = 0,仿真结果见图3.由图3可
得,本文所提出的算法能够在1.4 s内实现对系统参数
β, γ, a, b的准确估计.当选取一个大的自适应初始值
θ̂(0) = [105 105 105]T, γ̂(0) = 105,仿真结果见图4.



第 8期 石尚等: 不确定Chua电路系统的固定时间自适应参数估计 1557

由图4可得,即使在大的初始状态下,所提算法依然能
够在1.4 s内实现对系统参数β, γ, a, b的准确估计,由

此验证了本文所提算法的固定时间收敛性质,即收敛
时间Tc有一个不依赖初始值上界Tmax.
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图 2 系统的混沌吸引子图
Fig. 2 Chaotic attractor of system
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图 3 自适应初始值θ̂(0) = [0 0 0]T, γ̂(0) = 0下的固定时间参数估计

Fig. 3 Parameter estimation under adaptive initial values θ̂(0) = [0 0 0]T, γ̂(0) = 0
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Fig. 4 Parameter estimation under adaptive initial values θ̂(0) = [105 105 105]T, γ̂(0) = 105

文献[26]所提出的有限时间自适应参数估计算法
的仿真结果见图5.由图5可知,选取自适应初始值
θ̂(0) = [0 0 0]T, γ̂(0) = 0时,有限时间参数估计算
法也能在一个很短的时间Tc = 5 s内实现对参数的有

限时间估计. 然而, 当选取一个大的自适应初始值
θ̂(0) = [105 105 105]T, γ̂(0) = 105时, 可以发现参
数估计器的收敛时间增加到Tc > 150 s.由此也说明
了本文所提出的固定时间参数估计算法的优越性.
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图 5 有限时间参数估计:左图:初始值θ̂(0) = [0 0 0]T, γ̂(0) = 0;右图初始值θ̂(0) = [105 105 105]T, γ̂(0) = 105

Fig. 5 Finite-time parameter estimation: Left: initial values θ̂(0) = [0 0 0]T, γ̂(0) = 0; Right: initial values θ̂(0) =

[105 105 105]T, γ̂(0) = 105
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注注注 5 定理1只给出了参数θ1, θ2, θ3和γ估计算法.由

定理1可得,参数估计值θ̂1, θ̂2, θ̂3和γ̂能够实现对参数θ1, θ2,

θ3和γ的固定时间估计.由式(12)可得

β = θ2, a = −θ1/θ2 − 1, b = −θ3/θ2. (49)

因此,根据式(49)容易证明, β, γ, a和b的估计值可由θ̂1,

θ̂2, θ̂3和γ̂获得.

β̂ = θ̂2, γ̂ = γ, â = −θ̂1/θ̂2 − 1, b̂ = −θ̂3/θ̂2. (50)

需要注意的是,估计值θ̂2在收敛到真实值的过程中可能

会穿过零点,这可能会导致在仿真时â, b̂的计算出现问题.为

了解决这一问题,可以选取一个小的阈值0 < δ ≪ |θ2|,在计
算â, b̂时,当|θ̂2| < δ时选取θ̂2 = δ sgn θ̂2,当|θ̂2| > δ时选取

θ̂2 = θ̂2.

5 总总总结结结

本文针对不确定Chua电路系统,提出了一种新的
自适应固定时间参数估计算法.与传统的渐近估计和
有限时间估计算法相比,本方法在实现对参数精确估
计的同时,还具有收敛时间不依赖于初始估计误差的
优良特性.需要指出的是,和许多已有文献类似[21, 26],
尽管本文所使用的持续可激励假设已经在实验中被

验证,但缺乏严格的理论证明.并且本文所提算法仅
能实现对参数的估计,不能实现对未知状态的估计.
此外,由于混沌系统对初始值的选取非常敏感,对系
统初始状态的估计也具有重要的理论和实际意义.因
此,如何解决以上问题是笔者今后要考虑的主要课题.
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in power grids. International Journal of Electrical Power & Energy
Systems, 2019, DOI: 10.1016/j.ijepes.2019.105534.

[24] TU Lilan, WANG Yujuan, HU Yang. Finite time synchronization
and parameter identification of uncertain uncertain chaotic system-
s. Mathematical practice and understanding. Journal of Mathematics
in Practice and Theory, 2018, 48(19): 105 – 112.
(涂俐兰,王宇娟,胡洋.不确定临界混沌系统的有限时间同步与参
数识别.数学的实践与认识, 2018, 48(19): 105 – 112.)



1560 控 制 理 论 与 应 用 第 39卷

[25] LU Huibin, PENG Haipeng, WEI Lixin, et al. A new method for i-
dentifying the parameters of Lorenz chaotic system. Chinese Journal
of Scientific Instrument, 2004, 25(6): 757 – 759.
(卢辉斌,彭海朋,魏立新,等.辨识Lorenz混沌系统参数的新方法.
仪器仪表学报, 2004, 25(6): 757 – 759.)

[26] FEDELE G, DALFONSO L, PIN G, et al. Volterra’s kernels-based
finite-time parameters estimation of the Chua system. Applied Math-
ematics and Computation, 2018, 318: 121 – 130.

[27] POLYAKOV A. Nonlinear feedback design for fixed-time stabiliza-
tion of linear control systems. IEEE Transactions on Automatic Con-
trol, 2012, 57(8): 2106 – 2110.

[28] SHI S, SUN Y, HU Y, et al. Robust fixed-time output-feedback con-
trol for linear systems without chattering: An exact uncertainty com-
pensation method. Science China Information Science, 2022, 65(7):
1 – 2.

[29] SUN Xiaotong, GUO Ge, ZHANG Pengfei. Fixed-time consensus
tracking of multi-agent systems under unmatched disturbances. Acta
Automatica Sinica, 2021, 47(6): 1368 – 1376.
(孙小童,郭戈,张鹏飞.非匹配扰动下的多智能体系统固定时间一
致跟踪.自动化学报, 2021, 47(6): 1368 – 1376.)

[30] CHENG Ming, AN Siyu. Fixed-time tracking control for strict-
feedback nonlinear systems based on backstepping algorithm. Con-
trol and Decision, 2021, 36(1): 173 – 179.
(陈明,安思宇.基于反演算法的严格反馈非线性系统固定时间跟踪
控制.控制与决策, 2021, 36(1): 173 – 179.)

[31] WANG H, YUE H, LIU S, et al. Adaptive fixed-time control for
Lorenz systems. Nonlinear Dynamics, 2020, 102(4): 2617 – 2625.

[32] GUO X, WEN G, PENG Z, et al. Global fixed-time synchronization
of chaotic systems with different dimensions. Journal of the Franklin
Institute, 2020, 357(2): 1155 – 1173.

[33] KAPITANIAK T. Chaos for Engineers: Theory, Applications, and
Control. Berlin Heidelberg: Springer Science and Business Media,
2000.

[34] PIN G, ASSALONE A, LOVERA M, et al. Non-asymptotic kernel-
based parametric estimation of continuous-time linear systems. IEEE
Transactions on Automatic Control, 2016, 61(2): 360 – 373.

[35] KRSTIC M, KANELLAKOPOULOS I, KOKOTOVIC P. Nonlinear
and Adaptive Control Systems Design. New York: Wiley, 1995.

[36] SASTRY S, BODSON M. Adaptive Control: Stability, Convergence
and Robustness. Mineola, New York: Courier Dover Publications,
2011.

附附附录录录:引引引理理理3证证证明明明

由Volterra积分算子的定义式(8)和式(17)可得

[V
(i)
K yj ](t) =

w t

0
K(i)(t, τ)yj(τ)dτ =

2∑
p=0

w t

0
Fi,p(t, τ)yj(τ)dτ =

2∑
p=0

[VFi,p
yj ](t). (51)

由式(9)可得, [VFi,p
yj ](t)可有如下系统产生:


ξ̇
yj

i,p(t) = Fi,p(t, t)yj(t) +
w t

0

∂Fi,p(t, τ)

∂t
yj(τ)dτ,

ξ
yj

i,p(0) = 0,

ξ
yj

i,p(t) = [VFi,p
yj ](t), ∀t ∈ R>0.

(52)

由式(17)计算可得

w t

0

∂Fi,p(t, τ)

∂t
yj(τ)dτ =

− (wh + wp)
w t

0
Fi,p(t, τ)yj(τ)dτ =

− (wh + wp)[VFi,p
yj ](t) =

− (wh + wp)ξ
yj

i,p(t). (53)

将ξ
yj

i,p(t) = [VFi,p
yj ](t)代入式(51),同时将式(53)代入式

(52)可得
ξ̇
yj

i,p(t) = Fi,p(t, t)yj(t)− (wh + wp)ξ
yj

i,p(t))dτ,

ξ
yj

i,p(0) = 0,

[V
(i)
K yj ](t) =

2∑
p=0

ξ
yj

i,p(t), ∀t ∈ R>0.

(54)

对比式(22)和式(54)容易证明ξi,yj
(t) = [VK(i)yj ](t)对∀i

∈ {0, 1, 2}, ∀j ∈ {1, 2, 3}成立.

由此,引理3证毕. 证毕.
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