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基基基于于于梯梯梯度度度估估估计计计的的的多多多智智智能能能体体体系系系统统统有有有限限限时时时间间间分分分布布布式式式优优优化化化
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(东南大学自动化学院,江苏南京 210018)

摘要:现有多智能体系统分布式优化算法大多具有渐近收敛速度,且要求系统的网络拓扑图为无向图或有向平
衡图,在实际应用中具有一定的保守性. 本文研究了具有强连通拓扑的多智能体系统有限时间分布式优化问题.首
先,基于非光滑分析和Lyapunov稳定性理论设计了一个有限时间分布式梯度估计器. 然后,基于该梯度估计器提出
了一种适用于强连通有向图的有限时间分布式优化算法,实现了多智能体系统中智能体的状态在有限时间内一致
收敛到全局最优状态值.与现有的有限时间分布式优化算法相比,新提出的有限时间优化算法适用于具有强连通拓
扑的多智能体系统,放宽了系统对网络拓扑结构的要求. 此外,本文基于Nussbaum函数方法对上述优化算法进行了
拓展解决了含有未知高频增益符号的多智能体系统分布式优化问题.最后,通过仿真实例对提出的分布式优化算法
的有效性进行了验证.
关键词: 多智能体系统;分布式优化;有限时间;强连通有向图;非光滑分析;凸优化
引用格式: 朱文博,王庆领. 基于梯度估计的多智能体系统有限时间分布式优化. 控制理论与应用, 2023, 40(4):

615 – 623
DOI: 10.7641/CTA.2022.11088

Gradient estimations based distributed finite-time optimization for
multi-agent systems

ZHU Wen-bo, WANG Qing-ling†

(School of Automation, Southeast University, Nanjing Jiangsu 210018, China)

Abstract: Most of the existing distributed optimization algorithms for multi-agent systems (MASs) have asymptotic
convergence, and the graphs of MASs are required to be undirected or weight balanced, which are conservative in practical
application. Therefore, the distributed finite-time optimization problems for MASs which have strongly connected digraphs
are investigated in this paper. First, based on the non-smooth analysis and the Lyapunov stability theory, a distributed finite-
time gradient estimator is designed, then the gradient estimator based distributed finite-time optimization algorithms are
proposed. With the proposed distributed optimization algorithms, the states of all agents can achieve consensus at global
optimal point within finite-time. Compared with the most existing distributed finite-time optimization algorithms, the new
proposed algorithms which could be deployed to the MASs with strongly connected digraphs relax the requirements of
communication topologies. Moreover, the proposed algorithms are extended to solve the optimization problems in the
MASs with unknown high-frequency gain signs by using the Nussbaum function based method. Finally, the simulations
are conducted to verify the effectiveness of the proposed distributed optimization algorithms.
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1 引引引言言言

多智能体系统具有极其广泛和重要的应用背景,
分布式优化问题也一直是多智能体系统理论研究和

实际应用的重要方向之一,因此近年来受到越来越广

泛的关注. 例如无线传感器网络[1–2]、机器学习中的

分布式训练[3]以及智能电网[4–5]等. 在多智能体系统

中,每个智能体都有一个本地可知的代价函数. 多智

能体系统分布式优化问题,即通过部署分布式优化算
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法使得所有智能体的状态达到一致,同时使得系统中
代价函数的加和最小.

多智能体系统的相关理论研究通常基于离散时间

模型和连续时间模型. 针对离散时间的多智能体系统
模型,人们已经提出了很多分布式优化算法[6–7]. 此
外,基于连续时间多智能体系统模型[8–9]的分布式优

化问题也得到了广泛的关注. 尽管上述算法可以渐近
的实现多智能体系统优化目标,但是在实际应用过程
中可能会存在收敛速度慢等问题.因此,多智能体系
统中的有限时间分布式优化算法更加适用于实际应

用场景,同时也是一个新的热点研究问题.

针对有限时间分布式优化问题[10–16],很多文献已
经进行了研究.例如,文献[10–11]证实了由于代价函
数的存在,故现有的有限时间一致性算法不能够直接
推广到有限时间优化算法. 针对无向图,文献[12]提
出了一种有限时间优化算法,但是该算法对每个智能
体的初始状态有要求,这在很多实际场景中是有局限
性的. 文献[13]对文献[12]提出的算法进行了改进,提
出了一种新的基于无向图的有限时间分布式优化算

法,该算法的优势是不需要对初始状态进行限制.针
对二阶连续时间多智能体系统中每个智能体的代价

函数是时变的这种情况,文献[14]构建了一个有限时
间梯度估计器用来估计所有代价函数的平均梯度.针
对基于有向图的有限时间优化问题,文献[15]提出了
一种适用于有向平衡图的有限时间分布式优化算法.
此外,文献[16]定义了一种新的网络拓扑结构,放松了
对于无向通信拓扑图的限制,并提出了一种适用于该
拓扑的有限时间分布式优化算法. 综上可知,现有的
有限时间优化算法对于多智能体系统中的图的结构

要求较为严格,大多只适用于无向图或者有向平衡图.
然而,实际场景中的多智能体系统大多不满足上述网
络拓扑结构. 因此,具有非平衡有向图的多智能体系
统有限时间分布式优化问题仍然是个开放性的问题.

本文针对一阶连续时间多智能体系统研究了基于

有向图的有限时间分布式优化问题,采用非光滑分析
和Lyapunov稳定性理论,首先设计了一个有限时间分
布式梯度估计器,然后基于上述梯度估计器提出了一
种新的有限时间分布式优化算法. 该算法可适用于具
有强连通的有向网络拓扑结构,且对于智能体的初始
状态没有限制.此外,本文对上述分布式优化算法进
行了拓展,解决了含有未知高频增益符号的多智能体
系统分布式优化问题.本文的主要创新点总结如下:

1)本文新提出了一种基于梯度估计的有限时间分
布式优化算法,且该算法相较于现有分布式优化算法
具有较多优势. 例如,与文献[8]相比,本文提出的分
布式优化算法是有限时间收敛的,具有更快的收敛速
度.与文献[12]相比,本文提出的分布式优化算法对智

能体的初始状态没有限制.与文献[13–16]相比,本文
提出的分布式优化算法不要求网络通信拓扑为无向

图或者有向平衡图.

2)本文将上述有限时间分布式优化算法进行了拓
展,解决了含有未知高频增益符号的多智能体系统分
布式优化问题.新算法同样适用于具有强连通的有向
网络拓扑结构,且对于智能体的初始状态没有限制.

本文主要安排如下: 第2节介绍了一些基础知识,
并对连续时间多智能体系统分布式优化问题进行了

描述;第3节首先给出了一种适用于多智能体系统的
有限时间分布式优化算法,然后本文将上述算法拓展
到了含有未知高频增益符号的多智能体系统;在第4
节中,对算法进行了数值仿真;本文的结论放在了
第5节.

2 基基基础础础知知知识识识与与与问问问题题题描描描述述述

2.1 符符符号号号说说说明明明与与与图图图论论论

定义向量v=[v1 v2 · · · vN ]T, vi∈R, ∥v∥1=
N∑
i=1

|vi|

表示向量v的1范数, |v|表示向量中每个元素取绝对
值,即|v|=[|v1| |v2| · · · |vN |]T. 将每个元素都相同的
向量[v̄ v̄ · · · v̄]T记为v̄N ,其中v̄ ∈ R. 对于矩阵B,它
的第i行向量记作[B]i,第i行第j列元素表示为bij ,其
中bij ∈ R. 此外, L∞表示[0,∞)上的有界函数空间.

有向图G = (V,E,A)表示多智能体系统的有向

通信拓扑[17–19],其中V = {1, 2, · · · , N}表示系统中
所有智能体的集合, E ⊆ {V × V }表示两个智能体之
间的有向通信链路, A是有向图G的邻接矩阵. 邻接矩
阵A中第i行第j列的元素记为aij ,若aij > 0,则表示
智能体i可以接收到智能体j传来的信息;若aij = 0,
则表示智能体i无法接收到智能体j传来的信息.此外,
有向图G的拉普拉斯矩阵记为L. 其中,用lij表示拉普
拉斯矩阵L中第i行第j列的元素.

基于上述有向图G,本文定义了一种新的有向图
Gp,其中p ∈ R是一个常数. Gp的邻接矩阵Ap满足

[Ap]
i =

{
[0N ]T, i = p,

[A]i, i ̸= p.
(1)

邻接矩阵Ap中第i行第k列的元素记为a
p
ik,拉普拉斯

矩阵Lp中第i行第k列的元素记为l
p
ik.

2.2 基基基础础础知知知识识识

针对非光滑分析,首先介绍如下定义和引理:

定定定义义义 1(Clarke广义梯度[20]) 定义

∂CV (x)
∆
=

co{ lim
i→∞

∇V (xi)|xi → x, xi /∈ ΘV ∪M}, (2)

其中: V (x) : Rn → R是局部Lipschitz连续函数, co
表示凸包, ΘV是Lebesgue测度零的集合,其中M是测
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度零的任意集合且梯度∇V (xi)不存在.

引引引理理理 1(链式法则[21]) 若V (x) : Rn → R局部
Lipschitz连续且x : R → Rn连续,则对于每一时刻t
均存在w ∈ ∂CV (x(t))使得

dV (x(t))

dt
= wTẋ(t). (3)

引引引理理理 2 [22] 在图G = (V,E,A)中考虑如下多智能

体系统:

ẋ(t) = −c sgn(Lx(t)) + v(t), (4)

其中: x(t) = [x1(t) x2(t) · · ·xN(t)]
T是智能体的状

态向量, v(t) = [v1(t) v2(t) · · · vN(t)]T是扰动向量.
若图G包含至少一条有向生成树且网络中智能体状态
未达到一致,则有

1)向量sgn(Lx(t))中至少有一个元素不是0.

2) sgn(Lx(t))TLsgn(Lx(t)) > 1. (5)

接下来给出有限时间稳定性分析相关引理以及

Barbalat引理.

引引引理理理 3 (有限时间稳定性[23]) 考虑系统ẋ(t)=

f(x(t)),其中f(0) = 0且x(0) = x0 (x(t) ∈ R). 假设
存在一个正定连续函数V (x(t)) : R → R满足如下不
等式:

V̇ (x(t)) 6 −a× V b(x(t)), (6)

s.t. x(t) ̸= 0, a > 0, b ∈ [0, 1],

则原点是该系统的全局有限时间稳定点. 即系统会在
有限时间t0内达到稳定,其中

t0 6 V 1−b(x(0))

a(1− b)
. (7)

引引引理理理 4 (Barbalat引理[24]) 假设χ(t)是平方可积

的,即 lim
t→∞

w t

0
(χ(τ))

2
dτ <∞,则若χ̇(t)存在且有界,

那么 lim
t→∞

χ(t) = 0.

接下来,给出Nussbaum类型函数的相关定义以及
相关引理:

定定定义义义 2(Nussbaum类型函数[25]) 若函数Θ(·)
满足 

lim
ρ→∞

(sup(
1

ρ

w ρ

0
Θ(τ)dτ)) = +∞,

lim
ρ→∞

(inf(
1

ρ

w ρ

0
Θ(τ)dτ)) = −∞,

(8)

则称Θ(·)为Nussbaum类型函数.

注注注 1 若Θ(ρ(t))是Nussbaum类型函数,则当ρ(t)∈L∞

时,有Θ(ρ(t))∈L∞. 常见的Nussbaum类型函数有eρ
2

cos ρ,

ρ2sin ρ和ρ2cos ρ.

注注注 2 若Θ(ρ(t))是Nussbaum类型函数, s(·)在区间I=
[o−, o+] (o−, o+为未知常数且0 /∈ I)上是有界函数, h(·)是

连续函数且h(·) ∈ L∞,则Θ̄(ρ(t)) = s(·)Θ(ρ(t)) + h(·)也是

Nussbaum类型函数.

引引引理理理 5 [26] 对于区间[0,∞)上的光滑函数V (t)>
0和ρ(t),以及Nussbaum类型函数Θ(ρ(t)),若∀t ∈ [0,

∞)均有

V̇ (t) 6 Θ(ρ(t))ρ̇(t), (9)

则V (t), ρ(t)和
w t

0
(Θ(ρ(τ))ρ̇(τ))dτ在区间[0,∞)上

均有界.

2.3 问问问题题题描描描述述述

考虑具有如下动力学的多智能体系统:

ẋi(t) = ux,i(t), (10)

其中: xi(t) ∈ R是第i (i=1, 2, · · · , N)个智能体的状

态, ux,i(t)是第i个智能体的控制器输入. 系统中每个
智能体都有自己的代价函数fi(xi(t)) ∈ R. 系统的全
局优化目标是

lim
t→t0

xi(t) = x∗, (11)

其中: x∗ = argmin
x∈R

N∑
i=1

fi(x), t0是[0,∞)上的常数.

假假假设设设 1 通信拓扑图G是强连通的.

假假假设设设 2 每个智能体的代价函数fi(xi)是二阶连

续可微的且满足µ
i
6 ∇2fi(xi) 6 µ̄i.

3 主主主要要要成成成果果果

本节给出了两种分布式优化算法,第1种算法在具
有强连通拓扑的多智能体系统中的解决了有限时间

优化问题;第2种算法在含有未知高频增益符号的多
智能体系统中解决了渐近时间优化问题.

3.1 有有有限限限时时时间间间分分分布布布式式式优优优化化化算算算法法法

针对连续时间多智能体系统,本小节给出了一种
基于梯度估计器的有限时间分布式优化算法,其中梯
度估计算法基于图Gm (m = 1, 2, · · · , N),优化算法
基于图Gr, r为1, 2, · · · , N中任意固定的常数.

定定定理理理 1 在假设1–2下考虑含有N个智能体的多
智能体系统 (10),通过在系统中部署梯度估计算法
(13)和控制算法(12),可以在有限时间内解决优化问
题(11):

ux,i(t) =
−c1sgn(

N∑
j=1

arij(xi(t)− xj(t))), i ̸= r,

−c2sgn(
N∑

m=1

ϖr
m(t)), i = r,

(12)

ϖ̇i
m(t)=−εmsgn(

N∑
k=1

amik(ϖ
i
m(t)−ϖk

m(t))),

(13)
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其中: ϖm
m(t) = ∇fm(xm(t))(m = 1, 2, · · · , N), r是

1到N中的任意固定常数, arij是Gr的邻接矩阵Ar的

第i行第j列元素, amik是Gm的邻接矩阵Am的第i行第k

列元素.算法的参数需要满足c1 > c2×
N∑
i=1

arir, c2>0,

εm > µ̄mcmax ×
N∑
i=1

amim,其中cmax表示max{c1, c2},

m = 1, 2, · · · , N .

证 本定理的证明分为如下3部分: 包括有限时间

梯度估计器(13)收敛性的证明,式(12)的一致性证明

以及全局优化(11)的证明.

步步步骤骤骤 1 有限时间梯度估计器(13). 首先定义如

下的梯度估计误差向量:

eϖm
(t) = ϖm(t)− 1N ⊗∇fm(xm(t)) , (14)

其中: 梯度估计向量ϖm(t) = [ϖ1
m(t) ϖ

2
m(t) · · ·

ϖN
m(t)]T,梯度估计与真实梯度∇fm(xm(t))之间的误

差向量eϖm
(t)=[e1ϖm(t) e

2
ϖm(t) · · · eNϖm(t)]

T. 定义

δm(t) = [δ1m(t) δ
2
m(t) · · · δNm(t)]T = Lmeϖm

(t), 则

可得

δm(t) = Lmeϖm
(t) = Lmϖm(t). (15)

很明显,向量eϖm
(t)的第m个元素emϖm(t)和向量

δm(t)的第m个元素δ
m
m(t)都是0. 此外,根据式(13)和

式(15)可得

δ̇m(t) = −εmLm(sgn(δm(t)) + ϕm(t)), (16)

其中ϕm(t) = [ϕ1
m(t) ϕ

2
m(t) · · ·ϕN

m(t)]
T,且每个元素

的取值如下:

ϕi
m(t)=


∇2fm(xm(t))×ẋm(t)

−εm
, i=m,

0, i ̸=m.
(17)

定义Lyapunov函数如下:

V (δm(t)) =
N∑

i=1,i ̸=m

|δim(t)|, (18)

故可得

V̇ (δm(t)) =
N∑

i=1,i̸=m

sgn(δim(t))δ̇
i
m(t). (19)

由于式(19)包含sgn(δim(t)),所以0不是V̇ (δm(t))的

平凡解.本文定义集合 Ω̸= = {i ∈ V : δim(t) ̸= 0}和
Ω0 = {i ∈ V : δim(t) = 0},并在Filippov意义下对非

连续微分方程及其解进行讨论.考虑Lyapunov函数

的Clarke广义梯度可得

∂CV (δm(t)) = w(t)T, (20)

其中w(t) = [w1(t) w2(t) · · · wN(t)]
T,且每个元

素满足

wi(t) =

sgn(δim(t)), i ∈ Ω ̸=,

SGN(δim(t)), i ∈ Ω0.
(21)

由于V (δm(t))是局部Lipshitz连续的,故根据引理1得

V̇ (δm(t))∈
∑

i∈Ω ̸=

sgn(δim(t))δ̇
i
m(t) +∑

i∈Ω0

SGN(δim(t))δ̇
i
m(t), (22)

其中

SGN(δim(t)) =


1, δim(t) > 0,

[−1, 1], δim(t) = 0,

−1, δim(t) < 0.

(23)

显然,若某一δim(t) = 0成立,则δ̇im(t)在Filippov意义
下存在且可以取0. 因此,式(22)中定义的点的集合均
在单点上取值,且根据引理2可得

V̇ (δm(t)) ∈∑
i∈Ω ̸=

sgn(δim(t))δ̇
i
m(t) +

∑
i∈Ω0

sgn(δim(t))δ̇
i
m(t) =

N∑
i=1

sgn(δim(t))δ̇
i
m(t) =

−εmsgn(δm(t))TLm(sgn(δm(t)) + ϕm(t)) 6
−εm × (1 + sgn(δm(t))

TLmϕm(t)). (24)

由于

|sgn(δm(t))TLmϕm(t)| 6
|sgn(δm(t))T| × |Lmϕm(t)| 6

(
N∑
i=1

amim)× |∇
2fm(xm(t))× ẋm(t)

−εm
| 6

(
N∑
i=1

amim)×
µ̄m × cmax

εm
< 1, (25)

故

V̇ (δm(t))6−(εm − µ̄mcmax ×
N∑
i=1

amim) < 0. (26)

显然,当δm(t) ̸= 0N时,V (δm(t)) > 0,

V̇ (δm(t)) 6 −[εm − µ̄mcmax ×
N∑
i=1

amim]
(27)

成立;当δm(t) = 0N时,{
V (δm(t)) = 0,

V̇ (δm(t)) = 0
(28)

成立. 因此,当εm > µ̄mcmax×
N∑
i=1

amim时,梯度估计向

量的一致性可以在有限时间teϖm
内实现,即ϖm(t)=

1N ⊗∇fm(xm(t))可以在有限时间teϖm
内实现,其中

teϖm
6 ∥Lmeϖm

(0)∥1

εm − µ̄mcmax ×
N∑
i=1

amim

. (29)
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步步步骤骤骤 2 式(12)的一致性. 首先定义如下的状态
一致误差向量:

ex(t) = x(t)− 1N ⊗ xr(t), (30)

其中ex(t) = [e1x(t) e
2
x(t) · · · eNx (t)]T. 定义y(t) =

[y1(t) y2(t) · · · yN(t)]T = Lrx(t),则可得

y(t) = Lrex(t) = Lrx(t). (31)

很明显,向量ex(t)的第r个元素erx(t)和向量y(t)的第
r个元素yr(t)都是0. 此外,根据式(12)和式(31)可得

ẏ(t) = −Lr(c1sgn(y(t)) + c2sgn(ϖ(t))), (32)

其中ϖ(t) = [ϖ1(t) ϖ2(t) · · ·ϖN(t)]
T,且每个元素

的取值如下:

ϖi(t) =


N∑

m=1

ϖr
m(t), i = r,

0, i ̸= r.

(33)

定义Lyapunov函数如下:

V (yi(t)) =
N∑

i=1,i̸=m

|yi(t)|, (34)

故可得

V̇ (yi(t)) =
N∑

i=1,i ̸=m

sgn(yi(t))ẏi(t). (35)

类似于步骤1,在Filippov意义下对Lyapunov函数进行
分析可得

V̇ (yi(t))=

−sgn(y(t))TLr × (c1sgn(y(t)) + c2sgn(ϖ(t))) 6
−(c1 + c2 × sgn(y(t))TLrsgn(ϖ(t))). (36)

由于

|sgn(y(t))TLrsgn(ϖ(t))| 6

|sgn(y(t))T| × |Lrsgn(ϖ(t))| 6
N∑
i=1

arir, (37)

可知,当y(t) ̸= 0N时,V (yi(t)) > 0,

V̇ (yi(t)) 6 −(c1 − c2 ×
N∑
i=1

arir) < 0
(38)

成立;当y(t) = 0N时,{
V (yi(t)) = 0,

V̇ (yi(t)) = 0
(39)

成立. 因此,当c1 > c2 ×
N∑
i=1

arir时,状态向量的一致性

可以在有限时间tex内实现,即x(t) = 1N ⊗ xr(t)可

以在有限时间tex内实现,其中

tex 6 ∥Lrex(0)∥1

c1 − c2 ×
N∑
i=1

arir

. (40)

步步步骤骤骤 3 全局优化式(11). 当t>max{teϖm
,tex}

时,可知系统的状态向量x(t) = 1N ⊗ xr(t)且系统的

梯度估计向量ϖm(t)=1N ⊗∇fm(xm(t)),故此时智
能体i的动力学方程可以写为

ẋi(t) = −c2sgn(
N∑

m=1

∇fm(xi(t))). (41)

定义Lyapunov函数如下:

V (x(t)) =
1

2
(

N∑
m=1

∇fm(xi(t)))
2, (42)

故可得

V̇ (x(t)) =

(
N∑

m=1

∇fm(xi(t)))(
N∑

m=1

∇2fm(xi(t))ẋi(t)) 6

−(
N∑

m=1

∇fm(xi(t)))×

(
N∑

m=1

c2µsgn(
N∑

k=1

∇fk(xi(t)))) =

−c2µN × |
N∑

m=1

∇fm(xi(t))| =

−
√
2c2µNV

1
2 (x(t)), (43)

故根据引理3可知定理1提出的算法可以在有限时

间t 6 max{teϖm
, tex}+ t∇内实现全局优化,其中

t∇ 6
√
2V 1/2(x(0))

c2µN
. (44)

证毕.

注注注 3 定理1中提出了一种新的有限时间分布式优化

算法,该算法适用于强连通的有向图. 首先分布式梯度估计

算法(13)会在有限时间teϖm内实现对所有代价函数梯度的

估计;此外,状态向量x(t)也会在有限时间tex内实现状态的

一致性;最后,当t > max{teϖm , tex}时,系统的状态值会在

有限时间内达到全局最优状态x∗. 因此算法(12)(13)可以解

决多智能体系统中的有限时间分布式优化问题.

3.2 存存存在在在未未未知知知高高高频频频增增增益益益符符符号号号的的的多多多智智智能能能体体体系系系统统统分分分布布布

式式式优优优化化化算算算法法法

接下来将上述算法拓展到控制器输入存在未知高

频增益符号的多智能体系统中. 考虑具有如下动力学
的多智能体系统:

ς̇i(t) = viuς,i(t), (45)

其中: ςi ∈ R是每个智能体的状态, uς,i是控制器输入,
vi ∈ R是符号未知的高频增益.

假假假设设设 3 高频增益vi是一个未知常数,且vi ̸=0,
其中i = 1, 2, · · · , N .

本节提出的算法可以使具有未知高频增益符号的

多智能体系统渐近地实现优化目标,即

lim
t→∞

ςi(t) = ς∗, (46)
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其中ς∗是唯一的全局最优状态.

定定定理理理 2 在假设1–3下考虑含有N个智能体且具
有未知高频增益符号的多智能体系统(45),采用算
法(47)–(51)可以渐近地实现优化目标(46):

uς,i(t) = Θ(ρi(t))(c̄3ψi(t)− żi(t)), (47)

ρ̇i(t) = ψi(t)(c̄3ψi(t)− żi(t)), (48)

ψi(t) = ςi(t)− zi(t), (49)

żi(t) =
−c̄1sgn(

N∑
j=1

arij(zi(t)− zj(t))), i ̸= r,

−c̄2sgn(
N∑

m=1

ϖr
m(t)), i = r,

(50)

ϖ̇i
m(t)=−ε̄msgn(

N∑
k=1

amik(ϖ
i
m(t)−ϖk

m(t))), (51)

其中: ϖm
m(t)=∇fm(xm(t)) (m = 1, 2, · · · , N), r是

1到N中的任意固定常数, arij是Gr的邻接矩阵Ar的

第i行第j列元素, amik是Gm的邻接矩阵Am的第i行第

k列元素.算法的参数需要满足c̄1>c̄2×
N∑
i=1

arir, c̄2>0,

c̄3>0, ε̄m>µ̄mc̄max×
N∑
i=1

amim,其中c̄max表示max{c̄1,

c̄2}, m = 1, 2, · · · , N .

证 根据定理1的证明可知式(50)–(51)可以在有
限时间tz内实现如下等式:

lim
t→tz

zi(t) = z∗, (52)

其中 i = 1, 2, · · · , N , z∗满足式(11)是全局最优状态
值.定义Lyapunov函数如下:

V (ψi(t)) =
1

2
(ψi(t))

2 > 0, (53)

很明显,当且仅当ψi(t) = 0时V (ψi(t)) = 0.

V̇ (ψi(t)) = ψi(t)ψ̇i(t) =

ψi(t)(ς̇i(t)− żi(t)) =

ψi(t)viΘ(ρi(t))(c̄3ψi(t)− żi(t))− ψi(t)żi(t) =

viΘ(ρi(t))ρ̇i(t) + ρ̇i(t)− c̄3(ψi(t))
2 6

(viΘ(ρi(t)) + 1)ρ̇i(t), (54)

根据引理 5可知, V (ψi(t)), ρi(t)和
w t

0
(viΘ(ρi(τ))+

1)ρ̇i(τ)dτ都是有界的,故可知ψi(t)和
w t

0
(ψi(τ))

2dτ

有界. 又因ψi(t)有界,故根据式(47)可知ς̇i(t) ∈ L∞,
进一步可得ψ̇i(t)= ς̇i(t)−żi(t)∈L∞. 综上可知ψi(t),

ψ̇i(t)以及
w t

0
(ψi(τ))

2dτ在区间[0,∞)上均有界,故

根据Barbalat引理可得 lim
t→∞

ψi(t) = 0. 由于 t > tz =

max{teϖm
, tex}+ t∇时zi(t)=z∗,且t→∞时ψi(t)=

0,故可知

lim
t→∞

ςi(t) = ς∗ = z∗, (55)

即算法(47)–(51)可以渐近地实现优化目标(46).

证毕.

注注注 4 定理2中提出的算法可以解决含有未知高频增

益符号的多智能体系统分布式优化问题,该算法同样适用于

强连通的有向图. 首先算法(50)–(51)可以在有限时间内生成

一个参考信号z∗,然后设计了一个渐近时间控制算法(47)来

跟踪参考信号,使得(49)定义的系统状态值与参考信号的误

差渐近收敛到0,从而实现含有未知高频增益符号的多智能体

系统的全局优化目标(46).

4 数数数值值值仿仿仿真真真

本节给出了定理1–2的仿真实例. 仿真采用的多智
能体系统的网络拓扑如图1所示,智能体的代价函
数fi(xi)分别为

f1(x1) = x2
1 + 11x1 + 3,

f2(x2) = 3x2
2 + 2x2,

f3(x3) =
2x2

3√
x2
3 + 5

,

f4(x4) = x2
4 + x4 + 10,

f5(x5) = 3x2
5 + ln(x2

5 + 1),

f6(x6) = x2
6 + 3e0.5x6 ,

f7(x7) = ln(x2
7 + 1) + 2x2

7,

f8(x8) = 2x2
8 − 3x8 + 8.

图 1 多智能体系统网络拓扑图

Fig. 1 The network topology of MASs

4.1 定定定理理理1数数数值值值仿仿仿真真真

本小节对定理1中提出的分布式优化算法进行

了仿真,参数设置为c1=2.5, c2=1, εm=15 (m=1,

2, · · · , 8), r =1,状态向量x(t) = [x1(t) x2(t) · · ·
x8(t)]

T的初值设置为x(0) = [8 − 5.9 − 8.9 2.8

−3.1 4.5 − 2.7 − 10]T,梯度估计向量ϖm(t) =

[ϖ1
m(t) ϖ

2
m(t) · · · ϖ8

m(t)]
T (m= 1, 2, · · · , 8)的初

值均设置为ϖm(0)=[8.7 −10 −3.7 0.7 −5.5 6.9

−6.6 9.8]T. 在网络模型图1和上述参数设置下对定
理1中的算法进行验证,图2给出了每个智能体的状态

值xi(t)的状态轨迹,图3–6给出了每个代价函数梯度
估计器的轨迹曲线,每个智能体对全部代价函数梯度
估计的和的曲线由图7给出,其中i = 1, 2, · · · , 8.
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图 2 多智能体系统中每个智能体的状态xi(t)

Fig. 2 The trajectory of state xi(t) of each agent i

图 3 每个智能体i对代价函数f1和f2的梯度估计

Fig. 3 The gradient estimations of cost function f1 and f2
for each agent i

图 4 每个智能体i对代价函数f3和f4的梯度估计

Fig. 4 The gradient estimations of cost function f3 and f4
for each agent i

图 5 每个智能体i对代价函数f5和f6的梯度估计

Fig. 5 The gradient estimations of cost function f5 and f6
for each agent i

图 6 每个智能体i对代价函数f7和f8的梯度估计

Fig. 6 The gradient estimations of cost function f7 and f8
for each agent i
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图 7 每个智能体i对所有代价函数的梯度估计和

Fig. 7 The sum of gradient estimations of all cost functions
for each agent i
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由仿真结果图2–6可知,所有智能体的状态xi(t)

在最优状态值x∗处达到了一致,每一组梯度估计向
量ϖm(t)也达到了一致.此外,由图7可知,每个智能
体i对全部代价函数梯度估计的和均收敛到0,该结果
也印证了x∗即为全局最优状态值.

4.2 定定定理理理2数数数值值值仿仿仿真真真

本小节对定理2中提出的分布式优化算法进行了

仿真,其中c̄1=2.3, c̄2=0.8, c̄3 = 0.3, ε̄m = 15 (m =

1, 2, · · · , 8), r = 1,未知高频增益符号v = [−1 1.5

2.1 −1.7 −3.1 3.3 1.9 0.6 2.9]T,向量ς(t)=[ς1(t)

ς2(t) · · · ς8(t)]T的初值设置为ς(0)=[−7.7 5.6 9.9

−2.5 3.7 −4.8 −5.6 −10]T,向量z(t)=[z1(t) z2(t)
· · · z8(t)]T的初值设置为z(0) = [−7 5.2 − 3.9 6.6

−6.3 9.5 − 9.7 2]T,梯度估计向量ϖm(t)=[ϖ1
m(0)

ϖ2
m(0) · · · ϖ8

m(0)]
T (m = 1, 2, · · · , 8)的初值均设

置为ϖm(0) = [6.3 −9.8 −5.5 0.9 8.9 −10 −2.5

9.3]T. 在网络模型图1和上述参数设置下对定理2中

的算法进行验证,图8给出了每个智能体的参考状态

值zi(t)的状态轨迹,图9–10给出了Nussbaum类型函
数Θ(ρi(t)) = eρ

2
i (t)cos(ρi(t))及其参数ρi(t)的曲线,

ςi(t)和ψi(t)的曲线分别由图11和图12给出,其中i =
1, 2, · · · , 8.

图 8 多智能体系统中每个智能体的参考状态zi(t)

Fig. 8 The trajectory of reference state zi(t) of each agent i
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图 9 每个智能体i的Nussbaum类型函数Θ(ρi(t))

Fig. 9 The trajectory of Nussbaum-type function Θ(ρi(t))

for each agent i
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图 10 每个智能体i的Nussbaum类型函数的参数ρi(t)

Fig. 10 The trajectory of the parameter ρi(t) of Nussbaum-
type function Θ(ρi(t)) for each agent i
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图 11 多智能体系统中每个智能体的状态ςi(t)

Fig. 11 The trajectory of state ςi(t) of each agent i

图 12 多智能体系统中每个智能体的状态ψi(t)

Fig. 12 The trajectory of state ψi(t) of each agent i

由仿真结果图8可知,所有智能体的参考状态zi(t)
一致收敛到了最优状态值z∗. 此外,图9–12表明了每
个Nussbaum类型函数Θ(ρi(t))及其参数ρi(t)均收敛

到了常数值,且每个智能体的状态ψi(t)在0处达到一

致,这意味着每个智能体的状态ςi(t)也收敛到了最优
状态值ς∗ = z∗.

5 结结结论论论

本文研究了一阶多智能体系统中的有限时间分布
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式优化问题.首先,基于非光滑分析和Lyapunov稳定
性理论设计了一个有限时间分布式梯度估计器,然后,
提出了一种基于梯度估计器的有限时间分布式优化

算法. 该算法可以在具有强连通拓扑的多智能体系统
中实现智能体状态的全局最优化,放宽了对系统网络
拓扑的限制.此外,本文还解决了含有未知高频增益
符号的多智能体系统分布式优化问题.最后,通过仿
真对新提出的两种分布式优化算法进行了验证,实验
结果也证明了算法的有效性.
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