
第 41卷第 5期
2024年 5月

控 制 理 论 与 应 用
Control Theory & Applications

Vol. 41 No. 5
May 2024

非非非高高高斯斯斯环环环境境境下下下基基基于于于最最最大大大相相相关关关熵熵熵的的的平平平滑滑滑估估估计计计器器器设设设计计计

马海平1†, 刘 婷1, 孙圣溢1, 费敏锐2

(1. 绍兴文理学院电子工程系,浙江绍兴 312000; 2. 上海大学机电工程与自动化学院,上海 200444)

摘要:针对Kalman平滑估计器在非高斯噪声环境下性能衰退问题,本文提出了一种基于最大相关熵准则作为最
优估计标准的平滑估计方法,将其应用于固定滞后问题的状态估计,称之为固定滞后最大相关熵平滑估计器
(FLMCS).首先,使用矩阵变换,给出最大相关熵Kalman滤波器的另一种形式;然后,以此为基础,通过引入新的状
态变量来增广系统,并推导出所提平滑估计器的在线迭代方程;进一步比较平滑前后状态估计误差协方差,从理论
上分析算法性能改进效果;最后,通过算例仿真验证所提平滑估计器在非高斯噪声干扰下的有效性和优越性.
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Abstract: In order to overcome the performance degradation of Kalman smoothing estimator in non-Gaussian envi-
ronment, this paper proposes a smoothing estimation method based on the maximum correntropy criterion as the optimal
standard, for state estimation of fixed-lag problem, which is called fixed-lag maximum correntropy smoothing estimator
(FLMCS). First, another form of maximum correntropy Kalman filter is given based on the matrix transform. Then, new
state variables are introduced, and online iterative equations of the proposed FLMCS are derived through an augmented
system. Furthermore, state estimation error covariances are compared before and after smoothing, and performance im-
provement of the proposed FLMCS is analyzed theoretically. Finally, the illustrative examples are presented to verify the
effectiveness and superiority of the proposed FLMCS in non-Gaussian noise environment.
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1 引引引言言言

最优估计理论与方法在过去几十年里取得了很多

重要的成果[1–3],其相关研究也是该领域经久不衰的
热点课题,根据用途不同,估计方法分为滤波、预测和
平滑3大类[4]. 特别是滤波被广为关注,常见的滤波器
包括卡尔曼滤波(Kalman filter, KF)[5]、无迹卡尔曼滤

波(unscented KF, UKF)[6]等,这些滤波器的设计总是
将量测噪声理想化为模型准确已知的高斯白噪声. 然

而,在实际工程中,还存在着大量非高斯白噪声的估
计问题,这将导致经典滤波器的性能大大降低,为此,
也提出了很多其它最优滤波器,包括粒子滤波(parti-
cle filter, PF)[7]、H∞滤波

[8]等,均取得了较好的效果.
近年来,有关学者提出了一种基于最大相关熵准则
(maximum correntropy criterion, MCC)[9–10]的最优滤

波器,其核心思想是充分利用量测值的高阶信息,在
KF迭代过程中引入MCC构造核函数,作为最优估计
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的目标函数,通过重新求解其增益矩阵来处理非高斯
噪声, 称之为最大相关熵Kalman滤波器 (maximum
correntropy KF, MCKF)[11]. 与传统的KF相比, MCKF
结合了最大相关熵方法的优点,在非高斯噪声特别是
脉冲噪声或者较大异常值环境下,能得到更好的收敛
性和更高的精度.

相比于滤波器的设计与应用,平滑估计器的研究
成果就相对较少,但事实上平滑估计器作为最优估计
方法的一部分,在机器视觉、航空航天等领域有着与
滤波器相同的作用,可以提高最优估计的性能,同样
是一个值得深入研究的方向.与大多数滤波器一样,
现有平滑估计器的设计主要是以高斯噪声环境为背

景,对于非高斯噪声情况的研究不多. 同时, MCKF尽
管有了很好的扩展和应用[12–13],包括扩展MCKF[14]、

分布式MCKF[15]、序贯MCKF[16]、约束MCKF[17]等,
但是其在平滑估计器设计上还未涉及. 因此,本文将
以MCKF为基础,首次将其推广到固定滞后平滑估计
器的设计中,得到适应于非高斯环境的固定滞后最大
相关熵平滑估计器 (fixed-lag maximum correntropy
smoother, FLMCS),并从理论上分析其性能改进效果
和计算复杂度.最后,通过算例仿真验证所提出的FL-
MCS的有效性和优越性.

2 预预预备备备知知知识识识

2.1 固固固定定定滞滞滞后后后平平平滑滑滑估估估计计计器器器

考虑如下线性离散时间系统:{
xk = Fk−1xk−1 + wk−1,

yk = Hkxk + vk,
(1)

式中: xk ∈ Rn和yk ∈ Rm分别为系统在k时刻n维状

态向量和m维量测向量; Fk−1和Hk分别为已知的系

统状态转移矩阵和量测矩阵; wk−1和vk分别为相互独

立且均值为零的过程噪声和量测噪声,其协方差矩阵
分别为Qk−1=E

[
wk−1 wT

k−1

]
和Rk = E [vk vTk ],其

中E [·]表示数学期望运算.

假定直到k时刻所有的量测信息是{y1, y2, · · · ,
yk},基于该量测信息对xk的估计问题,称为状态滤
波;对xk+j, j >0的估计问题,称为状态预测;对xk−j,

j > 0的估计问题,称为状态平滑.

本文主要是设计固定滞后最大相关熵平滑估计器,
来解决非高斯环境下的状态平滑问题,其目的是利用
k时刻及之前所有的量测信息来获得k−N时刻的状

态估计x̂k−N,k,其中N为固定滞后步数,即当新的量
测值获得时, k值增加,但是其滞后时间N是固定的.
图1为两步滞后平滑估计器的示意图,其中: xj−3利用

量测值yj−1,得到估计值x̂j−3,j−1; xj−2利用量测值yj ,
得到估计值x̂j−2,j .

4 3 2 1

4 2 3 1 2 2

图 1 固定滞后平滑估计器示意图

Fig. 1 Fixed-lag smoothing estimator

2.2 最最最大大大相相相关关关熵熵熵Kalman滤滤滤波波波器器器
对于式(1)所描述的系统,由文献[11, 18]可知,其

标准MCKF的递推表达式如下:

先验估计为{
x̂−
k = Fk−1x̂

+
k−1,

P−
k = Fk−1P

+
k−1F

T
k−1 +Qk−1.

(2)

后验估计为

x̂+
k = x̂−

k +Kk(yk −Hkx̂
−
k ),

Kk=((P−
k )

−1+HT
k CkR

−1
k Hk)

−1HT
k CkR

−1
k ,

Ck = diag{Gσ(∥yk1 −Hk1x̂
−
k ∥R−1

k11
), · · · ,

Gσ(∥ykm −Hkmx̂
−
k ∥R−1

kmm
)},

P+
k =(I−KkHk)P

−
k (I−KkHk)

T
+KkRk(Kk)

T
,

(3)

式中: x̂−
k ∈ Rn和x̂+

k ∈ Rn分别为状态向量在k时刻

的先验估计和后验估计; P−
k 和P+

k 分别为对应的先验

估计误差协方差矩阵和后验估计误差协方差矩阵;
Kk ∈ Rn×m为MCKF增益矩阵; Ck ∈ Rm×m为最大

相关熵增益矩阵; Gσ(∥ · ∥) = exp(−∥ · ∥2A/2σ2),其
中: ∥ · ∥A表示A加权二范数; σ为用户定义的核函数
带宽; Hkj为矩阵Hk的第j行; Rkjj为对角矩阵Rk的

第j个元素. MCKF的优点在于当量测值被脉冲噪声
或较大异常值干扰时,并不影响其估计和收敛性能.

3 最最最大大大相相相关关关熵熵熵平平平滑滑滑估估估计计计器器器

本节首先推导MCKF的另一种表达形式,然后,以
此为基础,推导本文所提出的FLMCS平滑估计器,最
后,分析其性能改进和计算复杂度.

3.1 MCKF的的的另另另一一一种种种形形形式式式
引引引理理理 1 矩阵逆运算满足[8]

(A+BCD)−1=A−1−A−1B(C−1+DA−1B)−1DA−1.

(4)

在第1.2小节基础上,重新定义MCKF增益矩阵
Lk为

Lk =FkKk =

Fk((P
−
k )−1 +HT

k CkR
−1
k Hk)

−1HT
k CkR

−1
k .

(5)

使用引理1,并令(
P−

k

)−1 → A, HT
k Ck → B, R−1

k → C, Hk → D.

(6)
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则式(5)能够重新表示为

Lk =Fk(P
−
k HT

k CkR
−1
k − P−

k HT
k Ck ×

(Rk +HkP
−
k HT

k Ck)
−1HkP

−
k )HT

k CkR
−1
k ,

(7)

使用引理1反操作,并令

Rk→A, Rk→B, R−1
k →C, HkP

−
k HT

k Ck→D,

(8)

则式(7)能够简化为

Lk =Fk(P
−
k HT

k CkR
−1
k − P−

k HT
k Ck ×(

Rk+HkP
−
k HT

k Ck

)−1
HkP

−
k HT

k CkR
−1
k ) =

FkP
−
k HT

k Ck(R
−1
k −

(
Rk+HkP

−
k HT

k Ck

)−1×
HkP

−
k HT

k CkR
−1
k ) =

FkP
−
k HT

k Ck(Rk+HkP
−
k HT

k Ck)
−1. (9)

将式 (3)中的第1项x̂+
k代入式 (2)中的第1项x̂−

k+1,
得到

x̂−
k+1 =Fkx̂

−
k + FkKk(yk −Hkx̂

−
k ) =

Fkx̂
−
k + Lk(yk −Hkx̂

−
k ), (10)

进一步将式 (3)中的第2项Kk代入第4项P+
k ,使用引

理1并合并同类项,得到

P+
k =P−

k −P−
k HT

k (Rk+HkP
−
k HT

k Ck)
−1CkHkP

−
k .

(11)

将式(11)代入到式(2)中的第2项P−
k+1,得到

P−
k+1 = FkP

−
k (Fk − LkHk)

T
+Qk. (12)

结合式(7)(9)–(10)(12),得到MCKF的另一种表达
形式,概括为

x̂−
k+1 = Fkx̂

−
k + Lk(yk −Hkx̂

−
k ),

Lk = Fk(P
−
k −P−

k HT
k Ck

(
Rk+HkP

−
k HT

kCk

)−1×
HkP

−
k )HT

k CkR
−1
k =

FkP
−
k HT

k Ck

(
Rk +HkP

−
k HT

k Ck

)−1
,

Ck = diag{Gσ(∥yk1 −Hk1x̂
−
k ∥R−1

k11
), · · · ,

Gσ(∥ykm −Hkmx̂
−
k ∥R−1

kmm
)},

P−
k+1 = FkP

−
k (Fk − LkHk)

T
+Qk.

(13)

注注注 1 对于上面推导得到的另一种MCKF形式,虽然

只是给出了先验状态估计和先验误差协方差,但本质上与标

准MCKF一样,能够通过变换获得所有的状态估计和误差协

方差.

3.2 FLMCS的的的推推推导导导
对于N步滞后的平滑估计问题, FLMCS的状态估

计x̂k−N,k, k = N,N + 1, · · ·和对应的估计误差协方
差 Π

k−N
为

x̂k−N,k = E[xk−N |y1, · · · , yk],

Π
k−N

=E[(xk−N−x̂k−N,k)(xk−N− x̂k−N,k)
T].

(14)

定定定义义义 1 设置新的状态xk,m,令其满足下列状态
传递方程xk,m = xk−m,即有

xk+1,1 = xk,

xk+1,2 = xk−1 = xk,1,

xk+1,3 = xk−2 = xk,2.

(15)

接下去,对于 k > N ,可以将式 (15)扩充到式(1)
中,得到系统的增广方程为


xk+1

xk+1,1

...
xk+1,N+1

 =


Fk 0 · · · 0

I 0 · · · 0
...

...
...

0 0 I 0




xk

xk,1

...
xk,N+1

+

I

0
...
0

wk,

yk = [Hk 0 · · · 0]


xk

xk,1

...
xk,N+1

+ vk,

(16)

结合定义1和2,得到增广系统的状态估计为

E (xk+1 | y1, · · · , yk) = x̂−
k+1 = x̂k+1,k,

E (xk+1,1 | y1, · · · , yk) = E (xk | y1, · · · , yk) =
x̂+
k = x̂k,k,

E(xk+1,2 | y1, · · · , yk)=E(xk−1 | y1, · · · , yk)=
x̂k−1,k,...

E (xk+1,N+1 | y1, · · · , yk) = x̂k−N,k,
(17)

从式(17)可以看到,当用第2.1小节推导得到的MCKF,
来估计增广系统的状态时, xk+1,N+1的估计x̂k−N,k代

表k时刻对N步滞后状态xk−N的平滑值,这类通过
MCKF对N步滞后状态的估计,称之为最大相关熵固
定滞后平滑估计.

由上述平滑估计的定义可知,式(16)中增广系统
的状态转移矩阵和量测矩阵即为FLMCS平滑估计器
的状态转移矩阵和量测矩阵,因此,根据式(13)中的
第1项, FLMCS的状态估计更新方程可以表示为

x̂−
k+1

x̂k,k

...
x̂k−N,k

 =
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Fk 0 · · · 0
I 0 · · · 0
...

... · · ·
...

0 0 I 0




x̂−
k

x̂k−1,k−1

...
x̂k−(N+1),k−1

+


Lk,0

Lk,1

...
Lk,N+1

(yk−[Hk 0 · · · 0]


x̂−
k

x̂k−1,k−1

...
x̂k−(N+1),k−1

), (18)

式中: Lk,0为式(13)中的MCKF增益矩阵; Lk,i, i> 0

为待定的FLMCS增益矩阵,统一表示为

Lk = [Lk,0 Lk,1 · · · Lk,N+1 ]
T, (19)

根据式(13)中的第2项, Lk具体表示为

Lk =
Fk(P

(0,0)
k −P

(0,0)
k HT

k CkΛkHkP
(0,0)
k )HT

k

(P
(0,0)
k −P

(0,0)
k HT

k CkΛkHkP
(0,0)
k )HT

k

...

(P
(0,N)
k −P

(0,N)
k HT

k CkΛkHkP
(0,0)
k )HT

k

CkR
−1
k ,

(20)

式中: Λk = (Rk+HkP
(0,0)
k HT

k Ck)
−1,估计误差协方

差矩阵P
(i,j)
k 定义为

P
(i,j)
k = E[(xk−j−x̂k−j,k−1) (xk−i−x̂k−i,k−1)

T].

(21)

其具体推导见附录A.

进一步,根据式(13)中的第4项,得到FLMCS估计

误差协方差的更新方程为
P

(0,0)
k+1 · · · (P (0,N+1)

k+1 )T

...
...

P
(0,N+1)
k+1 · · · P (N+1,N+1)

k+1

 =


Fk 0 · · · 0
I 0 · · · 0
...

...
...

0 0 I 0




P
(0,0)
k · · · (P (0,N+1)

k )T

...
...

P
(0,N+1)
k · · · P (N+1,N+1)

k

×



FT

k I · · · 0

0 0 · · ·
...

...
... I

0 · · · · · · 0

−

HT

k

0
...
0

(Lk)
T

+


Qk 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
...

0 · · · · · · 0

 ,

(22)

将式(20)代入到上式并展开,得到FLMCS估计误差协

方差矩阵P̃k的第1列为



P
(0,0)
k+1 = FkP

(0,0)
k

(
Fk − Lk,0Hk

)T
+Qk,

P
(0,1)
k+1 = P

(0,0)
k

(
Fk − Lk,0Hk

)T
,

...

P
(0,N+1)
k+1 = P

(0,N)
k

(
Fk − Lk,0Hk

)T
,

(23)

以及估计误差协方差矩阵P̃k的对角元素为

P
(1,1)
k+1 = P

(0,0)
k (I − Lk,1Hk)

T
,

P
(2,2)
k+1 = P

(1,1)
k − P

(0,1)
k HT

k (Lk,2)
T
,

...

P
(N+1,N+1)
k+1 = P

(N,N)
k − P

(0,N)
k HT

k (Lk,N+1)
T
.

(24)

综上,式(16)–(24)给出了N步滞后FLMCS平滑估
计器推导过程,概括如表1所示.

表 1 固定滞后最大相关熵平滑估计器
Table 1 Fixed-lag maximum correntropy smoother

1 初始化参数:
x̂−0 =E [x0] , P

−
0 =E[(x0 − x̂−0 ) (x0 − x̂−0 )T];

2 运行式(13)所描述的MCKF,得到x̂−k+1, Lk, Ck和P−
k ;

3 令x̂k+1,k = x̂−k+1, Lk,0 = Lk, P
(0,0)
k = P−

k ;

4 对于i = 1, · · · , N + 1,执行如下操作得到平滑估计
状态和对应的估计误差协方差:
Ck= diag{Gσ(∥yk1 −Hk1x̂

−
k ∥R−1

k11
), · · · ,

Gσ(∥ykm −Hkmx̂−k ∥R−1
kmm

)}, (25)

Lk,i=(P
(0,i−1)
k −P

(0,i−1)
k HT

kCk (Rk+

HkP
(0,0)
k HT

k Ck)
−1HkP

(0,0)
k )HT

k CkR
−1
k , (26)

P
(i,i)
k+1 = P

(i−1,i−1)
k − P

(0,i−1)
k HT

k

(
Lk,N+1

)T
, (27)

P
(0,i)
k+1 = P

(0,i−1)
k

(
Fk− Lk,0Hk

)T
, (28)

x̂k+1−i,k = x̂k+2−i,k + Lk,i(yk −Hkx̂
−
k ). (29)

注注注 2 从表1的固定滞后最大相关熵平滑估计器可知,

当迭代结束时,根据k时刻及之前的量测信息,就能获得0到

N步滞后的状态平滑值x̂k,k, · · · , x̂k−N,k和对应的估计误差

协方差P
(1,1)
k+1 , · · · , P (N+1,N+1)

k+1 .

3.3 FLMCS的的的性性性能能能分分分析析析
对于本文提出的FLMCS,由表1相关熵增益矩阵

C的表达式(25)可知,核函数带宽σ是影响平滑估计器

性能的关键参数. 这是因为Gσ(∥ykj−Hkjx̂
−
k ∥R−1

kjj
) =

exp(−∥ykj−Hkjx̂
−
k ∥R

−1
kjj

2σ2

)中,当量测值ykj被脉冲噪

声或者较大异常值干扰时,其新息rkj=ykj−Hkjx̂
−
k

增大,如果此时σ值变小,将加速Gσ(∥rkj∥R−1
kjj

)快速

趋向于0,表示C的第j个元素趋向于0,从而,避免该
脉冲噪声或较大异常值对FLMCS性能的影响.因此,
相对来讲, σ值越小, FLMCS平滑估计器对非高斯噪
声干扰系统的鲁棒性越好;另一方面,当σ值变大,
FLMCS性能将更接近Kalman平滑估计器. 这是由于
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存在以下定理.

定定定理理理 1 当相关熵增益矩阵C中核函数带宽

σ → ∞,固定滞后最大相关熵平滑估计器将退化为固
定滞后Kalman平滑估计器.

证 当σ → ∞,由C的表达式可知, C → I ,将其
代入到FLMCS平滑估计器迭代公式(26)–(29)中,即
可得到固定滞后Kalman平滑估计器. 证毕.

接下来,讨论FLMCS对非高斯平滑估计问题所带
来的性能改进. 本文采用估计误差协方差作为性能衡
量指标,由第3.2节可知, P (0,0)

k 和P
(N+1,N+1)
k 分别为

k时刻的估计误差协方差和N 步滞后平滑估计误差协

方差,则其得到的性能改进可表示为

P
(0,0)
k − P

(N+1,N+1)
k =

N∑
i=1

P
(0,N−i)
k HT

k (Lk,N−i+1)
T+

P
(0,N)
k HT

k (Lk,N+1)
T =

N∑
i=0

P
(0,N−i)
k HT

k (Lk,N−i+1)
T. (30)

将式(20)中的Lk,i代入上式,得到

P
(0,0)
k − P

(N+1,N+1)
k =

N∑
i=0

P
(0,N−i)
k HT

k (CkR
−1
k −CkR

−1
k HkP

(0,0)
k HT

k ×

(Rk+CkHkP
(0,0)
k HT

k )
−1Ck)(P

(0,N−i)
k HT

k )
T.

(31)
使用引理1,并令RkC

−1
k →A, HkPkH

T
k →B,

R−1
k →C, Rk→D,

(32)

则式(31)可以重新表示为

P
(0,0)
k − P

(N+1,N+1)
k =

N∑
i=0

P
(0,N−i)
k HT

k (RkC
−1
k +HkP

(0,0)
k HT

k )
−1×

(P
(0,N−i)
k HT

k )
T. (33)

特殊地,对于时不变系统,假定平滑估计器在k时

刻已达到稳定,则有

P
(0,0)
k =P−

k =P, P
(0,N−i)
k =P (0,N−i), (34)

则式(33)可以简化为

P
(0,0)
k − P

(N+1,N+1)
k =

N∑
i=0

P (0,N−i)HT(RC−1
k +HPHT)−1×

(P (0,N−i)HT)T. (35)

注注注 3 由式(35)可知,等式右边部分为正定矩阵,存在

(P
(0,0)
k −P

(N+1,N+1)
k ) > 0,即P

(0,0)
k > P

(N+1,N+1)
k ,表示

FLMCS平滑估计器的性能总是优于MCKF.进一步,由正定

矩阵之和可知, N越大,即平滑滞后步数越多, FLMCS平滑估

计器的性能改进越好.

注注注 4 由式(35)也可知, FLMCS平滑估计器的性能改

进与相关熵增益矩阵C有关,由于其包含核函数带宽参数σ,

再次印证了σ是改变平滑估计器性能的关键因子,进一步,当

C = I时,所获得的性能改进等同于固定滞后Kalman平滑估

计器.

3.4 FLMCS的的的计计计算算算复复复杂杂杂度度度分分分析析析
接下去,文章分析N步滞后FLMCS平滑估计器的

计算复杂度.根据表1,本文所提出的FLMCS平滑估
计器及比较算法中每个基本表达式的计算复杂度如

表2所示,表中(13-x)表示式(13)的第x项.

表 2 FLMCS平滑估计器的计算复杂度
Table 2 Computational complexities of the proposed

FLMCS

矩阵运算

除法、求逆方程
加法、减法和乘法

和分解

13-1 2n2 + 4nm− n 0

2n3 + 2m3 + 4n2m+13-2
6m2n− n2 −m2 − 4nm

O(m3)

MCKF
13-3 2nm+m m

13-4 4n3 + 2n2m− 2n2 0

25 2nm+m m

4m3 + 10n2m+26
8m2n− 2m2 − 7nm

O(m3)

FLMCS
27 4n2m− nm 0

28 2n3 + 2n2m− n2 0

29 4nm 0

26 4n2m+ 4m2n− 3nm O(m3)

27 4n2m− nm 0
KS

28 2n3 + 2n2m− n2 0

29 4nm 0

根据表2可以分别得到最大相关熵Kalman滤波器
(MCKF)、FLMCS平滑估计器和Kalman平滑估计器
(Kalman smoother, KS)的总体计算复杂度.其中,第
2.1节所述另一种形式MCKF只涉及式(13-1)到(13-4).
因此,其总体计算复杂度为

SMCKF =6n3 + 2m3 + 6n2m− n2 + 6m2n−
m2 + 2nm− n+ 2m+O(m3). (36)

本文所提FLMCS平滑估计器是在MCKF基础上
增加了平滑估计操作,由于存在N步滞后,需对式
(25)–(29)执行N次,因此,其计算复杂度高于MCKF
的计算复杂度,总体为
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SFLMCS = (2N + 6)n3 + (4N + 2)m3 +

(16N + 6)n2m− (N + 1)n2 +

(8N + 6)m2n− (2N + 1)m2 −

(2N − 2)nm− n+ (2N + 2)m+

(N + 1)O(m3). (37)

Kalman平滑估计器是FLMCS平滑估计器在C =

I时的特殊形式,其平滑估计的计算复杂度略有不同,

总体为

SKS = (2N + 6)n3 + 2m3 + (10N + 6)n2m−

(N + 1)n2 + (4N + 6)m2n−m2 +

2nm− n+ 2m+ (N + 1)O(m3). (38)

4 算算算例例例仿仿仿真真真

本节通过两个仿真例子对本文提出的FLMCS平

滑估计器的有效性和优越性进行验证.

4.1 例例例子子子1

考虑如下线性系统 [11]:
xk =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
xk−1 + wk−1,

yk = [1 1]xk + vk,

(39)

式中θ =
π

18
. 过程噪声和量测噪声分别为高斯分布

和脉冲非高斯分布,服从

wk−1 ∼ N (0, 0.01) ,

vk ∼ N (0, 0.01) + outliers(N, t),

其中outliers(N, t)表示在t时刻产生服从脉冲分布N

(1, 100)的散粒噪声,这里t取值50× rand(1, 10),即
在时刻[0, 50]内随机产生10个较大异常值,且系统和
估计器的初始状态设置为

x0 = x̂−
0 = [0 1]

T
, P−

0 = diag{1, 1}.

另外,设置量测时刻为k = 100,滞后步数为N =

50,并独立运行100次重复实验. 表3给出了本文提出
的FLMCS平滑估计器、Kalman平滑估计器 (KS)、最
大相关熵Kalman滤波器(MCKF)和Klman滤波器(KF)
在平滑时刻所获得的估计均方误差 (mean square
error, MSE).从该表中可以看到FLMCS平滑估计器在
核函数带宽σ = 0.5时,其平滑性能最好,且在相同
σ值下, FLMCS平滑估计器的性能优于最大相关熵
Kalman滤波器. 进一步得到, σ值越小, FLMCS平滑
估计器的性能越好,通过实验发现,当其小到一定值
时,平滑性能基本保持不变.相反,当σ值变大时,性能
相对变差,且越来越接近Kalman平滑估计器,可以看
出,实验结果与上节所证明的理论结果保持一致.

表 3 不同平滑估计器在非高斯噪声下的MSE值
Table 3 MSEs for different smoothing estimators in non-Gaussian noise

MSE MSE
平滑器

x(1) x(2)
滤波器

x(1) x(2)

KS 2.5310 2.7518 KF 2.8443 3.0562
FLMCS (σ = 0.1) 1.4804 1.5492 MCKF (σ = 0.1) 1.9782 2.1670
FLMCS (σ = 0.5) 1.4775 1.5427 MCKF (σ = 0.5) 1.8517 1.9139
FLMCS (σ = 1) 1.7158 1.8137 MCKF (σ = 1) 2.1289 2.2485
FLMCS (σ = 3) 2.1249 2.2238 MCKF (σ = 3) 2.5014 2.7128
FLMCS (σ = 5) 2.5035 2.7241 MCKF (σ = 5) 2.7956 2.9871

FLMCS (σ = 10) 2.5174 2.7335 MCKF (σ = 10) 2.8224 3.0132

图2给出了本文提出的FLMCS平滑估计器和Kal-

man平滑估计器在非高斯噪声下的估计误差协方差的

迹. 从图中可以看到平滑估计器的性能趋势: 在一定σ

值范围内(σ = 0.1除外),在相同滞后步数N值下, FL-

MCS平滑估计器的σ值越小,性能越好;相反,其σ值

越大,越接近Kalman平滑估计器. 进一步,在相同σ值

下,滞后步数N值越大,意味着更多的量测值用于平

滑估计,其性能越好,并趋于稳定,该结果也符合前面

讨论的平滑估计本质.

表4给出了FLMCS平滑估计器所获得的性能改

进(improvement percent, IP),其计算表达式为

IP =
Tr(P

(0,0)
k − P

(N+1,N+1)
k )

Tr(P
(0,0)
k )

× 100%, (40)

式中Tr(·)为状态估计误差协方差的迹. 从表中可以看
到,与理论预计的结果一致,对于不同的核函数带宽
σ,所得到的性能改进有所不同, σ值越小,性能改进越
显著.总体上讲, FLMCS平滑估计器在不同σ值下所

获得性能改进都要优于Kalman平滑估计器. 另外,图
3给出了FLMCS平滑估计器和Kalman平滑估计器的
性能改进过程,进一步证实了上述结论.

4.2 例例例子子子2
考虑基本的线性导航问题[18],即
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xk =
1 0 ∆t 0

0 1 0 ∆t

0 0 1 0

0 0 0 1

xk−1+


0

0

∆t sin θ

∆t cos θ

uk−1+wk−1,

yk =

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]
xk + vk,

(41)

式中: ∆t = 1 s为离散化采样时间; θ =
π

6
为常数转

角; uk为已知的加速度.状态向量中的前两个元素表
示车辆的坐标位置,后两个元素表示对应的速度,过
程噪声和量测噪声均为带有脉冲函数的混合分布,其
服从

wk−1 ∼ 0.9N(0, 0.01)+0.1N(0, 1)+outliers(N, t),

vk ∼ 0.8N(0, 0.01)+0.2N(0, 10)+outliers(N, t),

其中outliers(N, t)取值与例1相同,且系统和估计器的
初始状态设置为

x0 = x̂−
0 = [1 1 0 0]T, P−

0 = diag{4, 4, 3, 3}.

KS

FLMCS (σ = 0.1)

FLMCS (σ = 0.5)

FLMCS (σ = 1)

FLMCS (σ = 3)

FLMCS (σ = 5)

FLMCS (σ = 10)

0 10 20 30 40 50

4.3

3.7

3.1

2.5

1.9

1.3

图 2 FLMCS平滑估计器在不同σ值下估计误差协方差的迹

Fig. 2 The trace of the error covariance for the proposed
FLMCS with different kernel bandwidth σ

表 4 FLMCS平滑估计器所获得的性能改进结果
Table 4 Performance improvement obtained by the

proposed FLMCS

平滑器 IP/%

KS 61.12
FLMCS (σ = 0.1) 79.53
FLMCS (σ = 0.5) 80.10
FLMCS (σ = 1) 71.84
FLMCS (σ = 3) 65.79
FLMCS (σ = 5) 62.39
FLMCS (σ = 10) 62.02

同上一个实验,设置量测时间为k = 100,滞后步

数为N = 50,并独立运行100次重复实验. 表5给出了
本文提出的FLMCS与KS, MCKF和KF在平滑时刻所
获得的MSE.从该表中可以看到,所获得的结论与上
一个实验基本相同, FLMCS在核函数带宽σ = 0.5时,
其平滑性能最好.图4则给出了本文提出的FLMCS和
KS在非高斯噪声下的估计误差协方差的迹.

KS

FLMCS (σ = 0.1)

FLMCS (σ = 0.5)

FLMCS (σ = 1)

FLMCS (σ = 3)

FLMCS (σ = 5)

FLMCS (σ = 10)
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图 3 FLMCS平滑估计器在不同σ值下的性能改进

Fig. 3 Performance improvement for the proposed FLMCS

with different kernel bandwidth σ

KS

FLMCS (σ = 0.1)

FLMCS (σ = 0.5)

FLMCS (σ = 1)

FLMCS (σ = 3)

FLMCS (σ = 5)

FLMCS (σ = 10)

4

3

2

1

0
0 10 20 30 40 50

图 4 FLMCS平滑估计器在不同σ值下估计误差协方差的迹

Fig. 4 The trace of the error covariance for the proposed
FLMCS with different kernel bandwidth σ

另外,表6和图5给出了FLMCS平滑估计器在不
同σ值下所获得的性能改进,与上一实验结果一致,对
于不同的核函数带宽σ,所获得的性能改进有所不同,
在一定范围内(σ = 0.1除外), σ值越小,性能改进越显
著,这也与理论推导的结论基本一致.

5 结结结论论论

本文主要研究了非高斯噪声环境下的系统状态平

滑估计,提出了一种针对固定滞后问题的最大相关熵
平滑估计器. 采用矩阵变换,首先,给出了最大相关熵
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Kalman滤波的另一种表达形式. 然后,通过状态扩展,
得到固定滞后平滑估计问题的增广系统,并以新的最
大相关熵Kalman滤波为基础,推导出固定滞后最大相
关熵平滑估计器的迭代方程. 进一步,通过比较平滑
前后状态估计误差协方差的表达式,分析所提平滑估

计器的性能改进效果,同时,比较了其与其它算法的
计算复杂度.最后,通过算例仿真表明,在非高斯噪声
干扰下,与Kalman平滑器相比,所提出的平滑估计器
能够更好地抑制脉冲噪声的干扰,对于在复杂环境下
相关状态估计器的设计和应用具有现实指导意义.

表 5 不同平滑估计器在非高斯噪声下的MSE值
Table 5 MSEs for different smoothing estimators in non-Gaussian noise

MSE MSE
平滑器

x(1) x(2) x(3) x(4)
滤波器

x(1) x(2) x(3) x(4)

KS 1.3697 1.4415 0.7501 0.7825 KF 1.6975 1.7842 1.0228 1.0572
FLMCS (σ = 0.1) 0.3789 0.3517 0.1924 0.1416 MCKF (σ = 0.1) 0.8013 0.7518 0.4252 0.5064
FLMCS (σ = 0.5) 0.3702 0.3439 0.1813 0.1363 MCKF (σ = 0.5) 0.7553 0.6575 0.3539 0.3780
FLMCS (σ = 1) 0.5119 0.6776 0.2274 0.2019 MCKF (σ = 1) 0.8865 0.9426 0.5961 0.5553
FLMCS (σ = 3) 1.1458 1.2513 0.6318 0.6426 MCKF (σ = 3) 1.5346 1.6763 0.8867 0.8242
FLMCS (σ = 5) 1.3216 1.4224 0.7375 0.7732 MCKF (σ = 5) 1.6338 1.7174 1.0142 1.0438

FLMCS (σ = 10) 1.3610 1.4310 0.7424 0.7796 MCKF (σ = 10) 1.6913 1.7253 1.0216 1.0517

表 6 FLMCS平滑估计器所获得的性能改进结果
Table 6 Performance improvement obtained by the

proposed FLMCS

平滑器 IP/%

KS 58.05
FLMCS (σ = 0.1) 75.87
FLMCS (σ = 0.5) 76.08
FLMCS (σ = 1) 68.64
FLMCS (σ = 3) 62.43
FLMCS (σ = 5) 58.22
FLMCS (σ = 10) 58.12

KS
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图 5 FLMCS平滑估计器在不同σ值下的性能改进

Fig. 5 Performance improvement for the proposed FLMCS

with different kernel bandwidth σ
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附附附录录录

FLMCS平滑估计器增益矩阵Lk的推导过程.
证证证 为得到式(20),令Λk为

Λk =

(Rk + H̃kP̃kH̃
T
k Ck)

−1=

(Rk+[Hk 0 · · · 0]×
P

(0,0)
k · · · (P (0,N+1)

k )T

...
...

P
(0,N+1)
k · · ·P (N+1,N+1)

k



HT

k

0
...
0

Ck)
−1 =

(Rk +HkP
(0,0)
k HT

k Ck)
−1, (A1)

因此,对于增广系统(16),式(13)中第2项Lk能够重新表示为

Lk = F̃k(P̃k−P̃kH̃
T
k CkΛkH̃kP̃k)H̃

T
k CkR

−1
k . (A2)

式(A1)–(A2)中, F̃k, H̃k和P̃k分别表示增广系统的状态转移

矩阵、量测矩阵和估计误差协方差矩阵.
进一步令∆k为

∆k = P̃k − P̃kH̃
T
k CkΛkH̃kP̃k =

P
(0,0)
k · · ·(P (0,N+1)

k )T

...
...

P
(0,N+1)
k · · · P (N+1,N+1)

k

−




P
(0,0)
k · · · (P (0,N+1)

k )T

...
...

P
(0,N+1)
k · · · P (N+1,N+1)

k



HT

k

0
...
0

×

CkΛk

[
Hk 0 · · · 0

]
P

(0,0)
k · · · (P (0,N+1)

k )T

...
...

P
(0,N+1)
k · · · P (N+1,N+1)

k


 =

 W0,0 · · · W0,N+1

...
...

WN+1,0 · · ·WN+1,N+1

 , (A3)

其中:

W0,0 = P
(0,0)
k −P

(0,0)
k HT

k CkΛkHkP
(0,0)
k ,

W0,N+1 =(P
(0,N+1)
k )T − P

(0,0)
k HT

k CkΛkHk(P
(0,N+1)
k )T,

WN+1,0 = P
(0,N+1)
k −P

(0,N+1)
k HT

k CkΛkHkP
(0,0)
k ,

WN+1,N+1=

P
(N+1,N+1)
k −P

(0,N+1)
k HT

k CkΛkHk(P
(0,N+1)
k )T,

则式(A2)可以简化为

Lk = F̃k∆kH̃
T
k CkR

−1
k , (A4)

将对应的矩阵代入式(A4)展开,即可得到

Lk=
Fk(P

(0,0)
k −P

(0,0)
k HT

k CkΛkHkP
(0,0)
k )

(P
(0,0)
k −P

(0,0)
k HT

k CkΛkHkP
(0,0)
k )

...
(P

(0,N)
k −P

(0,N)
k HT

k CkΛkHkP
(0,0)
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HT
k CkR

−1
k . (A5)
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