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摘要:针对一类在系统的状态方程与可测输出中都包含有非线性无穷分布时滞的参数不确定系统,提出一种新
颖的鲁棒H∞滤波器的设计方法. 设计的鲁棒H∞滤波器可以保证对于带有时变且范数有界的参数不确定性的滤波
误差系统是渐近稳定的,并且满足所给定的H∞性能指标.鲁棒H∞滤波器可以通过线性矩阵不等式方法获得. 通过
一个数值的例子验证了该方法的有效性.
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Robust H-infinity filter design for a class of uncertain systems with
infinitely distributed time delay

MA Da-zhong, WANG Zhan-shan, FENG Jian, ZHANG Hua-guang
(College of Information Science and Engineering, Northeasten University, Shenyang Liaoning 110004, China)

Abstract: A robust H-infinity filter is proposed for a class of system with parameter uncertainties and nonlinear infinitely
distributed delay in both the state and measurement equations. The robust H-infinity filter guarantees the filter error system
with parameter uncertainties to be stable and to satisfy the prescribed H-infinity performance requirements. The robust
H-infinity filter can be solved by using the linear matrix inequality(LMI) technique. The effectiveness of proposed design
method is demonstrated by a numerical example.

Key words: infinitely distributed delay; robust H-infinity filter; linear matrix inequality(LMI); uncertain systems

1 引引引言言言(Introduction)
时滞在许多的实际系统中都普遍存在, 如通讯

系统、电力系统、化工系统及生物系统等. 由于时滞
的存在可以引起系统的不稳定以及使系统的性能指

标变坏,因此现在有大量的研究人员致力于时滞系
统的研究[1∼14]. 在现有的研究成果中, 大多数的结
果考虑了离散时滞和有限分布时滞[4,5],而很少考虑
到无穷分布时滞. 但是, 无穷分布时滞广泛存在于
实际的系统中, 如运动图像处理, 联想记忆,材料热
加工等系统[2,3]. 近年来, H∞滤波的问题已经受到

了人们广泛的关注[6∼14]. 一般地, H∞滤波问题可以

归结为设计一个滤波器使滤波误差系统渐近稳定并

且在存在干扰噪声的环境中满足一定的性能指标.
文献[6∼9]针对连续的和离散的线性时滞系统分别
对存在条件为时滞独立和时滞依赖的H∞滤波器的

设计进行了研究. 文献[10]对一类中立型系统进行
了H∞滤波器设计.文献[11,12]分别对带有混合时滞

的Markov跳跃系统和带有非线性时变时滞的系统
进行了H∞滤波器设计.文献[13,14]对带有时变分布
时滞和时不变分布时滞系统设计了H∞滤波器. 据我
们所知, 目前尚没有文献对带有无穷分布时滞的参
数不确定系统进行H∞滤波器设计.然而, 从客观事
实来看, 无穷分布时滞更能反映事物的本质[15]. 带
有无穷分布时滞的非线性系统包含了n个带有时滞

的非线性系统,所以离散时滞系统是连续无穷分布
时滞系统的特殊情形. 因此,研究带有无穷分布时滞
系统的滤波问题与研究带有其他时滞类型系统的滤

波器设计问题具有同样重要的意义,但是现有的针
对于有限分布时滞的处理方法并不适用于处理无穷

分布时滞的情况.

基于上述讨论, 本文的主要工作是针对一类带
有非线性无穷分布时滞的参数不确定系统的鲁

棒H∞滤波器设计问题进行研究,其中系统的参数不
确定性是时变且范数有界的. 通过使用线性矩阵不
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等式(LMI)技术,设计了一类新颖的鲁棒H∞滤波器.
鲁棒H∞滤波器可以使滤波误差系统渐近稳定,并使
系统的H∞性能指标小于预先设定的值.最后通过一
个数值例子证明了设计方法的有效性.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下一类带有非线性无穷分布时滞和离散

时滞的参数不确定系统:

ẋ(t) =

(A+∆A)x(t)+(Ad+∆Ad)x(t−τ)+(Ad1+

∆Ad1)
w t

−∞
K(t−s)f(x(s))ds+B1w(t), (1)

y(t) =

(C+∆C)x(t)+(Cd+∆Cd)x(t−τ)+(Cd1+

∆Cd1)
w t

−∞
K(t−s)f(x(s))ds+B2w(t), (2)

z(t) = Dx(t), (3)

x(t) = ϕ(t), ∀t ∈ (−∞, 0]. (4)

其中: x(t) ∈ Rn是系统的状态, y(t) ∈ Rr是

系统的测量输出, z(t) ∈ Rq是被估计的信号,
w(t) ∈ Rp是系统外部干扰输入, A, Ad, Ad1, C, Cd,
Cd1,B1,B2和D是适当维数的已知矩阵, ∆A, ∆Ad,
∆Ad1, ∆C, ∆Cd和∆Cd1表示系统的时变参数不确

定的未知矩阵且[
∆A ∆Ad ∆Ad1

∆C ∆Cd ∆Cd1

]
=

[
M1

M2

]
F (t)[N1 N2 N3 ].

(5)
其中: M1, M2, N1, N2和N3是维数适当的已知

矩阵, F (t)是未知的矩阵且满足‖F (t)‖ 6 1,
ϕ(t) 是定义在 (−∞, 0] 上的初始函数. K(s) =
diag{k1(s), k2(s), · · · , kn(s)}. 核函数kj(s)是一个
定义在[0,+∞)上的非负连续函数且满足对任意
的j都有 w ∞

0
kj(s)ds = 1, j = 1, 2, · · · , n. (6)

f(x(s))是x(s)的一个非线性函数且满足Lipschitz条
件:

‖f(x(s))‖ 6 L ‖x(s)‖ . (7)

注注注 1 对于带有分布时滞
w t

t−d
f(x(s))ds系统的H∞

滤波问题现在已被广泛的讨论[4,5,14,15]. 但是带有非线性

无穷分布时滞
w t

−∞K(t− s)f(x(s))ds系统的H∞滤波问题

并没有被讨论.其中的主要问题是针对于带有限分布时滞

系统的H∞滤波器的处理方法并不适用于带有无穷分布时

滞系统的情况,其难点在于如何处理系统中的无穷分布时

滞项.

下面,对于带有非线性无穷分布时滞的参数不确
定系统,设计如下的滤波器:

˙̂x(t) = Af x̂(t) + Bfy(t), (8)

ẑ(t) = Cf x̂(t) + Dfy(t). (9)

其中: x̂(t) ∈ Rn, ẑ(t) ∈ Rq, Af , Bf , Cf和Df为需要

设计的滤波器参数. 首先定义一个估计信号的误差
函数:

z̄(t) = z(t)− ẑ(t). (10)

令e(t) = (x(t)T x̂(t)T )T, 可以得到滤波器误差
系统如下所示:

ė(t) =Ā(t)e(t) + Ād(t)He(t− τ) + B̄w(t)+

Ād1(t)
w t

−∞
K(t− s)Hf(e(s))ds, (11)

z̄(t) =C̄(t)e(t) + C̄d(t)He(t− τ) + B̄1w(t)+

C̄d1(t)
w t

−∞
K(t− s)Hf(e(s))ds. (12)

其中:

Ā(t) = Ā + ∆Ā, Ād(t) = Ād + ∆Ād,

Ād1(t) = Ād1 + ∆Ād1, C̄(t) = C̄ + ∆C̄,

C̄d(t) = C̄d + ∆C̄d, C̄d1(t) = C̄d1 + ∆C̄d1,

C̄d = −DfCd, C̄d1 = −DfCd1,

∆C̄d = −Df∆Cd, ∆C̄d1 = −Df∆Cd1,

B̄1 = −DfB2, H = [I 0], Ā =

[
A 0

BfC Af

]
,

Ād =

[
Ad

BfCd

]
, Ād1 =

[
Ad1

BfCd1

]
,

C̄ = [D −DfC −Cf ], ∆Ā =

[
∆A 0

Bf∆C 0

]
,

∆Ād =

[
∆Ad

Bf∆Cd

]
, ∆Ād1 =

[
∆Ad1

Bf∆Cd1

]
,

∆C̄ = [−Df∆C 0], B̄ =

[
B1

BfB2

]
,

f(e(s)) = (f(x(s))T f(x̂(s)T))T.

针对带有非线性无穷分布时滞的一类参数

不确定系统的鲁棒H∞滤波器设计问题可以总结

为: 给定一个带有非线性无穷分布时滞的参数
不确定系统(1)∼(3)和H∞性能指标γ > 0, 设计形
如式(8)(9)的H∞滤波器, 保证滤波器误差系统(11),
(12)是渐近稳定的且在零初始条件下对于所有非零
的w(t) ∈ L2[0,∞)和满足给定条件的参数不确定性
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达到如下的性能指标:

‖z̄‖2 6 γ ‖w‖2 . (13)

在给出本文所要设计的H∞滤波器的设计方法
以前,先给出本文所要用到两个引理.

引引引理理理 1[14] 给定合适维数的矩阵A, M , N和F

使得下面的不等式成立:
1) 对于任意的ε > 0,存在向量x, y ∈ Rn,

2xTMFNy6ε1xTMMTx+εyTNTNy. (14)

2) 对于任意的ε> 0,满足Q− εDTD > 0,则

(A + MFN)TQ−1(A + MFN) 6
AT(Q− εDDT)A + ε−1NTN. (15)

引引引理理理 2[16](柯西不等式) 对于任意给定的函

数p(x)和q(x),有下面的不等式成立:

(
w t

−∞
p(x)q(x)ds)2 6

w t

−∞
p2(x)ds

w t

−∞
q2(x)ds.

(16)

3 滤滤滤波波波器器器的的的设设设计计计(The design of filter)
下面将对带有非线性无穷分布时滞的参数不确

定系统给出鲁棒H∞滤波器的设计方法,即本文的主
要结论.

定定定理理理 1 在零初始条件下, 对于任意的w(t) ∈
L2[0,∞)和满足条件的参数不确定性, 给定γ >
γmin和τ > 0, 如果存在常数ε1, ε2, 对称正定矩
阵P > 0, P1 > 0和对角矩阵Q = diag{qj} > 0满足
如下的矩阵不等式:


Θ PĀd PĀd1 PB̄ C̄T PM̄1 0 ε̃N̄T
1

∗ −P1 0 0 C̄T
d 0 0 ε̃NT

2

∗ ∗ −Q 0 C̄T
d1 0 0 ε̃NT

3

∗ ∗ ∗ −γ2I B̄T
1 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −I 0 DfM2 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε1I 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε2I 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε̃I




<0,

(17)
则滤波器误差系统(11)和(12)是渐近稳定的, 且
在w(t) 6= 0时满足性能指标‖z̄‖2 6 γ ‖w‖2. 其中:

Θ = HTLQLH + HTP1H + PĀ + ĀTP,

ε̃ = ε1 + ε2, M̄1 =
[

M1

BfM2

]
, N̄1 = [N1 0].

证证证 首先不考虑系统外部的干扰, 即w(t) = 0,
则误差系统中式(11)可以写成

ė(t) =Ā(t)e(t) + Ād(t)He(t− τ)+

Ād1(t)
w t

−∞
K(t− s)Hf(e(s))ds. (18)

定义如下的Lyapunov-Krasovskii函数:

V (t) = V1(t) + V2(t) + V3(t), (19)

其中:

V1(t) = e(t)TPe(t), (20)

V2(t) =
w t

t−τ
e(s)THTP1He(s)ds, (21)

V3(t) =
n∑

j=1

qj

w ∞
0

kj(σ)
w t

t−σ
f2

j (xj(r))drdσ. (22)

对V (t)沿着系统(18)求导数,

V̇ (t) = V̇1(t) + V̇2(t) + V̇3(t), (23)

其中:

V̇1(t) =2e(t)TP (Ā(t)e(t) + Ād(t)He(t− τ)+

Ād1(t)
w t

−∞
K(t− s)Hf(e(s))ds), (24)

V̇2(t) =e(t)THTP1He(t)−
e(t− τ)THTP1He(t− τ), (25)

V̇3(t) =
n∑

j=1

qj

w ∞
0

kj(σ)f2
j (xj(t))dσ−

n∑
j=1

qj

w ∞
0

kj(σ)f2
j (xj(t− σ))dσ. (26)

从引理1可知

2e(t)TP (∆Āe(t) + ∆Ādx(t− τ) +

∆Ād1

w t

−∞
K(t− s)Hf(e(s))ds) 6

ε−1
1 e(t)TPM̄1M̄

T
1 e(t)+ε1ρ(t)TN̄TN̄ρ(t). (27)

其中:

ρ(t)=[e(t)T, x(t−τ)T, ρ1(t)T ]TN̄ =[N̄1, N2, N3 ],

ρ1(t) = (
w t

−∞
K(t− s)Hf(e(s))ds).

由于‖f(x(s))‖ 6 L‖x(s)‖, 其中L = diag{lj},
j = 1, 2, · · · , n. 根据引理2可以得到

V̇3(t) =

fT(x(t))Qf(x(t))−
n∑

j=1

qj

w ∞
0

kj(σ)dσ
w ∞

0
kj(σ)f2

j (xj(t−σ))dσ6

e(t)THTLQLHe(t)−
n∑

j=1

qj(
w ∞

0
kj(σ)fj(xj(t− σ))dσ)2 =

e(t)THTLTQLHe(t)−ρ1(t)TQρ1(t). (28)

从上边的叙述并应用Schur补引理可以得到

V̇ (t) = V̇1(t) + V̇2(t) + V̇3(t) 6 ρ(t)TΞρ(t). (29)
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其中:

Ξ =




Θ PĀd PĀd1 PM̄1 ε1N̄
T
1

∗ −P1 0 0 ε1N
T
2

∗ ∗ −Q 0 ε1N
T
3

∗ ∗ ∗ −ε1I 0
∗ ∗ ∗ ∗ −ε1I




.

从式(17)可以知道Ξ < 0, 所以根据式(29)可以得
到V̇ (t) < 0,因此在w(t) = 0的时候,滤波器误差系
统是渐近稳定的. 定义滤波器误差系统的H∞性能指

标如下:

‖z̄‖2 6 γ ‖w‖2 . (30)

在零初始条件下, 对于任意非零的w(t) ∈
L2[0,∞), 滤波器误差系统的H∞性能指标可以写

成:
J =w ∞

0
[z̄T(t)z̄(t)− γ2wT(t)w(t) + V̇ (t)]dt−

V (∞) + V (0) 6w ∞
0

[z̄T(t)z̄(t)− γ2wTt)w(t) + V̇ (t)]dt. (31)

应用Schur补定理及适当的运算可得

J(t) 6
w ∞

0
ψT(t)Φψ(t)dt. (32)

其中: ψ(t) = [ρ(t)T w(t)T ]T, Φ为式(17)定义, 因
为Φ < 0, 因此对于任意的w(t) ∈ L2[0,∞), 都
有J(t) < 0. 因此对于有界的离散时滞τ > 0,
式‖z̄‖2 6 γ ‖w‖2成立. 证毕.
下面将给出一个基于LMI的可以直接求解鲁

棒H∞滤波器参数的定理.

定定定理理理 2 针对带有非线性无穷分布时滞的参数

不确定系统(1)∼(3), 给定一个标量γ > γmin和τ >

0, 如果存在常数ε1 > 0, ε2 > 0, 对称矩阵P11 >

0, S11 > 0, P1 > 0,对角矩阵Q = diag{qj} > 0和矩
阵Z1, Z2, Z3, Z4满足下面的线性矩阵不等式:



Γ11 Γ12 ZAd ZAd1 ZB1 Γ16 ZM1 0 εNT
1

∗ Γ22 Γ23 Γ24 Γ25 Γ26 Γ27 0 εNT
1

∗ ∗ −P1 0 0 C̄T
d 0 0 εNT

2

∗ ∗ ∗ −Q 0 C̄T
d1 0 0 εNT

3

∗ ∗ ∗ ∗ −γ2I B̄T
1 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I 0 Z4M2 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε1I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε2I 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −εI




<0,

(33)

P11 − S−1
11 > 0. (34)

其中:

P12S
T
12 = I − P11S11,

Γ11 = ZA + ATZ + P1 + LQL,

Γ12 =ZA+ATP11+CTZT
2 +ZT

1 +P1+LQL,

Γ16 = DT − CTZT
4 − ZT

3 ,

Γ22 =P11A+ATP11+Z2C+CTZT
2 +P1+LQL,

Γ23 = P11Ad + Z2Cd, Γ24 = P11Ad1 + Z2Cd1,

Γ25 = P11B1 + Z2B2, Γ26 = DT − CTZT
4 ,

Γ27 = P11M1 + Z2M2, ε = (ε1 + ε2).

则对带有非线性无穷分布时滞的系统(1)∼(3)的鲁
棒H∞滤波器(8)和(9)是可解的. 鲁棒H∞滤波器(8)
和(9)的设计参数如下所示: Af = P−1

12 Z1S11S
−T
12 ,

Bf = P−1
12 Z2, Cf = Z3S11S

−T
12 , Df = Z4.

证证证 篇幅所限,证明从略.

注注注 2 本文通过引入一个新的 Lyapunov-Krasovskii函

数,针对带有无穷分布时滞的参数不确定非线性系统,提出

了一种滤波器的设计方法,滤波器可以通过线性矩阵不等

式进行求解,易于计算.

4 仿仿仿真真真(Simulation)
为了验证所提出的方法的有效性,在这里给出一

个数值仿真例子来进行验证.

带有非线性无穷分布时滞的参数不确定系

统(1)∼(3)的参数如下所示:

A =

[
−2.2 0.5

0.2 −1.8

]
, Ad =

[
−1 0.6

0.5 −0.5

]
,

L =

[
1 0
0 1

]
, Ad1 =

[
0 −0.3
0.2 −0.5

]
,

B1 =

[
0.3
0

]
, C =

[
−2 0

1 −0.6

]
,

Cd =

[
0.4 −1

−0.3 −0.2

]
, Cd1 =

[
2 0.7
1 0.3

]
,

B2 =

[
1
0.3

]
, D =

[
1 0
0 2

]
, M1 =

[
0.1
0.3

]
,

M2 =

[
0.3
0.2

]
, N1 = [−0.1 0.1],

N2 = [0.1 0.5], N3 = [0.3 −0.1],

取γ = 0.6. 通过MATLAB的LMI工具箱解式(33)
(34),可以得到如下形式的滤波器:
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˙̂x(t) =[
−3.79 −0.31

1.44 −1.97

]
x̂(t) +

[
0.07−0.73

−0.41 0.17

]
y(t),

ẑ(t) =[
−0.10 −0.24
−0.47 −1.32

]
x̂(t)+

[
−0.24 0.55

0.07−0.38

]
y(t).

给定系统的初始状态为x0 = [0.8 −0.5]T, 系统的
外部扰动w(t)为能量为0.001的白噪声. 在系统的
参数不确定性中F (t) = sin t. 系统的状态响应如
图1所示. 滤波器误差系统的误差z(t)如图2所示. 从
仿真的结果可以看到所设计的鲁棒H∞滤波器满足

所提出的要求.

图 1 系统的状态x1(t)和x2(t)

Fig. 1 The state x1(t) and x2(t) of system

图 2 滤波器误差z(t)

Fig. 2 The error z(t) of filter

5 结结结论论论(Conclusion)
本文主要针对一类带有非线性无穷分布时滞的

参数不确定系统进行了鲁棒H∞滤波器的设计.采用
基于LMI的方法所设计的鲁棒H∞滤波器可以保证

滤波误差系统对于给定的参数不确定性是渐近稳定

的, 并且满足预先设定的H∞性能指标.仿真例子已
经证明了该方法是有效的.
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