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摘要:本文针对单输入–单输出仿射非线性系统提出了一种基于模糊树模型的具有监督控制器的模糊滑模控制
方法. 该方法用模糊树模型逼近非线性系统中的未知非线性函数,得到初始的控制器,然后在线调节模糊树模型中
的线性参数,改善控制器的性能,实现对有界参考输入信号的跟踪控制.模糊树辨识方法自适应划分输入空间,大大
减少模糊规则的数目,在一定程度上可以缓解困扰模糊控制中的”规则爆炸”问题.该方法通过监督控制器保证闭环
系统所有信号有界. 通过理论分析,证明了跟踪误差收敛到零. 用倒立摆进行仿真验证,结果表明该方法用较少的
模糊规则,就能得到满意的控制效果,有推广应用价值.
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Adaptive fuzzy sliding-mode control method based on fuzzy tree model
ZHANG Wei, MAO Jian-qin

(School of Automation Science and Electrical Engineering, Beijing University of Aeronautics and Astronautics, Beijing 100191, China)

Abstract: Based on fuzzy tree model, an adaptive fuzzy sliding-mode control strategy with supervisory controller is
proposed for a class of nonlinear systems. In this strategy, the unknown nonlinear functions are approximated by the fuzzy
tree model to obtain the prototype controller; the linear parameters in the fuzzy tree model are adjusted online to improve
the performance of the controller in realizing the tracking control to a bounded set point input. Because of the adaptive
partition of the input space, the fuzzy tree identification methods greatly reduce the number of fuzzy rules. This avoids, in
some extent, the problem of ”rule explosion” which often occurs in the fuzzy control for high dimension nonlinear systems.
With the help of a supervisory controller, the resulting closed-loop-system is globally stable in the sense that all signals
involved (states, controls, parameters, etc.) are uniformly bounded. By Lyapunov method, the tracking error is proved to
be asymptotically converging to zero. The numerical simulation of controlling an inverted pendulum verifies the efficiency
and advantage of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
模糊滑模控制是一种将模糊系统和传统控制相

结合的控制方式. 模糊滑模控制柔化了控制信号,
可减轻或避免滑模控制的抖振现象. 文献[1,2]利用
自适应模糊控制方法, 利用Mamdani模糊系统逼近
未知函数且通过将滑模控制器中的切换项进行模

糊逼近, 将切换项连续化, 从而有效降低抖振. 文
献[3∼6]利用Mamdani模糊系统逼近未知非线性函
数, 其中文献[3,4]考虑先通过设计状态观测器估计
非线性系统中未知的状态, 然后结合模糊系统和模
糊变结构控制设计控制器, 并给出稳定性分析. 文
献[7]指出T-S模糊逻辑系统比Mamdani模糊逻辑系
统具有更好的性能[8],提出一类基于T-S模糊逻辑系

统的自适应滑模控制器. 但是不论是采用Mamdani
模糊系统还是T-S模糊系统逼近非线性系统中的未
知函数,这些方法均是采用网格法划分输入空间,随
着输入维数的增加,模糊规则数目呈指数增长,因此
对于高维情况,会产生“规则爆炸”问题.

毛剑琴等提出的基于树结构的T-S模糊模型辨识
方法,简称模糊树辨识方法,其主要思想是基于二叉
树结构自适应划分输入空间, 得到不规则的模糊子
空间, 在与叶节点对应的子空间上建立分段线性函
数作为模糊规则的后件[9,10]. 模糊规则的数目等于
叶节点的个数,对输入维数不敏感.

本文基于模糊树辨识方法和滑模控制,针对单输
入–单输出的仿射非线性系统,提出一种模糊自适应
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控制方法, 该方法用模糊树模型逼近系统中的未知
非线性函数,得到初始的控制器,然后在线调节模糊
树模型中的线性参数,改善控制器的性能,最终实现
对参考信号的跟踪控制.该方法可以在保证精度的
前提下大大减少控制器中模糊规则的数目, 并特别
适用于输入维数高的系统.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
考虑具有如下标准形的单输入单输出仿射非线

性系统: {
x(n) = f(x) + g(x)u,

y = x.
(1)

其中: x = [x, ẋ, · · · , x(n−1)]T∈Rn是系统的状态,
f(x)和g(x)是未知的连续函数, u ∈ R为系统的输
入, y ∈ R为系统的输出.这里假设在可控区域Uc内

有g(x)> 0, 并且在可控区域内, 状态都是可测的.
对于式(1)描述的系统, 希望得到一个状态反馈控
制u(x;θ)和相应的调参律, 使得系统的输出y(t)可
以渐近收敛到给定的有界参考信号ym(t),而且满足:

1) 闭环系统的内部状态一致有界, 即∃T > 0,

当t>T时,有||x(t)||2 6Mx<∞;
2) 跟踪误差e = ym − y尽可能小.
定义误差向量e = [e, ė, · · · , e(n−1)]和滤波误差

s(x, t) = (
d
dt

+ λ)n−1e =
n−1∑
i=1

kiei + en. (2)

其中: ki = Ci−1
n−1λ

n−i, i = 1, 2, · · · , n− 1, λ > 0为
设计参数.

引引引理理理 1 若s由式(2)确定,则[11]

1) 当s = 0时, lim
t→∞

e(t) = 0;

2) 当|s| 6 C, e(0) ∈ ωc时, e(t) ∈ ωc, ∀t > 0;
3) 当|s| 6 C, e(0) 6∈ ωc时, ∃T = (n − 1)/λ,

使得对∀t > T有e(t) ∈ ωc, 其中ωc = {e(t)||ei| 6
2i−1λi−nC, i = 1, 2, · · · , n}.
为设计稳定的自适应模糊滑模控制器, 对系

统(1)作如下假设:

假假假设设设 1 1)已知函数fmax(x), gmax(x)和gmin(x),
满足|f(x)| 6 fmax < ∞, 0 < gmin < g(x) <

gmax < ∞, x ∈ Uc;
2) ym ∈ ωm = {ym|||ym||2 6 My}, 其中:

ym = [ym, ẏm, · · · , y(n−1)
m ]T, My > 0为已知常数.

3 模模模糊糊糊树树树模模模型型型(Fuzzy tree model)
模糊树辨识方法[9,10]通过自适应划分输入空间

来获得模糊规则,即在线性逼近误差和输出数据密
度大的地方划分精细, 而在线性逼近误差和输出数
据密度小的地方划分粗糙. 输入空间的划分情况可
以与一棵二叉树T来对应.在每一个叶节点t对应的

子空间上,用n维超平面yt(x) = (ct)Tx̂逼近非线性

函数,其中x̂ = [1,xT]T ∈ Rn+1.如果逼近误差满足

要求, 则停止对该子空间的划分. 对子空间划分的
判别函数取为超平面gt(x) = (ct)Tx̂ − θt = 0, 其
中θt为该子空间上输出数据的重心. 模糊树辨识方
法根据gt(x) 6 0和gt(x) > 0,可以将该子空间划分
为两个更精细的子空间,并在gt(x) ≈ 0的区域定义
模糊带,最终完成对输入空间的模糊划分. 按照这种
方式, 判别函数将自动向输出数据密度大的地方移
动,划分出大小不同、形状不规则的模糊子空间.
模糊空间划分完毕,即可得到如下一组规则:

Rl :如果x是Ntl
,那么ytl

= (ctl
)Tx̂. (3)

tl ∈ T̃为叶节点集合,其中ctl
= [ctl

0 , ctl

1 , · · · , ctl
n ]T为

线性参数, Ntl
是模糊子空间χtl

上定义的模糊集

合, 对应的隶属度函数记为Ntl
(x). 若将Ntl

(x)的
归 一 化 隶 属 度 函 数 记 为µtl

(x), 即µtl
(x) =

Ntl
(x)/

∑
tl

Ntl
(x), 则得到模糊树模型的输出表达

式

ŷ(x) =
∑

tl∈T̃

µtl
(x)cT

tl
x̂. (4)

二叉树每个节点上的隶属度函数按如下方式定义:
1) 对于根节点,

Nr(T )(x) ≡ 1. (5)

2) 对于非根节点t,

Nt(x) = Np(t)(x)N̄t(x). (6)

其中p(t)表示节点t的父节点,

N̄t(x) =
1

1 + exp[−αt(cT
p(t)x̂− θp(t))]

表示节点t上的辅助隶属度函数,

θp(t) =

M∑
i=1

Np(t)(xi)(cT
p(t)x̂

i)

M∑
i=1

Np(t)(xi)

表示父节点上的数据中心, |αt|表示模糊带的宽度,
在计算时, 事先确定一个正数α, 对于左节点αt =
−α, 对于右节点αt = α; xi为输入数据样本, i =
1, 2, · · · ,M.

假设共有L个叶节点,即有T̃ = {t1, t2, · · · , tL}.
记cT̃ = [cT

t1
, cT

t2
, · · · , cT

tL
]T,模糊规则(3)中的线性参

数cT̃使用递推最小二乘法求解:




ci+1

T̃
=ci

T̃
+Si+1X̃

i+1(yi+1−(X̃ i+1)Tci
T̃
),

Si+1 = Si − SiX̃
i+1(X̃ i+1)TSi

1 + (X̃ i+1)TSiX̃ i+1
,

(7)
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i = 1, · · · ,M − 1,其中c0
T̃

= 0, S0 = λ̃I, λ̃为一个

足够大的正数, I是单位矩阵,

X̃ i =[
Nt1(xi)∑

tl∈T̃

Ntl
(xi)

(x̂i)T, · · · ,
NtL

(xi)∑
tl∈T̃

Ntl
(xi)

(x̂i)T]T.

下面给出模糊树模型的建模步骤.

模糊树辨识算法[9,10]:

1) 给定输入输出数据样本(xi, yi), i = 1,

2, · · · ,M, xi ∈ Rn, yi ∈ R, 期望误差σe和最大

叶节点数L;

2) 确定模糊带的宽度α > 0. 初始化根节点,令
N1(x) ≡ 1, 树的深度d = 0. 根据式(7)求解根节点
上的线性参数c1;

3) 依次处理当前深度d上的每一个节点: 划分该
节点,根据式(5)(6)计算划分后新产生的左右子节点
上的隶属度函数,根据式(7)计算划分后所有叶节点
上的线性参数. 根据式(4)计算所有输入样本对应的
划分后的模型输出ŷi, i = 1, 2, · · · ,M . 根据式(8)计
算均方根误差σ:

σ =

√√√√√
M∑
i=1

(ŷi − yi)2

M
. (8)

如果划分后模型输出的均方根误差小于划分前模型

输出的均方根误差,那么保存此次划分,否则此次划
分无效,处理当前层的下一个节点.

4) 当前层处理完毕后, 如果σ < σe或者叶节点

数超过了L,则算法结束;否则,令d = d + 1,返回到
第3)步,继续算法.

模糊树辨识方法建模精度高,计算量小,对输入
维数不敏感, 适合处理高维问题, 是一种高效的T-
S模糊模型建模方法. 模糊树模型作为一种特殊
的T-S模糊模型,能够任意逼近定义在闭集上的任意
连续函数[12,13].

4 控控控制制制器器器设设设计计计(Controller design)
假设有L个叶节点,模糊树模型的输入输出表达

式可以重新整理成

ŷ(x) =
∑

tl∈T̃

µtl
(x)cT

tl
x̂ =

L∑
l=1

µtl
(x)

n∑
i=0

ctl

i xi =

L∑
l=1

n∑
i=0

µtl
(x)xic

tl

i =
L∑

l=1

n∑
i=0

µ̂li(x)ctl

i =

(n+1)L∑
k=1

θkξk(x) = θTξ(x). (9)

其中: x0 ≡ 1, θk = ctl

i , ξk(x) = µ̂li(x) =
µtl

(x)xi. 下标k, l, i满足k = n(l − 1) + l + i, i =
0, 1, · · · , n, l = 1, 2, · · · , L.

本文用模糊树模型f̂(x) = θT
f ξf(x)和ĝ(x) =

θT
g ξg(x)逼近系统中的未知非线性函数f(x)和g(x).
借鉴文献[14]的设计思想,本文采用形式上类似的控
制和调参规律.

采用如下控制:
u = uc + us. (10)

其中: us为监督控制器,且

uc =
1

ĝ(x)
[−f̂(x) + y(n)

m +

n−1∑
i=1

kie
(i) + ksgn(s)], (11)

us = I∗sgn(s)
1

gmin(x)
[|f̂(x)|+ fmax(x) +

|ĝ(x)uc|+ |gmax(x)uc|]. (12)

其中: k > 0, 当V1 =
1
2
s2 > V̄时, I∗ = 1;

当V1 6 V̄时, I∗ = 0(V̄限制了系统内部状态的
界,可根据设计要求确定).

为了降低抖振,采用连续函数Sδ代替sgn s:

Sδ =
s

|s|+ δ
. (13)

其中: δ = δ0 + δ1||e||, δ0 > 0, δ1 > 0.

参数的自适应调节律取为

θ̇f =





−γ1sξf(x),
||θf ||2 < Mf或

||θf ||2 = Mf ,

sθT
f ξf(x) > 0;

P (−γ1sξf(x)),
||θf ||2 = Mf ,

sθT
f ξf(x) < 0,

(14)

θ̇g =





−γ2sξg(x)uc,

||θg||2 < Mg或

||θg||2 = Mg,

sθT
g ξg(x)uc > 0;

P (−γ2sξg(x)uc),
||θg||2 = Mg,

sθT
g ξg(x)uc < 0.

(15)

其中: γ1 > 0, γ2 > 0为学习率, Mf和Mg是参数寻优

空间的界,通常设其为足够大.

P (−γ1sξf(x)) =

−γ1sξf(x) + γ1s
θfθ

T
f ξf(x)
||θf ||22

,

P (−γ2sξg(x)uc) =

−γ2sξg(x)uc + γ2s
θgθ

T
g ξg(x)
||θg||22

uc.

具体的控制器设计步骤如下:

1) 根据设计的要求,确定参数λ,C, Mf ,Mg和V̄ ;

2) 获取一定数量的样本数据, 使用模糊树辨识
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算法离线建立f(x)和g(x)的模糊模型,构造初始的
控制器,如式(10)∼(13);

3) 确定参数的寻优空间和学习因子. 可根据
具体情况令Mf > ||θf(0)||2, Mg > ||θg(0)||2, 根据
式(14)和(15)进行在线调参.

定定定理理理 1 采用如上步骤设计控制器, 则总体设
计方案有如下性能:

1) 对∀t 6 0, ||θf(t)||2 6 Mf , ||θg(t)||2 6 Mg.

2) ∃t > T,当t > T时,有

||x(t)||2 6 My +
n∑

i=1

2iλi−n
√

V̄ .

3) 对t > 0, 存在常数a, b和函数ω(t), 其中ω(t)
为最小近似误差,有w t

0
|s|dτ 6 a + b

w t

0
|ω(t)|dτ. (16)

4) 若ĝ(x) > ε>0,且ω ∈ L1,即
w ∞

0
|ω(τ)|dτ <

∞,则 lim
t→+∞

e(t) = 0.

证证证 定理的证明过程借鉴了文献[14]中的方法.

1) 记Vf =
1
2
θT

f θf ,首先有||θf(0)||2 6 Mf .

根据设计的自适应律(14), 当||θf(t)||2 = Mf时,
若sθT

f ξf(x) > 0, 则V̇f = θT
f θ̇f = −γ1sθ

T
f ξf(x) 6

0; 若sθT
f ξf(x) < 0, 则V̇f = θT

f P (−γ1sξf(x)) = 0.
即总有V̇f 6 0.故∀t 6 0,有||θf(t)||2 6 Mf . 同理可
证∀t 6 0,有||θg(t)||2 6 Mg.

2) 记V1 =
1
2
s2,则

V̇1 = sṡ =

s(k1ė + k2ë + · · ·+ kn−1e
(n−1)+e(n)) =

s[f̂(x) + ĝ(x)uc − ksgn(s)−
(f(x) + g(x)u)] =

−k|s|+ s[(f̂(x)− f(x)) + (ĝ(x)

−g(x))uc − g(x)us].

对∀t > 0,当V1 > V̄时,

V̇1 6
−k|s|+ |s|[|f̂(x)|+ |f(x)|+ |ĝ(x)uc|+
|g(x)uc|]− |s| g(x)

gmin(x)
[|f̂(x)|+ |fmax(x)|+

|ĝ(x)uc|+ |gmax(x)uc|] 6 −k|s| 6 0.

由于V1是时间t的连续函数,故在采样时间间隔充分
小的条件下, 有V1 6 2V̄ . 当I∗ = 0时, V1 6 V̄ <

2V̄ .因此|s| 6 2V̄ , ∀t > 0.根据引理1可知

C = 2
√

V̄ , |ei| 6 2iλi−n
√

V̄ , i = 1, 2 · · · , n.

根据假设1及e = ym − y = ym − x,得

||x(t)||2 6 My +
n∑

i=1

2iλi−n
√

V̄ , ∀t > 0.

3) 定义最优参数向量

θ∗f = argminθf∈ωf
[sup|f̂(x|θf)− f(x)|],

θ∗g = argminθg∈ωg
[sup |ĝ(x|θg)− g(x)|].

其中: ωf和ωg分别是θf和θg的参数寻优空间,

ωf = {θf |||θf ||2 6 Mf},
ωg = {θg|||θg||2 6 Mg}.

定义最小近似误差:

ω = (f̂(x|θ∗f )− f(x)) +

(ĝ(x|θ∗g)− g(x))uc, (17)

因此

ṡ = [f̂(x)− f(x)] + [ĝ(x)− g(x)]uc −
g(x)us − ksgn(s). (18)

将式(17)代入式(18)得

ṡ = φT
f ξf(x) + φT

g ξg(x)uc − g(x)us −
ksgn(s) + ω. (19)

其中:

φf = θf − θ∗f , φg = θg − θ∗g .

考虑可能候选的李雅普诺夫函数

V =
1
2
(s2 +

1
γ1

φT
f φf +

1
γ2

φT
g φg).

沿式(19)的时间导数为

V̇ = sṡ +
1
γ1

φT
f φ̇f +

1
γ2

φT
g φ̇g =

−k|s|+ 1
γ1

φT
f [θ̇f + γ1sξf(x)] +

1
γ2

φT
g [θ̇g +

γ2sξg(x)uc]− g(x)sus + sω.

其中: θ̇f = φ̇f , θ̇g = φ̇g.

由us的定义可得g(x)sus > 0,所以

V̇ 6 −k|s|+ sω 6 −k|s|+ |s||ω| 6
−k|s|+ 2

√
V̄ |ω|. (20)

式(20)两边从0到t积分,有

V (t)− V (0) 6 −k
w t

0
|s|dτ + 2

√
V̄
w t

0
|ω|dτ ,

则有k
w t

0
|s|dτ 6 V (t) + k

w t

0
|s|dτ.又因为

V (t) + k
w t

0
|s|dτ 6 V (0)+2

√
V̄
w t

0
|ω|dτ .
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因此有
w t

0
|s|dτ 6 V (0)

k
+

2
√

V̄

k

w t

0
|ω|dτ

4=

a + b
w t

0
|ω|dτ.

4) 若ω∈L1,由式(16)可得s∈L1. 类似文献[14],
可得f̂(x)和ĝ(x)是有界的, 因此uc和us是有界的.
因此证明了式(18)右边的所有变量均有界, 故可
得ṡ ∈ L∞. 由Barbalat引理, 有 lim

t→∞
s = 0. 再根据

引理1可得 lim
t→∞

e(t) = 0.

5 仿仿仿真真真结结结果果果(Simulation example)
本节考虑倒立摆系统的跟踪控制问题.倒立摆系

统的动力学方程为



ẋ1 = x2,

ẋ2 =
g sinx1 − mlx2

2 cos x1 sinx1

mc + m

l(
4
3
− m cos2 x1

mc + m
)

+

cos x1

mc + m

l(
4
3
− m cos2 x1

mc + m
)
u.

其中: 状态x1表示摆与垂直线的偏角θ, x2表示角速

度θ̇. mc是小车的质量, m是摆的质量, g = 9.8 m/s2

是重力加速度, 2l是摆的长度, u是作用在小车上的

力即控制量.

下面采用本文提出的方法对倒立摆系统进行跟

踪控制,与两种方法进行比较: 一种是文献[6],采用
网格法划分输入空间, 没有监督控制器且控制律的
设计没有采用投影算法; 另一种方法是采用网格法
划分输入空间, 带有监督控制器且控制律的设计采
用了投影算法. 这两种方法均构造了具有25条模糊
规则的Mamdani模糊模型去逼近未知函数. 取与文
献[6]相同的参数,即

mc = 1 kg, m = 0.1 kg, l = 0.5 m,

跟踪正弦信号ym(t) = 0.1sin(πt).取

k1 = λ = 5, γ1 = 5, γ2 = 1,

δ0 = 0.03, δ1 = 5, δ = δ0 + δ1||e||.

图1和图2分别给出了用10条模糊规则的模糊
树模型去逼近未知函数, 初始状态分别为x(0) =
[π/60, 0]T和x(0) = [−π/60, 0]T时的仿真结果, 同
时给出了实际输出y(t)与期望输出ym(t)的曲线图,
控制量u(t)的曲线图和跟踪误差e(t) 的曲线. 由
图1和图2可知, 系统经过约1 s达到稳定状态, 且跟

踪误差是令人满意的.

图 1 x(0) = [π/60, 0]T 时的仿真结果(本文方法)
Fig. 1 Simulation results for the proposed method with

the initial condition x(0) = [π/60, 0]T

图 2 x(0) = [−π/60, 0]T时的仿真结果(本文方法)
Fig. 2 Simulation results for the proposed method with

the initial condition x(0) = [−π/60, 0]T

不同初始条件下, 仿真结果的跟踪精度见表1,
其中给出的是仿真最后10 s的均方根误差, 是进行
了10次仿真得到的最好结果.根据表1, 本文提出的
基于模糊树模型的自适应模糊滑模控制器, 体现出
较好的跟踪性能.
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表 1 跟踪精度比较

Table 1 Comparison of RMSE

方法 x(0) = [π/60, 0]T x(0) = [−π/60, 0]T

本文方法 6.72× 10−4 6.64× 10−4

比较方法 1 1.60× 10−3 2.20× 10−3

比较方法 2 9.96× 10−4 1.30× 10−3

注注注 1 本文方法: 10条规则的模糊树模型逼近未知函
数.

比较方法 1: 25条规则的Mamdani模型逼近未知函数,
没有监督控制器且控制律的设计没有采用投影算法.

比较方法 2: 25条规则的Mamdani模型逼近未知函数,

带有监督控制器且控制律的设计采用了投影算法.

6 结结结论论论(Conclusion)
本文基于模糊树模型, 结合滑模控制方法, 针

对单输入–单输出的非线性系统,提出了一种自适
应模糊控制器的设计方法. 主要思想是离线建立
模糊树模型, 逼近系统中的未知非线性函数, 得
到初始的控制器, 然后在线调节模糊树模型中的
线性参数,改善控制器的性能,最终实现对参考信
号的跟踪控制. 由于模糊树模型是一种高效的T-
S模糊模型辨识方法, 可以有效减少模型中模糊
规则的数目,因此,与采用网格法划分输入空间建
立Mamdani型模糊模型构造自适应模糊控制器的
方法相比, 可以用较少的模糊规则达到更好的控
制效果, 在一定程度上可以缓解困扰模糊控制应
用的“规则爆炸”的问题. 仿真结果表明本文提
出的控制算法具有良好的跟踪性能, 而且不产生
通常滑模控制所具有的颤动.
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