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摘要:针对具有未知动态线性系统的二人零和博弈问题,本文提出了一种新的基于单环迭代方法的在线学习方
案.为保证单环迭代方法的收敛性,给出了一种新的分析方法. 在系统内部矩阵A,控制输入矩阵B以及干扰输入矩

阵D均未知的情况下,通过在线迭代策略,同步得到了博弈代数黎卡提方程的近似解,以及控制和干扰策略.仿真结
果表明了所提方法的有效性.
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Online solution of two-player zero-sum games for
linear systems with unknown dynamics

FU Yue†, CHAI Tian-you
(State Key Laboratory of Synthetical Automation for Process Industries, Northeastern University,

Shenyang Liaoning 110819, China)

Abstract: For two-player zero-sum games of continuous-time linear systems with unknown dynamics, we present an
online adaptive learning algorithm based on the policy iteration (PI) scheme with only one loop. A new analytical method
to prove the convergence of the PI scheme is presented. An approximate solution to the generalized game algebraic Riccati
equation without using a priori knowledge of the system matrices is developed. Simulation results illustrate the effectiveness
of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
二人零和博弈问题是指参与博弈的双方的利益之

和为零或一个常数,即一方有所得,另一方必有所失.
实际上,二人零和博弈问题可以看作最小最大优化问
题,其中控制输入为使某一指定指标最小的参与者,
干扰输入为使某一指标最大的参与者.

对于连续时间非线性系统,二人零和博弈问题的
求解依赖于解Hamilton-Jacobi-Isaacs(HJI)方程. 通常,
即使系统动态完全已知, HJI方程也是很难求解的. 将
文献[1]中的Kleinman’s算法推广到连续时间非线性
二人零和博弈问题,可通过离线迭代求解HJI方程. 例
如,文献[2]提出了一种在内环对控制进行迭代,在外
环对干扰进行迭代的双环迭代求解方法,文献[3–5]
提出了另外一种双环迭代方法,即在内环对干扰进行
迭代,在外环对控制迭代.尽管这些迭代方法能够得
到HJI方程的近似解,但很难在每一迭代过程获得值

函数的解. 为克服这一局限,通过采用沿着系统轨迹
的数据,文献[6]针对非线性连续时间二人零和博弈问
题,提出了一种基于迭代和神经网络的在线求解方法.
上述方法都要求系统的动态完全已知.

对于连续时间线性系统,二人零和博弈问题的求
解依赖于解博弈代数黎卡提方程(GARE).文献[7]针
对连续时间线性系统,基于在内环对控制进行迭代的
双环迭代方法,在系统内部矩阵A未知的情况下,提
出了一种在线求解GARE的方案.文献[8–9]提出了
一种单环迭代方法,并基于该方法,对上述方案进行
了改善. 文献 [8–9]采用“Frechet derivative”,“Ga-
teaux derivative”,“Kantorovtich’s Theorem”等理论
对单环迭代方法进行了收敛性分析.鉴于这些概念比
较复杂,本文提出了一种新的相对直观、简单、容易理
解的收敛性分析方法. 在系统内部矩阵A,控制输入
矩阵B和干扰输入矩阵D均未知的情况下,基于单环
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迭代策略,针对连续时间线性系统二人零和博弈问题,
提出了一种在线求解方案,同步得到了GARE的近似
解,以及控制和干扰策略.

2 问问问题题题描描描述述述和和和预预预备备备知知知识识识(Problem descriptions
and preliminaries)

2.1 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下连续时间线性系统:

ẋ = Ax + Bu + Dd, (1)

其中: x ∈ Rn是系统的状态,对于反馈控制器的设计
是完全可测的; u ∈ Rm是控制输入; d ∈ Rq为干扰输

入; A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m和D ∈ Rn×q分别为未知

的系统内部矩阵、控制输入矩阵和干扰输入矩阵. 此
外,假设系统是可镇定的. 定义如下性能指标:

J(x(0), u, d)=
w ∞

0
(xTQx+uTRu−γ2‖d‖2)dτ ≡

w ∞
0

r(x, u, d)dτ, (2)

其中: Q = QT > 0, R = RT > 0, γ > γ∗ > 0. 对于
给定的反馈控制输入u(x)和干扰输入d(x),定义如下
值函数:

V (x(t))=
w ∞

t
(xTQx+uTRu−γ2‖d‖2)dτ ≡

w ∞
t

r(x, u, d)dτ (3)

可以证明,值函数(3)可以进一步表示为如下关于
状态的二次型形式:

V (x) = xTSx, (4)

其中S > 0为非负定矩阵. 若值函数是有限的,式(3)
与下面的类李雅普诺夫贝尔曼方程微分等价:

0 = r(x, u, d) + (∇V )Tẋ, V (0) = 0, (5)

其中∇V =
∂V

∂x
∈ Rn为值函数的梯度.此时,哈密顿

方程为

H(x,∇V, u, d)=r(x, u, d)+(∇V )Tẋ, V (0)=0.

(6)

选择状态反馈控制输入u = −Kx,干扰输入d =
Lx,并将它们代入贝尔曼方程(5)中,得到

S(A−BK + DL) + (A−BK + DL)TS+

Q + KTRK − γ2LTL = 0. (7)

式(7)为针对反馈增益K和L的关于S的李雅普诺夫方

程.

下面,针对动态约束(1),定义如下二人零和博弈:

V ∗(x(0)) = min
u

max
d

J(x(0), u, d) =

min
u

max
d

w ∞
0

(xTQx + uTRu− γ2‖d‖2)dτ. (8)

实际上,二人零和博弈问题就是选择使性能指标

最小的参与者u = −Kx和最大的参与者d = Lx. 文
献[10]指出,如果满足下面的纳什条件,则二人零和博
弈问题有唯一的解:

min
u

max
d

J(x(0), u, d)=max
d

min
u

J(x(0), u, d).
(9)

纳什条件的一个必要条件是Isaacs条件,即对所有的
参与者或策略u, d,下式成立:

min
u

max
d

H(x,∇V, u, d) =

max
d

min
u

H(x,∇V, u, d), (10)

因此,在平衡点附近,有
∂H

∂u
= 0,

∂H

∂d
= 0. (11)

由式(6)和式(11),得到如下控制和干扰策略:

u(x) = −R−1BTSx = −Kx, (12)

d(x) =
1
γ2

DTSx = Lx. (13)

将式(12)和式(13)代入式(7),得到GARE:

ATS + SA + Q− SBR−1BTS +
1
γ2

SDDTS = 0. (14)

为解决二人零和博弈问题,本文需要解GARE,从而得
到S的最优值.如果(A,B)是可镇定的, (A,

√
Q)是

可观测的,并且γ > γ∗ > 0,则一定存在非负定矩阵
S > 0满足式(14).

2.2 单单单 环环环 迭迭迭 代代代 算算算 法法法(PI algorithm with only one
loop)
由于关于S,式(14)是非线性的,因此直接根据式

(14)求解S通常比较困难,尤其是针对维数较大的矩
阵. 为了得到S的近似解,文献[2–5]提出了双环迭代
算法,文献[8]提出了单环迭代算法. 本文采用如下单
环迭代算法:

算算算法法法 1 1) 初始化: 选择初始反馈增益矩阵K0

∈ Rm×n, L0 ∈ Rp×n使得A−BK0 + DL0稳定.

2) 求解Sk: 解下面的李雅普诺夫方程:

Sk(A−BKk+DLk)+(A−BKk+DLk)TSk+

Q + KT
k RKk − γ2LT

k Lk = 0, (15)

其中Kk, Lk(k = 1, 2, · · · )根据下式递推得到:

Lk =
1
γ2

DTSk−1, (16)

Kk = R−1BTSk−1. (17)

3) 令k = k + 1. 如果‖Sk − Sk−1‖ 6 ε(ε > 0为
事先指定的小的正实数),停止迭代,并输出Sk;否则
返回到2),继续迭代.

定定定理理理 1 如果选择的正定矩阵R和常数γ满足γ2
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> ‖R‖ · ‖D‖2/‖B‖2,并且A−BKi + DLi稳定, Si

根据式(15)求解, Ki+1和Li+1根据式(16)–(17)计算,
则A−BKi+1 + DLi+1也稳定,并且对任意的i = 0,

1, · · · ,
0 6 Si+1 6 Si. (18)

此外,如果式(14)的解S∗存在,则{Si+1}∞i=0, {Ki}∞i=0

和{Li}∞i=0收敛到S∗, K∗和L∗,其中:

K∗ = R−1BTS∗, L∗ = γ−2DTS∗.

证证证 定理1的证明在附录A中.

注注注 1 实际上,文献[8–9]已经对上述单环迭代算法的

收敛性进行了分析.然而,由于文献[8–9]采用的“Frechet

derivative”, “Gateaux derivative”, “Kantorovtich’s The-

orem”等理论比较复杂,本文提出了一种新的相对直观、简

单、容易理解的收敛性分析方法.

3 具具具有有有未未未知知知动动动态态态的的的二二二人人人零零零和和和博博博弈弈弈在在在线线线学学学习习习方方方

案案案(Online solution of linear two-player zero-
sum games without using system dynamics)
针对线性二人零和博弈问题,本文给出一种不依

赖于系统内部矩阵A,控制输入矩阵B和干扰输入矩

阵D的一种新的在线学习方案.首先,本文假设初始
反馈增益矩阵K0, L0已知;其次,对每一个k ∈ Z+,
根据式(15)求解对称非负定矩阵Sk;最后,根据式(16)
和式(17)得到反馈增益矩阵Kk+1 ∈ Rm×n和Lk+1 ∈
Rp×n.

为此,本文将系统(1)重新描述为

ẋ = Akx + B(Kkx + u)−D(Lkx− d), (19)

其中Ak = A−BKk + DLk.

于是,根据式(15)–(17)和式(19),有

xT(t + ∆t)Skx(t + ∆t)− xT(t)Skx(t) =

−
w t+∆t

t
xTQkxdτ +

2
w t+∆t

t
(Kkx + u)TRKk+1dτ −

2
w t+∆t

t
(Lkx− d)TLk+1x]dτ, (20)

其中Qk = Q + KT
k RKk − γ2LT

k Lk.

下面,本文将给出,在某些条件下,无需已知A,
B和D,当给定反馈增益矩阵Kk和Lk时,可以唯一确
定满足式(15)–(17)的矩阵(Sk,Kk+1, Lk+1),其中Sk

= ST
k > 0. 为此,定义下面的两个运算:

S ∈ Rn×n → Ŝ ∈ R 1
2 n×(n+1),

x ∈ Rn → x̄ ∈ R 1
2 n×(n+1),

其中:

Ŝ=[s11 2s12 · · · 2s1n s22 2s23 · · · 2sn−1 n snn]T,

x̄=[x2
1 x1x2 · · · x1xn x2

2 x2x3 · · · xn−1xn x2
n]T.

此外,根据Kronecker积的表示形式,有

xTQkx = (xT ⊗ xT)vec(Qk),

(u + Kkx)TRKk+1x =

[(xT ⊗ xT)(In ⊗KT
k R) +

(xT ⊗ uT)(In ⊗R)]vec(Kk+1),

(Lkx− d)TLk+1x =

[(xT ⊗ xT)(In ⊗ LT
k )− (xT ⊗ dT)]vec(Lk+1).

进一步的,对正整数l,定义矩阵

δxx ∈ Rl× 1
2 n(n+1), Ixx ∈ Rl×n2

,

Ixu ∈ Rl×nm, Ixd ∈ Rl×np,

使得

δxx =[x̄(t1)− x̄(t0), x̄(t2)− x̄(t1), · · · ,

x̄(tl)− x̄(tl−1)]T,

Ixx =[
w t1

t0
x⊗ xdτ ,

w t2

t1
x⊗ xdτ, · · · ,

w tl

tl−1

x⊗ xdτ ]T,

Ixu =[
w t1

t0
x⊗ udτ ,

w t2

t1
x⊗ udτ, · · · ,

w tl

tl−1

x⊗ udτ ]T,

Ixd =[
w t1

t0
x⊗ d dτ ,

w t2

t1
x⊗ d dτ, · · · ,

w tl

tl−1

x⊗ d dτ ]T,

其中0 6 t0 < t1 < · · · < tl.

于是,对任意给定的反馈增益矩阵Kk, Lk,式(20)
可重新表示成下面的线性矩阵等式形式:

Xk




Ŝk+1

vec(Kk+1)
vec(Lk+1)


 = Yk, (21)

其中Xk∈Rl×[ 12 n(n+1)+mn+pn]和Yk∈Rl的定义如下:

Xk = [δxx − 2Ixx(In ⊗KT
k R)− 2Ixu(In ⊗R)

2γ2Ixx(In ⊗ LT
k )− 2γ2Ixd],

Yk = −Ixxvec(Qk).

由于式(21)的解可能不存在,在这种情况下,可通
过下面的式(22)求解. 式(22)可以看作是式(21)的最小
二乘解. 实际上,如果Xk是列满秩的,则式(21)可以直
接通过下式求解:


Ŝk+1

vec(Kk+1)
vec(Lk+1)


 = (XT

k Xk)−1XT
k Yk. (22)

下面,本文给出二人零和博弈问题在线学习方案:

算算算法法法 2 1) 在 [t0, tl]时间区域内,分别将u =
−K0x + eu和d = L0x + ed作为控制和干扰输入,其
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中K0, L0为初始反馈增益矩阵,满足A−BK0+DL0

稳定, eu, ed为噪声. 计算δxx, Ixx, Ixu, Ixd直到下面

式(23)成立. 令k = 0;

2) 根据式(22)求解Sk, Kk+1, Lk+1;

3) 令k → k + 1,重复步骤2)直到‖Sk − Sk−1‖ 6
ε,其中: k > 1, ε > 0为事先指定的小正实数;

4) 将u = −Kkx, d = Lkx作为二人零和博弈问

题近似解.

引引引理理理 1 如果存在正整数l0 > 0,使得对所有的
l > l0,下面的等式成立:

rank(Ixx, Ixu, Ixd) =
n(n + 1)

2
+ mn + pn, (23)

那么对所有的k ∈ Z+, Xk是列满秩的.

定定定 理理理 2 根 据 算 法 2得 到 的 序 列{Sk}∞k=0,
{Ki}∞i=1, {Lj}∞j=1分别收敛到它们的最优解S∗, K∗,
L∗.

证证证 定理 2的证明与文献[11]中定理 7的证明类
似,这里不再赘述.

4 仿仿仿真真真(Simulations)
为了验证本文提出的方法的有效性,考虑如下二

阶连续时间线性系统:

ẋ =

[
0 1
−1 −3

]
x +

[
0

0.6

]
u +

[
1
4

]
d, (24)

其中x ∈ R2, u ∈ R和d ∈ R分别为系统的状态、输
入和干扰.

在求取近似最优解的设计过程中,并没有用到系

统的内部矩阵、控制输入矩阵和干扰输入矩阵. 首先
选择如下的加权项:

Q =

[
1 0
0 1

]
, R = 1, γ = 11.

在原点附近随机选择状态变量的初始值.选择ε =
0.01,并选择初始反馈增益矩阵为K0 = [1, 0], L0 =
[0, 1],易知A−BK0 + DL0是稳定的. 将下面的噪声
分别施加到控制和干扰的输入端:

eu = 0.5 sin t, ed = sin(10t). (25)

仿真过程中,收集状态和输入数据的时间间隔为1 s.
从t=0 s开始迭代,经过8次迭代后,有‖Sk−Sk−1‖6
0.01,迭代结束,得到如下性能和反馈增益矩阵:

S8 =

[
1.8886 0.5166
0.5166 0.3369

]
,

K8 =[0.3100, 0.2022]T, L8 =[0.0327 0.0154]T.

另一方面,通过直接求解GARE,即

ATS + SA + Q− SBR−1BTS +
1
γ2

SDDTS = 0.

并利用式(12)–(13),可以得到如下最优解:

S∗ =

[
1.8883 0.5166
0.5166 0.3368

]
,

K∗=[0.3100 0.2021]T, L∗=[0.0327 0.0154]T.

图1表明了序列Sk, Kk和Lk的收敛过程,图2为Sk

的组成部分的变化过程.

图 1 Sk, Kk和Lk收敛到S∗, K∗和L∗的变化过程

Fig. 1 Convergence of Sk, Kk, and Lk to their optimal values S∗, K∗ and L∗ during the learning process
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图 2 Sk组成元素的变化过程

Fig. 2 Evolution of the components of Sk

5 结结结论论论(Conclusions)
本文针对具有未知动态的连续时间线性二人零

和博弈问题,提出了一种新的在线求解方案.首先
提出了一种新的单环迭代策略的收敛性分析方法;
其次基于该单环迭代策略,在系统内部矩阵、控制
输入矩阵和干扰输入矩阵均未知的情况下,通过利
用系统的状态和输入数据,采用最小二乘方法同步
得到了博弈代数黎卡提方程的近似解,以及控制和
干扰策略;最后通过仿真实验验证了所提方法的有
效性.
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附附附 录录录 定定定 理理理 1的的的 证证证 明明明(Appendix Proof of
Theorem 1)

为证明定理1,本文首先给出性能矩阵的定义.

定定定义义义 1 假设u = −Kx和d = Lx为任意的反馈策略.
如果将u和d施加到系统(1)上,相应的性能为

V (x(t)) = xTSx, (A1)

其中S为与反馈增益矩阵K和L相对应的性能矩阵,定义如
下:

S =
w∞
0

eA−BK+DL(Q+KTRK−
γ2LTL)eA−BK+DLdτ. (A2)

S是有限的、非负定的当且仅当闭环系统特征矩阵A−
BK + DL具有负实部,并且Q + KTRK − γ2LTL > 0.

证证证 令S0为与K0, L0, S0相对应的性能矩阵,因此
当k = 0时,满足式(15). 令K1 =R−1BTS0, L1 =γ−2DTS0,
并令S1为相应的性能矩阵.
记A0 = A−BK0 + DL0, A1 = A−BK1 + DL1,则由

式(15)可知

AT
0 S0 + S0A0 + Q + KT

0 RK0 − γ2LT
0 L0 = 0. (A3)

令A0 = A1 −B(K0 −K1) + D(L0 − L1) ,则

AT
1 S0 − (K0 −K1)

TBTS0 + (L0 − L1)
TDTS0+

S0A1 − S0B(K0 −K1) + S0D(L0 − L1)+

Q + KT
0 RK0 − γ2LT

0 L0 = 0. (A4)

另一方面, S1满足

AT
1 S1 + S1A1 + Q + KT

1 RK1 − γ2LT
1 L1 = 0. (A5)

因此,由式(A5)和式(A4)可知

AT
1 (S0 − S1) + (S0 − S1)A1 + KT

0 RK0 −KT
1 RK1−

γ2(LT
0 L0 − LT

1 L1)− (K0 −K1)
TBTS0+

(L0 − L1)
TDTS0 − S0B(K0 −K1)+

S0D(L0 − L1) = 0. (A6)

从式(A6)的右边加和减下面的项

(K0 −K1)
TRK1 + KT

1 R(K0 −K1)−
γ2(L0 − L1)

TL1 − γ2LT
1 (L0 − L1), (A7)

得到

AT
1 (S0 − S1) + (S0 − S1)A1+

(K0 −K1)
TR(K0 −K1)− γ2(L0 − L1)

T(L0 − L1)+

(K0−K1)
T(RK1−BTS0)+(KT

1 R−S0B)(K0−K1)−
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(L0−L1)
T(γ2L1−DTS0)−(γ2LT

1 −S0D)(L0−L1)=0.

(A8)

因此

S0 − S1 =
w∞
0

eA1 [(K0 −K1)
TR(K0 −K1)−

γ2(L0 − L1)
T(L0 − L1)+

(K0 −K1)
T(RK1 −BTS0)+

(RKT
1 − S0B)(K0 −K1)−

(L0 − L1)
T(γ2L1 −DTS0)−

(γ2LT
1 − S0D)(L0 − L1)]e

A1dt. (A9)

相应地,本文也可以得到

S0 − S1 =
w∞
0

eA0 [(K0 −K1)
TR(K0 −K1)−

γ2(L0 − L1)
T(L0 − L1)+

(K0 −K1)
T(RK1 −BTS1)+

(KT
1 R− S1B)(K0 −K1)−

(L0 − L1)
T(γ2L1 −DTS1)−

(γ2LT
1 − S1D)(L0 − L1)]e

A0dt. (A10)

由式(A7),可知

S0 − S1 =
w∞
0

eA1 [(K0 −K1)
TR(K0 −K1)−

γ2(L0 − L1)
T(L0 − L1)]e

A1dt. (A11)

考虑到定理1的条件,易知

γ2‖B‖2 > ‖R‖ · ‖D‖2. (A12)

因此

(K0 −K1)
TR(K0 −K1) > γ2(L0 − L1)

T(L0 − L1).

(A13)

于是,由式(A11)可知S0 − S1 > 0,因此S1 6 S0. 此外,由
式(A10)有

S1 − S∗ =
w∞
0

eA1 [(K1 −K∗)TR(K0 −K∗)−
γ2(L1 − L∗)T(L1 − L∗)]eA1dt > 0. (A14)

因此S1也是有界的. 这样当k = 1时, A1特征值具有负实部,
并且满足式(15). 对k = 1, 2, · · ·重复上面的步骤,得到相应
的结论.
由 于 单 调 收 敛 的 序 列 一 定 存 在 极 限,因 此

lim
k→∞

Sk = S∗存在. 当k →∞,对式(14)两边求极限,得到

ATS∞ + S∞A + Q− S∞BR−1BTS∞+

γ−2S∞DDTS∞ = 0.

由于S∗是式(14)的唯一正定解,因此S∞ = S∗,从而定理得

证. 证毕.
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