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摘要:本文考虑了极点在闭左半平面的高阶连续多智能体系统的趋同问题.假设网络拓扑为有向图,且个体从邻
居收到的信息存在通信时滞,分别得到与时滞无关和与时滞有关的两种趋同条件,这两个条件充分揭示了智能体结
构、通信时滞和网络拓扑三者之间的关系.本文的核心方法是利用参数化代数Riccati方程的唯一正定解来设计趋同
增益.此外,文中说明了通信时滞在有些情况下可为时变的. 最后,数值例子验证了所得理论结果的有效性.
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Consensus of higher-order multi-agent systems with
unknown communication delay
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Abstract: This paper is concerned with the consensus problem for higher-order multi-agent systems that are at most
critically unstable. Under the assumption that the topology is directed and every agent receives neighbors’ information with
an unknown communication delay, we obtain both the delay-independent condition and the delay-dependent condition for
consensus, which reveal the relations among the agent dynamics, communication delay and network topology. The key
technique is designing the consensus gain based on the unique definite solution of a parametric algebraic Riccati equation.
In addition, it is shown that the communication delay can be time-varying in some cases. The effectiveness of the theoretical
results is demonstrated through numerical examples.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来,多智能体系统的趋同问题受到了越来越

多的关注,并得到了广泛地应用,如传感器融合[1]、编

队控制[2]及分布式估计[3]等. 多智能体趋同指的是系
统中各个体通过信息交换而最终使得状态达到一致.
现有的许多研究成果都致力于探索多智能体的趋同

条件.通过自身与其邻居的平均移动方向来更新下一
步的移动方向, Vicsek等利用仿真表明所有智能体的
移动方向最终能够达到趋同[4]. 在文献[5]中, Ren等
利用代数图理论和矩阵分析将Vicsek模型的结果推广
到了有向图情形. 针对一类高阶多智能体系统,文献
[6]提出了一个静态协议和一个动态协议来讨论趋同
问题.对于一般线性时不变系统,文献[7]和文献[8]基
于分布式静态协议研究了多智能体趋同问题,并分别
给出了连续和离散多智能体系统趋同的充要条件.在

通信网络受到观测或通信噪声影响时,文献[9]给出了
一阶离散时间多智能体系统强趋同的条件.基于时变
动态的通信拓扑,文献[10]研究了二阶多智能体系统
在有限时间内达到趋同的问题.

在现实中,由于带宽和传输速度的限制,通信时滞
广泛地存在于通信网络中. 需要指出的是,通信时滞
会降低系统的性能或破坏系统的稳定[11],这使得具有
通信延迟的趋同问题成为一个重要的研究课题.到目
前为止,已存在许多这方面的工作.对于一阶多智能
体系统,文献[12]研究了与时滞相关的趋同的充要条
件,并且给出了可趋同的时滞上界. 文献[13]利用线
性矩阵不等式的方法将文献[12]的结果推广到了二阶
多智能体系统.假设多智能体系统是高阶的且极点在
闭左半平面,文献[14]给出了多智能体关于定长通信
时滞趋同的容许上界. 此外,若时滞精确可知,文献
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[15]利用状态反馈协议解决了在任意大时滞情况下的
趋同问题.对通信时滞只影响邻居传递来信息的情形,
这方面的结果不是很多. 基于有向切换拓扑,文
献[16]研究了具有定长时滞的一阶多智能体系统的趋
同问题.文献[17]研究了离散情况,并给出了受单时滞
或多时滞影响的多智能体系统的趋同条件.给定一个
无向的网络拓扑,对于从稳定域中任取的控制增益,
文献[18]考虑了具有输入和通信时滞的连续时间多智
能体系统的趋同问题.

假设网络拓扑图是有向的并且未知的通信时滞只

影响邻居传递来的信息,本文针对极点在闭左半平面
的高阶多智能体系统的趋同问题进行了研究.需要注
意的是,本文考虑的系统比文献[16]中的系统更具有
一般性. 由于本文的通信时滞是未知的,所以文献[15]
中利用时滞的信息来设计趋同增益的的方法在本文

不可用. 此外,如果通信时滞是时变的,文献[18]中处
理定长时滞的频域方法也不可行. 为了解决以上问题,
本文利用参数化代数Riccati方程[19–20]的唯一正定解

来设计趋同增益.通过综合考虑智能体的结构、网络
拓扑及通信时滞三者之间的关系,分别得到了独立于
时滞和依赖于时滞的趋同条件.当独立于时滞的趋同
条件满足时,任意有界的通信时滞都是容许的. 当独
立于时滞的条件不满足时,给出了一个可达到趋同的
时滞范围,此条件称之为依赖于时滞的趋同条件.值
得一提的是,如果网络拓扑满足一定的条件,本文的
通信时滞允许为时变的.

本文接下来的部分作如下安排: 第2节介绍相关的
图论知识;第3节给出本文要研究的问题;第4节得出
独立于和依赖于时滞的趋同条件;第5节用数值仿真
说明理论结果的有效性;第6节对全文进行总结.

在本节结束之前,给出如下定义.符号R与C分别
表示实数集和复数集. 对于适当维数的矩阵A,用符
号AT, AH与‖A‖分别表示矩阵A的转置、共轭转置及

Euclidean范数. 定义符号N , {1, 2, · · · , N},其中N

为任一正整数. 用diag{A1, A2, · · · , AN}表示对角
线元素为Ai的对角矩阵,其中i ∈ N. 符号1N为元素

全为1的N维列向量. 为了方便对矩阵的表示,用⊗表
示Kronecker乘积[21]. 对于常数τ > 0,用符号ln,τ =
l([−τ, 0],Cn)表示区间[−τ, 0]到集合Cn的连续函数

构成的Banach空间.

2 代代代数数数图图图论论论(Algebraic graph theory)
考虑N个相互作用的多智能体系统,用有向图

G = (V, E ,A)来刻画它们之间的相互联系,其中V =
{1, 2, · · · , N}表示顶点集, E ⊂ V × V表示边集,加
权矩阵A = [aij] ∈ RN×N表示邻接矩阵. 如果从智
能体j可以直接发送信息给智能体i,则有(j, i) ∈ E .
这里只考虑简单图的情形,即(i, i) /∈ E . 定义Ni ,

{j ∈ V|(j, i) ∈ E}为智能体i的所有邻居构成的集合.

用符号Ni ,
N∑

j=1

aij表示智能体i的入度,相应的度矩

阵D是主对角线元素为Ni的对角矩阵. 图G的
Laplacian矩阵定义为LG , D −A. 一组边集(i1, i2),
· · · , (ik−1, ik)表示顶点i1到ik的有向路径. 若任意两
个顶点之间都有一条有向路径,则称有向图G是强连
通的. 此外,如果邻接矩阵A是对称的,即: A = AT,
则称G为无向图.

对于有一个向图G,由文献[9]可知,如果图G是强
连通的,则[D−1A]是一个行和为1的不可约矩阵,并
且存在唯一的N维列向量α = [α1, α2, · · · , αN ]T使

得αT[D−1A] = αT,其中αi > 0且
N∑

i=1

αi = 1. 定义

矩阵[D−1LG] , IN −D−1A并用λi, i ∈ N表示其特
征值.如果图G是强连通的,则由Perron定理[21]. 可知
λ1 = 0, Re(λi) > 0, i = 2, · · · , N .

3 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
这一节将给出本文所研究的问题.假设多智能体

系统由N个单智能体构成,编号为1到N ,它们之间的
相互联系用有向图G表示. 基于上述假设,给定每个智
能体的动力学模型为

ẋi(t) = Axi(t) + Bui(t), i ∈ N, (1)

其中: xi(t) ∈ Rn, ui(t) ∈ Rm分别表示智能体i的系

统状态与控制输入; A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m为定长矩

阵. 此外, xi(0)是智能体i及其邻居可知的初值.本文
进一步假设系统矩阵A的所有特征值都在闭左半平

面.

由于通信时滞广泛地存在于传输信息的通信网络

中,因此有必要考虑通信时滞对趋同的影响.接下来
用τ > 0表示未知的通信时滞,受文献[5, 9, 18]等的启
发,本文的控制协议设计为

ui(t) =
K

Ni

N∑
j=1

aij[xj(t− τ)− xi(t)], (2)

其中: K ∈ Rm×n是增益矩阵, Ni =
N∑

j=1

aij为智能体 i

的入度.本文研究的问题为设计增益矩阵K使得多智

能体系统(1)基于协议(2)达到趋同.

当s < 0时,令xi(s) = 0以保证系统(1)在趋同协
议(2)下运行. 首先给出趋同的概念.

定定定义义义 1 基于一个有向图G,如果对任意给定的
初值xi(0)有 lim

t→∞
‖xj(t)− xi(t)‖ = 0, ∀i, j ∈ N,则

称多智能体系统(1)在协议(2)的作用下达到趋同.

从趋同的定义可以知道,如果矩阵A是稳定的,即:
Re(λ(A)) < 0,显然选择协议ui(t) ≡ 0可以保证趋
同.为了使问题更加有意义,本文给出下面的假设.
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假假假设设设 1 矩阵A的特征值都在闭左半平面,且至
少存在一个特征值在虚轴上.

注注注 1 本文考虑的问题比文献[7, 16, 18]中的问题更一

般,其中文献[7]考虑的趋同问题没有时滞;文献[16]研究的

系统为标量系统;文献[18]的时滞为定长时滞.

注注注 2 值得注意的是,笔者之前工作[22]中的协议无法

解决本文中的趋同问题,原因在于本文中的通信时滞只影响

邻居传递来的信息,这导致文献[22]中的控制增益不可用. 此

外,本文中的有向拓扑使趋同问题比文献[22]中的更加复杂.

4 主主主要要要结结结果果果(Main results)
4.1 引引引理理理部部部分分分(Some lemmas)

在给出主要结果之前,本节首先给出几个必要的
引理.

引引引理理理 1[20] 假设(A,B)是可控的矩阵对. 参数
γ为一个标量且满足 γ > −2min Re(λ(A)),其中
Re(λ(A))表示由矩阵A的特征值的实部构成的集合,
则参数化代数Riccati方程

ATP (γ)+P (γ)A−P (γ)BBTP (γ)=−γP (γ)

(3)

有唯一正定解P (γ)且P (γ)满足 lim
γ→0+

P (γ) = 0. 此

外,若矩阵A的所有特征值都在虚轴上,则有

tr(BTP (γ)B) = nγ, P (γ)BBTP (γ) 6 nγP (γ).

接下来,为表示方便,令P , P (γ).

引引引理理理 2[23] 对于线性时不变系统

ẋ(t) = Ax(t) + Bx(t− r),

其中r > 0为时滞,则上述系统是稳定的当且仅当系
统的特征函数p(s; e−rs) = det(sI −A−Be−rs)的
所有零点都在左平面.

引引引理理理 3 假设向量x ∈ Cn, y ∈ Cn,则有

[xHPy + yHPx] 6 [lxHPx +
1
l
yHPy],

其中: l > 0为常数,矩阵P为引理1中的正定矩阵.

证证证 略.

引引引理理理 4 对于泛函微分方程{
ż(t) = g(t, zt), z(t) ∈ Cn, t > t0,

zt0(s) = φ(s), ∀s ∈ [−τ, 0],

其中: zt = z(t + s), ∀s ∈ [−τ, 0]. 方程中函数g将集

合C× `n,τ映射到集合Cn的一个有界子集上. 构造函
数V (z(t)) = zH(t)Pz(t),其中P为引理1中的正定矩
阵. 如果由假设V (z(t + s)) < pV (z(t))可以得到
V̇ (z(t)) 6 ωV (z(t)),其中p > 1, ω < 0为常数,则泛
函微分方程的零解z(t) ≡ 0为全局渐近稳定解.
证证证 令 z(t) = x(t) + jy(t),其中: j2 = −1, x(t)

∈ Rn, y(t) ∈ Rn. 取

X(t) = [xT(t) yT(t)]T, P̄ = diag{P, P}
且V (X(t)) = XT(t)P̄X(t),则有

V (z(t)) = [xT(t)− jyT(t)]P [x(t) + jy(t)] =

xT(t)Px(t) + yT(t)Py(t) = V (X(t)).

同时
dV (z(t))

dt
=

żH(t)Pz(t) + zH(t)P ż(t) =

ẋT(t)Px(t) + ẏTPy(t) + xT(t)Pẋ(t) +

yT(t)P ẏ(t) = V̇ (X(t)).

基于上述两个关系式及引理中的假设,可以得到:
若V (X(t + s)) < pV (X(t)), ∀s ∈ [−τ, 0],则有
V̇ (X(t)) 6 ωV (X(t)). 因此,由Razumikhin稳定性
定理[19]可以得到X(t)渐近收敛到0,由此可知, z(t)
≡ 0为渐近稳定解. 证毕.

引引引理理理 5 对于任意的正定矩阵M ∈ Rn×n、标

量γ2 > γ1及向量函数ω : [γ1, γ2] → Cn,有w γ2

γ1

ωH(β)dβM
w γ2

γ1

ω(β)dβ 6

(γ2 − γ1)
w γ2

γ1

ωH(β)Mω(β)dβ. (4)

证证证 令ω=ω1+jω2,其中: ω1 : [γ1, γ2]→Rn, ω2 :
[γ1, γ2] → Rn. 则不等式(4)的左端部分满足w γ2

γ1

ωH(β)dβM
w γ2

γ1

ω(β)dβ =
w γ2

γ1

[ω1(β) + jω2(β)]HdβM ·
w γ2

γ1

[ω1(β)+jω2(β)]dβ 6

(γ2 − γ1)[
w γ2

γ1

ωT
1 (β)Mω1(β)dβ +

w γ2

γ1

ωT
2 (β)Mω2(β)dβ],

其中上述最后一个不等式由文献[24]中的引理1推出.
由不等式(4)的右端可以得到

(γ2 − γ1)
w γ2

γ1

ωH(β)Mω(β)dβ =

(γ2 − γ1)[
w γ2

γ1

ωT
1 (β)Mω1(β)dβ +

w γ2

γ1

ωT
2 (β)Mω2(β)dβ].

结合上述两式,引理中的结论成立. 证毕.

4.2 趋趋趋同同同结结结果果果(Consensus results)

这一小节将给出趋同的主要结果.在协议(2)中,
取K = δ−1BTP ,其中: δ > 0为常数,矩阵P为引理1
中参数化代数Riccati方程(3)的唯一正定解. 此外,令
σi , δ−1λi, fi , δ−1(1− λi)并定义σi的实部与虚

部分别为ri , Re(σi)和mi , Im(σi). 首先给出独立
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于时滞的趋同条件.

定定定理理理 1 假设有向图G是强连通的, (A,B)可控
且矩阵A ∈ Rn×n的特征值都在虚轴上. 取δ = 1及任
意的 γ > 0,如果矩阵 [D−1LG]的非零特征值满足

max
i=2,··· ,N

|1− λi| < 1√
n

,则对于协议(2)中任意有界

的通信时滞,多智能体系统(1)均能达到趋同.

证证证 假设未知时滞满足0 6 τ 6 τ̄ ,其中τ̄为一有

界常数. 把控制协议(2)带入动态方程(1),得到

ẋi(t) =

Axi(t) + BK
N∑

j=1

aij

Ni

[xj(t− τ)− xi(t− τ)]−

BK[xi(t)− xi(t− τ)].

记x(t) , [xT
1 (t) · · · xT

N(t)]T, ∆x(t) , x(t)−x(t−
τ),可以得到

ẋ(t) =

(IN ⊗A)x(t)− ([D−1LG]⊗BK)x(t− τ)−
(IN ⊗BK)∆x(t).

定义X̄(t) ,
N∑

i=1

αixi(t) = [α⊗ In]x(t)为N个智能

体的加权平均状态,其中αT = [α1 α2 · · · αN ]满

足αi > 0与
N∑

j=1

αi = 1是矩阵[D−1LG]的0特征值对

应的左特征向量,于是
˙̄X(t) = AX̄(t)−BK∆X̄(t).

记δi(t) , xi(t)−x̄(t),且δ(t) , [δT
1 (t) · · · δT

N(t)]T,
则可以得到系统

δ̇(t) = (IN ⊗A)δ(t)− ([D−1LG]⊗BK)δ(t− τ)−
(IN ⊗BK)∆δ(t). (5)

取满足[D−1LG]φi = λiφi的向量φi ∈ RN ,构造可逆
矩阵Φ = [1N φ2 · · · φN ]将矩阵[D−1LG]变换为约
当标准型,即Λ = Φ−1[D−1LG]Φ,其中矩阵Λ的主对

角元素为0, λ2 · · · , λN . 由于有向图G是强连通的,可
以得到: Re(λi) > 0, i = 2, · · · , N . 对系统δ(t)作可
逆变换并令 δ̃(t) , [Φ−1 ⊗ In]δ(t),将向量 δ̃(t)分
成N个部分: δ̃(t) = [δ̃T

1 (t), δ̃T
2 (t), · · · , δ̃T

N(t)]T. 由
矩阵Φ的非奇异性可以知道,等式 lim

t→∞
‖δ(t)‖ = 0与

lim
t→∞

‖δ̃(t)‖ = 0等价. 由方程(5)可得δ̃(t)特征函数为

f(s;K, τ) =

det[IN ⊗ (sIn −A + BK −BKe−sτ ) +

(Λ⊗BKe−sτ )] =
N∏

i=1

[sIn −A + BK −BKe−sτ + λiBKe−sτ ].

基于 δ̃1(t) =
N∑

i=1

αixi(t)− x̄(t) ≡ 0与引理 2可知,

系统(5)的稳定性等价于下面系统的稳定性:
˙̃
δi(t) = [A− λiBK]δ̃i(t)− (1− λi)BK∆δ̃i(t),

其中i = 2, · · · , N . 将增益K = δ−1BTP代入上式有

˙̃
δi(t) = [A− σiBBTP ]δ̃i(t)− fiBBTP∆δ̃i(t).

(6)

因此,定理中的趋同问题转化为寻找适当的矩阵P使

得误差系统(6)对i = 2, · · · , N同步镇定.

构造函数V (δ̃i(t)) = δ̃H
i (t)P δ̃i(t),利用Riccati方

程(3)及方程(6)可得

V̇ (δ̃i(t)) =
˙̃
δH

i (t)P δ̃i(t) + δ̃H
i (t)P ˙̃

δi(t) =

−γδ̃H
i (t)P δ̃i(t)+(1−2ri)δ̃H

i (t)PBBTP δ̃i(t)−
f̄i∆δ̃H

i (t)PBBTPδi(t)−
fiδ̃

H
i (t)PBBTP∆δ̃i(t) ,

−γδ̃H
i (t)P δ̃i(t) + ∆V (δ̃i(t)). (7)

在上式中,如果fi = 0,也就是λi = ri = 1,那么可由
1− 2ri = −1 < 0得到 lim

t→∞
δ̃i(t) = 0. 另一方面,由

tr([D−1LG]) = n可知,矩阵[D−1LG]必然存在特征
值满足λi 6= 1. 不失一般性,假设对于所有的 i = 2,

· · · , N有fi 6= 0.

定义Kγ ,BTP ,由δ̃i(t) = ∆δ̃i(t) + δ̃i(t− τ)得

∆V (δ̃i(t)) =

[1− 2ri − fi − f̄i]∆δ̃H
i (t)KT

γ Kγ∆δ̃i(t) +

[1− 2ri − f̄i]∆δ̃H
i (t)KT

γ Kγ δ̃i(t− τ) +

[1− 2ri − fi]δ̃H
i (t− τ)KT

γ Kγ∆δ̃i(t) +

[1− 2ri]δ̃H
i (t− τ)KT

γ Kγ∆δ̃i(t− τ).

在上式中, 1− 2ri − fi − f̄i = 1− 2δ−1. 利用引理3,
有

[1− 2ri − f̄i]∆δ̃H
i (t)KT

γ Kγ δ̃i(t− τ) +

[1− 2ri − fi]δ̃H
i (t− τ)KT

γ Kγ∆δ̃i(t) =

∆δ̃H
i (t)KT

γ Kγ [(1− 2ri − f̄i)δ̃i(t− τ)] +

[(1− 2ri − f̄i)δ̃i(t− τ)]HKT
γ Kγ∆δ̃i(t) 6

1
l
|1− 2ri − fi|2δ̃H

i (t− τ)KT
γ Kγ δ̃i(t− τ) +

l∆δ̃H
i (t)KT

γ Kγ∆δ̃i(t),

其中l > 0为常数. 因此

∆V (δ̃i(t)) 6
[1− 2δ−1 + l]∆δ̃H

i (t)KT
γ Kγ∆δ̃i(t) + [1− 2ri +

1
l
|1− 2ri − fi|2]δ̃H

i (t− τ)KT
γ Kγ δ̃i(t− τ).

(8)
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选取l = 1,基于条件δ = 1,可得1− 2δ−1 + l = 0与

1− 2ri +
1
l
|1− 2ri − fi|2 =

1− 2Re(λi) + |1− 2Re(λi)− 1 + λi|2 =

1− 2Re(λi) + (Re(λi))2 + (Im(λi))2 =

|1− λi|2. (9)

由引理1可知KT
γ Kγ = PBBTP 6 nγP ,此式与方

程(9)可推出∆V (δ̃i(t)) 6 |1− λi|2nγV (δ̃i(t− τ)).

假定|1− λ2| = max
i=2,··· ,N

|1− λi|,于是由定理中假

设条件有|1− λ2| < 1√
n

. 合并式(7)−(9),可得

V̇ (δ̃i(t))6−γV (δ̃i(t))+|1−λ2|2nγV (δ̃i(t−τ)).

取常数φ =
1 + n|1− λ2|2
2n|1− λ2|2 ,则φ > 1. 假设对∀θ ∈

[−τ̄ , 0]都有V (δ̃i(t + θ)) < φV (δ̃i(t)),那么

V̇ (δ̃i(t)) 6
−γ[1− |1− λ2|2nφ]V (δ̃i(t)) =

−γ[1− |1− λ2|2n · 1 + n|1− λ2|2
2n|1− λ2|2 ]V (δ̃i(t)) =

−γ[
1− n|1− λ2|2

2
]V (δ̃i(t)).

由 |1−λ2|< 1√
n
可得

1− n|1−λ2|2
2

>0,根据引理 4

可以推出 lim
t→∞

δ̃i(t) = 0, i = 2, · · · , N ,即趋同能够

达到. 证毕.

注注注 3 定理1研究了系统矩阵A的所有特征值在虚轴上

的情形. 接下来证明,在矩阵A的特征值在闭左半平面且矩阵

对(A, B)可稳时,定理1的方法仍然可用. 事实上,存在非奇
异矩阵T ∈ Rn×n使得

Ā = TAT−1 =

"
A0 0

0 As

#
, B̄ = TB =

"
B0

Bs

#
,

其中矩阵A0和As分别包含矩阵A的所有在虚轴上和左平面

的特征值.由(A, B)是可稳的可以直接得出(A0, B0)是可控

的. 令x̄i(t) = Txi(t),矩阵T的可逆性得出系统

˙̄xi(t) = Āx̄i(t) + B̄ui(t), i ∈ N
与多智能体系统(1)的趋同等价. 取增益K = [δ−1BT

0 P0, 0],
令δ̃i(t) = [δ̃T

i0(t), δ̃T
is(t)]

T. 类似于定理1中的证明,此时的趋
同问题等价于下面时滞系统的同步镇定性:

˙̃
δi0(t) = A0δ̃i0(t)− σiB0BT

0 P0δ̃i0(t)−
fiB0BT

0 P0∆δ̃i0(t),

˙̃
δis(t) = Asδ̃is(t)− σiBsB

T
0 P0δ̃i0(t)−

fiBsB
T
0 P0∆δ̃i0(t),

其中i=2,· · ·, N . 基于定理1的证明可以直接得出:对所有i=

2, · · · , N ,有 lim
t→∞ δ̃i0(t) = 0. 由于矩阵As是渐近稳定的,从

而由 lim
t→∞ δ̃i0(t) = 0与 lim

t→∞∆δ̃i0(t) = 0可以推出误差系统

lim
t→∞ δ̃i(t) = 0. 因此,趋同仍然可以达到.

注注注 4 定理1考虑了δ=1的情形,需要指出的是,在δ=
2

1 + l
且δ 6= 1时,趋同仍然可以达到,但是条件变强了. 事实

上, δ =
2

1 + l
时, δ 6= 1与 l 6= 1是等价的. 此时可以得到 |1−

2δ−1 + l| = 0和

1− 2ri +
1

l
|1− 2ri − fi|2 =

(1 + l)2

4l
|1− λi|2.

类似于定理1中的证明,此时的趋同条件变为

max
i=2,··· ,N

|1− λi| <
s

4l

(1 + l)2
· 1√

n
.

因为

r
4l

(1 + l)2
· 1√

n
6 1√

n
,等号成立当且仅当l = 1. 因此,

在δ =
2

1 + l
且δ 6= 1时,趋同的条件变强了.

定理1构建了独立于时滞的趋同条件,现在给出依
赖于时滞的趋同条件.基于注3中的分析,只需研究系
统矩阵A的特征值在虚轴上的情形. 此外,定义常数
rN , max{ri, i = 2, · · · , N}, α , −tr(A2).

定定定理理理 2 假设矩阵A的特征值都在虚轴上且存在

非零特征值, (A,B)可控并且有向图G是强连通的. 取
δ = min{Re(λi), i = 2, · · · , N},则多智能体系统
(1)在协议(2)的作用下达到趋同的时滞范围为

0 6 τ 6 τ1 <
1√

n(1− 2δ−1 + l∗)rNα
,

其中常数l∗ = max{|1− 2ri − fi|2
2ri − 1

, i = 2, · · · , N}.

证证证 由 δ=min{Re(λi), i=2, · · · , N}可知 ri =
Re(σi) = δ−1Re(λi) > 1, i = 2, · · · , N . 类似于定
理1的证明,本定理中的趋同问题等价于系统(6)的同
步镇定性.

在式(8)中,取 l∗=max{|1−2ri−fi|2
2ri − 1

, i=2,· · · ,

N},则有

1− 2ri +
1
l∗
|1− 2ri − fi|2 6

1− 2ri + 2ri − 1 = 0

与

1− 2δ−1 + l∗ >

1− 2δ−1 +
|1− 2ri − fi|2

2ri − 1
=

|fi|2
2ri − 1

.

基于定理1证明过程中的假设fi 6= 0,可以得到不等
式1− 2δ−1 + l∗ > 0,因此

V̇ (δ̃i(t)) 6 −γδ̃H
i (t)P δ̃i(t) + (1− 2δ−1 +

l∗)∆δ̃H
i (t)KT

γ Kγ∆δ̃i(t).

从KT
γ Kγ 6 nγP可知

V̇ (δ̃i(t)) 6 −γδ̃H
i (t)P δ̃i(t) + nγ(1− 2δ−1 +
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l∗)∆δ̃H
i (t)P∆δ̃i(t).

记Ai , A− σiBBTP ,基于方程(6)可得

∆δ̃i(t) =
w t

t−τ

˙̃
δi(s)ds =

w t

t−τ
[Aiδ̃i(s)− fiBBTP∆δ̃i(s)]ds.

因此,利用引理5,有

∆δ̃H
i (t)P∆δ̃i(t) 6

τ
w t

t−τ
[Aiδ̃i(s)− fiBBTP∆δ̃i(s)]HP [Aiδ̃i(s)−

fiBBTP∆δ̃i(s)]ds =

τ
w t

t−τ
[δ̃H

i (s)AH
i PAiδ̃i(s)+|fi|2∆δ̃H

i (s)PBBT ×
PBBTP∆δ̃i(s)−f̄i∆δ̃H

i (s)PBBTPAiδ̃i(s)−
fiδ̃

H
i (s)AH

i PBBTP∆δ̃i(s)]ds. (10)

对于任意的常数h1 > 0,由引理3可以得出

−f̄i∆δ̃H
i (s)PBBTPAiδ̃i(s)−

fiδ̃
H
i (s)AH

i PBBTP∆δ̃i(s) =

[−fiBBTP∆δ̃i(s)]HP [Aiδ̃i(s)] +

[Aiδ̃i(s)]HP [−fiBBTP∆δ̃i(s)] 6
1
h1

|fi|2∆δ̃H
i (s)PBBTPBBTP∆δ̃i(s) +

h1δ̃
H
i (s)AH

i PAiδ̃i(s). (11)

合并不等式(10)与(11)得

∆δ̃H
i (t)P∆δ̃i(t) 6

τ
w t

t−τ
(1+h1)δ̃H

i (s)AH
i PAiδ̃i(s)ds + τ

w t

t−τ
(1 +

1
h1

)|fi|2∆δ̃H
i (s)PBBTPBBTP∆δ̃i(s)ds. (12)

类似于不等式(12)的推导过程,由σi = ri + jmi和引

理3可以得到

AH
i PAi =

[A− σiBBTP ]HP [A− σiBBTP ] 6
(1+h2)[A−riBBTP ]TP [A−riBBTP ] +

(1 +
1
h2

)m2
i PBBTPBBTP,

其中h2 > 0为常数.

由于ri > 1,那么由文献[21]中引理4可得

[A− riBBTP ]TP [A− riBBTP ] 6

[(r2
i n

2 +
1
2
rin− 1

2
rin

2)γ2 + riα]P ,

[Πiγ
2 + riα]P,

其中α = −tr(A2) > 0为常数. 基于

PBBTPBBTP 6 PBtr(BTPB)BTP 6 (nγ)2P,

与rN = max{ri, i = 2, · · · , N},可得

AH
i PAi 6

(1 + h2)[Πiγ
2+riα]P +(1+

1
h2

)m2
i (nγ)2P 6

(1+h2)[ΠNγ2 + rNα]P +(1 +
1
h2

)m2(nγ)2P,

(13)

其中m , max{|mi|, i = 2, · · · , N}. 另一方面,

∆δ̃H
i (s)PBBTPBBTP∆δ̃i(s) 6

(nγ)2∆δ̃H
i (s)P∆δ̃i(s) =

(nγ)2[δ̃i(s)−δ̃i(s−τ)]HP [δ̃i(s)−δ̃i(s−τ)]6
2(nγ)2[δ̃H

i (s)P δ̃i(s)+δ̃H
i (s−τ)P δ̃i(s−τ)]=

2(nγ)2[V (δ̃i(s)) + V (δ̃i(s− τ))]. (14)

假设对∀θ ∈ [−τ1, 0]都有V (δ̃i(t + θ)) < ηV (δ̃i(t),
其中η > 1为一待确定的常数. 那么,合并不等式(12)
−(14)有

∆δH
i (t)P∆δi(t) 6

(1 + h1)[(1 + h2)(ΠNγ2 + rNα) +

(1 +
1
h2

)m2(nγ)2]τ 2ηV (δ̃i(t)) +

4(1+
1
h1

)|f |2(nγ)2τ 2ηV (δ̃i(t)) ,

%N(h1, h2, γ)τ 2ηV (δ̃i(t)),

其中|f | , max{|fi|, i = 2, · · · , N},且

%N(h1, h2, γ) =

{(1 + h1)[(1 + h2)ΠN + (1 +
1
h2

)m2n2] +

4(1 +
1
h1

)|f |2n2}γ2 + (1 + h1)(1 + h2)rNα.

因此

V̇ (δ̃i(t)) 6 −γ[1− n(1− 2δ−1 +

l∗)%N(h1, h2, γ)τ 2η]V (δ̃i(t)).

接下来寻找4个适当的常数h1, h2, γ与η以保证

1− n(1− 2δ−1 + l∗)%N(h1, h2, γ)τ 2η > 0.

由定理中给的条件容易得到

τ 2
1 <

1
n(1− 2δ−1 + l∗)rNα

.

令∆t , [
1

n(1− 2δ−1 + l∗)rNα
− τ 2

1 ]/4 > 0与τ 2
0 ,

τ 2
1 + ∆t,则 有 τ 2

0 > τ 2
1 . 由n(1− 2δ−1 + l∗)rNα =

1
τ 2 + 4∆t

可以得出
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n(1− 2δ−1 + l∗)rNα <
1

τ 2
1 + 2∆t

.

显然存在h1 = h∗1, h2 = h∗2以使

n(1− 2δ−1 + l∗)(1 + h∗1)(1 + h∗2)rNα 6
1

τ 2
1 + 2∆t

=
1

τ 2
0 + ∆t

.

取γ = γ∗使得

n(1− 2δ−1 + l∗){(1 + h∗1)[(1 + h∗2)ΠN +

(1 +
1
h∗2

)m2n2] + 4(1 +
1
h∗1

)|f |2n2}(γ∗)2 6

1
τ 2
0

− 1
τ 2
0 + ∆t

.

因此,关系式n(1− 2δ−1 + l∗)%N(h∗1, h
∗
2, γ

∗) 6 1
τ 2
0

成

立. 选取η =
τ 2
1 + τ 2

0

2τ 2
1

> 1,可以得到

n(1− 2δ−1 + l∗)%N(h∗1, h
∗
2, γ

∗)ητ 2 6
1
τ 2
0

· τ
2
1 + τ 2

0

2τ 2
1

· τ 2
1 < 1.

结合引理4可以得出 lim
t→∞

δ̃i(t) = 0, i = 2, · · · , N ,即

趋同能够达到. 证毕.

注注注 5 值得一提的是,定理2中的趋同条件与时滞有关,

并且时滞的容许范围由网络拓扑和智能体结构决定,因此称

其为依赖于时滞的趋同条件.

注注注 6 如果矩阵[D−1LG ]是可对角化的,则前面研究

的未知的通信时滞允许为时变的. 事实上,假设τ(t)为时变时

滞并令Λ = Φ−1[D−1LG ]Φ = diag{0, λ2, · · · , λN},则基于

协议(2),多智能体系统(1)的趋同仍等价于时滞系统(6)的同

步镇定性,其中∆δ̃(t) = δ̃(t)− δ̃(t− τ(t)). 接下来的证明与

定理 1和定理 2完全相同.当网络拓扑G为无向图时,由文

献[18]可知矩阵[D−1LG ]是可对角化的并且其所有的特征值

均为实数. 因此,本文的结果将文献[18]中定长时滞推广到时

变的情形.

下面的推论研究了矩阵A的特征值全为0的情形.

推推推论论论 1 基于定理2的假设,如果矩阵A的所有

特征值均为0,则多智能体系统(1)在协议(2)下对任意
有界的通信时滞均能达到趋同.

证证证 由假设中矩阵A的所有特征值均为0可以得
到α = −tr(A2) = 0. 对任意有界时滞τ > 0,存在常

数α∗使得τ <
1√

n(1− 2δ−1 + l∗)rNα∗
. 因此,由定

理2的证明过程可知,存在参数γ∗来保证趋同.

证毕.

5 仿仿仿真真真例例例子子子(Simulation results)
假设智能体i的动力学模型为

[
ẋi1(t)
ẋi2(t)

]
=

[
0 − 1
1 0

][
xi1(t)
xi2(t)

]
+

[
0
2

]
ui(t).

容易验证,上述系统是可控的,并且Riccati方程(3)的
唯一正定解

P (γ) =




γ(γ2 + 2)
4

− γ2

4

−γ2

4
γ

2


 .

带有通信时滞的趋同协议设计为

ui(t) =
δ−1

Ni

[−γ2

2
γ ]

N∑
j=1

[xj(t− τ)− xi(t)].

基于上面的假设,本节研究下面两个例子.
例例例 1 假设网络中有4个智能体,它们之间的相互

联系用有向图G1 = {V1, E1,A1}来表示. 图G1的邻接

矩阵与Laplacian矩阵分别为

A1 =




0 1 1 0
1 0 1 1
1 1 0 1
0 1 1 0


和LG1 =




2 −1 −1 0
−1 3 −1 −1
−1 −1 3 −1
0 −1 −1 2


 .

很明显,有向图G1是强连通的. 经过简单计算可以得
到,矩阵[D−1

1 LG1 ]的非零特征值为λ2 = 1, λ3 = 4/3
与λ4 = 5/3. 容易验证例子中的条件满足定理1. 任意
给定通信时滞τ = 1,初值x1(0) = [−5, 6]T, x2(0) =
[−4, 12]T, x3 = [7,−9]T和x4 = [8,−5]T. 在趋同协
议中,取 γ = 0.15与δ = 1. 由于第1个误差系统 δ̃i(t)
≡ 0, i = 1, 2,图1−3给出了第2, 3, 4个误差系统的轨
迹.

图 1 第2个误差系统

Fig. 1 The second error systems

图 2 第3个误差系统

Fig. 2 The third error systems
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图 3 第4个误差系统

Fig. 3 The fourth error systems

例例例 2 考虑有3个智能体的网络,且网络拓扑为有

向图G2 = (V2, E2,A2),其中顶点集V2 = {1, 2, 3},

边集E2 = {(1, 2), (2, 3), (2, 1), (3, 2)}. 显然,图G2是

强连通的且矩阵[D−1
2 LG2 ]的非零特征值为λ2 = 1和

λ3 = 2.

容易验证,定理1中的条件在本例子中不满足. 基

于定理 2,取 δ = 1,则容许的时滞上界计算为 τ̄ =
0.6124. 经过分析知矩阵[D−1

2 LG2 ]是可对角化的. 接

下来,任取时变时滞τ(t) = 0.5× sin2 t. 由定理2,取

参数γ = 0.04.

图4−6给出了系统的加权平均状态及两个误差系

统的轨迹.

图 4 加权平均状态

Fig. 4 The weighted average state

图 5 第2个误差系统

Fig. 5 The second error systems

图 6 第3个误差系统

Fig. 6 The third error systems

6 结结结论论论(Conclusions)
本文研究了受未知通信时滞影响的连续时间高阶

多智能体系统的趋同问题.当系统矩阵的极点在闭左
半平面且有向拓扑为强连通图时,基于智能体的结构
和网络拓扑分别给出了独立于时滞和依赖于时滞的

趋同条件.值得一提的是,将本文的结果拓展到系统
极点在右平面和网络拓扑为时变图的情形将是下一

步的研究目标.
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