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摘要: 针对非最小相位系统的跟踪问题, 提出了一种新的基函数迭代学习控制算法. 该算法利用新型的非因
果Laguerre扩展基函数逼近系统逆传递函数,设计最优迭代学习律使系统输入收敛到系统的稳定逆,保证了控制性
能.算法不依赖于系统的先验模型,仅需以基函数信号作为系统输入进行模型辨识,减少了模型不确定性的影响.通
过对单连杆柔性机械臂这样的典型非最小相位系统跟踪问题的仿真,验证了该方法的良好效果.
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Extended Laguerre basis function based
iterative learning control for non-minimum phase systems

LIU Shan, LIU Jie
(State Key Laboratory of Industrial Control, Zhejiang University, Hangzhou Zhejiang 310027, China)

Abstract: A new iterative learning control (ILC) method based on extended Laguerre basis function is proposed for
the non-minimum phase system. The stable inversion which is an optimal and ideal solution for the non-minimum phase
system tracking problem is achieved by iteration using this method. An optimal ILC law is designed in the basis function
space to ensure the control performance. A priori model is not required in this method because a simple version of system
model can be identified in the basis function space. Compared with other model based ILC methods, this method alleviates
the influence of the model uncertainty. The effectiveness of the method is verified through a simulation on a single-link
flexible manipulator model, which is a typical non-minimum phase system.
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1 引引引言言言(Introduction)
针对重复运行的系统,迭代学习控制将前几次有

限运行时段内的系统信息合成为控制输入,实现对
目标轨迹的精确跟踪. 对于满足一定条件的系统,经
典PID型迭代学习律只需极少的模型信息,即可获得
系统对于给定跟踪轨迹的逆[1]. 然而对于非最小相
位系统,由于右半平面零点的存在,系统的逆是不稳
定的, PID型迭代学习律的误差下降速度慢,最终收
敛误差较大,甚至发散,无法满足控制要求.
针对非最小相位系统的跟踪问题, Devasia等[2]从

非线性系统的内动态出发,提出稳定逆理论.该理论
根据非最小相位系统内动态不稳定的特点, 将内动
态分解为稳定和不稳定两部分,把在[0,+∞]上的内
动态求解的初值问题放松为[−∞,+∞]上的两点边
值问题,得到了稳定但非因果的系统逆. Zhao等[3]证

明稳定逆为非最小相位系统跟踪问题的唯一能量有

界的解,是理想的控制输入,可解决非最小相位系统

的迭代学习控制问题,在迭代中得到稳定逆. Ghosh
等[4–5]将系统模型的伪逆作为学习律,采用迭代学习
的方式求解稳定逆. Sogo等[6]通过伴随系统进行系

统误差的动态反馈,在扩展的作用域上得到了系统
的稳定逆. 刘山等[7]从最优控制中的Hamilton函数
出发,通过非因果的方式求解稳定逆,并与二次型最
优迭代学习控制相结合,得到了开闭环的非最小相
位系统的迭代学习控制.这类非最小相位系统的迭
代学习控制方法虽然在理论上解决了学习控制律收

敛的问题,但都需要系统的精确模型,受模型不确定
性影响较大,不适合实际应用. 另一类针对非最小相
位系统的迭代学习控制算法更关注如何补偿非最小

相位系统相位滞后. Jeong等[8]针对离散系统, 提出
了预先与期望轨迹进行卷积的学习律,只需要知道
系统相对阶和传递函数分母多项式的阶就可保证收

敛, 但Cai等[9]指出, 该学习律存在起始阶段的瞬态
响应不理想的特点. Ye等[10]提出了分数阶的学习律
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设计,通过对上次迭代误差非因果的求解分数阶作
用,得到提前π/2,但不影响系统增益的控制律.此类
方法虽不需要精确的系统模型, 但并不能保证能够
完全补偿非最小相位系统的所有的相位滞后,所能
实现的控制效果有限.
鉴于模型信息在迭代学习律中的作用, Phan

等[11]提出了基函数型迭代学习控制. 该方法选取
一组时域内正交的基函数, 将高维离散的输入输出
信号映射到低维的基函数空间内.在运行之前,先以
基函数作为输入进行实验, 可辨识出在基函数空间
内的输入输出静态模型, 从而可以针对降维的模型
进行迭代学习控制律的设计. 运用类似的思想, Ye
等[12]提出了基于离散余弦变换(discrete cosine trans-
form, DCT)的基函数迭代学习控制的设计方法.
Hamamoto等[13]和Sugie等[14]将该方法应用到连续

系统, 提出了分解系统的逆. 基函数迭代学习控
制能以较小的成本得到适合迭代学习律设计的模

型,并且不需要系统的模型和误差的导数,从而可以
大大降低系统不确定性的影响.对于非最小相位系
统,采用频域方法设计的基函数迭代学习律未考虑
系统逆中的不稳定部分,故在实际运用中,存在最终
的跟踪误差.
本文在频域中应用新型的扩展Laguerre函数逼

近系统稳定逆. 首先采用非因果型和因果型两类基
函数分别逼近逆系统传递函数的正则部分与非正则

部分,然后将期望轨迹与所得到的Laguerre函数进行
卷积,得到有限维的基函数空间,并导出正交的基函
数,在此基础上,通过迭代学习得到理想的系统稳定
逆. 进一步给出了基函数空间内的最优型迭代学习
控制律,并拓展了参考轨迹以便算法能够在实际中
应用. 最后通过与传统方法在一般非最小相位系统
以及单柔性机械臂模型上的仿真对比, 验证了本文
方法的有效性.

2 迭迭迭代代代学学学习习习控控控制制制问问问题题题描描描述述述(Iterative learning
control problem statement)
考虑稳定的单入单出非最小相位线性系统

y(s) = G(s)u(s) + d(s). (1)

其中: G(s) =
sm + b1s

m−1 + b2s
m−2 + · · ·+ bm

sn + a1sn−1 + a2sn−2 + · · ·+ an

为

严格正则的传递函数, u(s), y(s)和d(s)分别为系统
输入、输出和干扰, n,m ∈ N且n > m. 系统至少有
一个零点位于复平面的右半平面.

本文中迭代学习控制的目标为:给定参考轨迹yd

∈ L∞[0, T ] ∩ Cr[0, T ], r为系统的相对阶,系统每次
运行的初始条件相同,误差信号为

ek(t) = yd(t)− yk(t),

设计迭代学习控制律

uk+1 = uk + K[ek(t)],

使得k →∞时, |ek(t)| → 0,其中K为算子.

非最小相位系统G(s)形式上的逆可表示为

G−1(s) = D(s) + R(s), (2)

其中D(s)和R(s)分别表示系统逆G−1(s)的非正则
和正则部分, D(s)为有理多项式:

D(s) = ars
r + ar−1s

r−1 + · · ·+ a1s + a0, (3)

阶数为G(s)的相对阶r. 系统正则部分R(s)可分解
为如下形式:

R(s) = RS(s) + RN(s), (4)

其中: RS(s)的所有极点都在复平面右半平面,
RN(s)的所有极点都在左半平面, 分别表示系统逆
正则部分的稳定和不稳定部分.

迭代学习控制的实质是寻找能最终收敛到系统

逆Ud(s) = G−1(s)Yd(s)的学习律,但对于非最小相
位系统, 由于RN(s)不稳定, 故Ud(s)不是有界稳定
的. 传统迭代学习律正是由于这个原因无法应用于
非最小相位系统的跟踪问题.

针对严格正则的非最小相位系统,可采用稳定逆
(stable inversion)结合基函数型迭代学习控制的思想
解决系统逆的不稳定问题.

3 稳稳稳定定定逆逆逆和和和基基基函函函数数数迭迭迭代代代学学学习习习控控控制制制(Stable in-
version and iterative learning control based
basis function)

3.1 稳稳稳定定定逆逆逆(Stable inversion)
针对非最小相位系统的跟踪问题, Devasia等[2]提

出的稳定逆在线性系统中表述如下:

定定定义义义 1 考虑稳定的非最小相位线性系统

ẋ = Ax + Bu, y = Cx. (5)

若给定的期望轨迹满足

yd
(i) ∈ L1 ∩ L∞, i = 0, 1, · · · , n−m,

且系统传递函数G(s)在虚轴上没有零点,则存在有
界的xd(t)和ud(t),满足

ẋd = Axd + Bud, yd = Cxd. (6)

且当t → ±∞, 有ud(t) → 0, xd(t) → 0. 称ud(t)和
xd(t)为系统的稳定逆.

稳定逆实际上是将系统的求解由t > 0扩展为
−∞ < t < +∞,将内动态不稳定的部分在(−∞, 0]
区间内反向积分, 得到稳定有界的理想输入ud ∈
(−∞,+∞).

系统稳定逆的计算需要精确的系统模型,模型不
确定性的影响对跟踪效果有着直接的影响.迭代学
习控制要求系统重复运行, 因此可利用系统的输入
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输出信息解决稳定逆的模型依赖问题.文献 [4–7]均
介绍了基于稳定逆的迭代学习控制方法, 并实现了
系统的精确跟踪, 但是以上方法仍然依赖于系统的
精确模型. 当系统的模型不精确已知时,上述方法难
以用于实际的非最小相位系统跟踪中.

本文采用基函数迭代学习控制方法解决非最小

相位系统的跟踪问题,仅通过简单的试运行方法,将
迭代学习控制转换在有限的输入输出空间中进行,
可不依赖精确的系统模型.

3.2 基基基函函函数数数迭迭迭代代代学学学习习习控控控制制制(Iterative learning con-
trol based basis function)
系统(1)的输入和输出信号属于如下由一组正交

基函数张成的空间[14]:

span{φ1, φ2, · · · , φb}, b ∈ N,

其中: φi(t) ∈ L∞[0, T ],基函数之间满足〈φi, φj〉 =
∆ij , ∆ij为Kronecker积,内积定义为

〈u, v〉 =
w tf

t0
u(t)v(t)dt.

不失一般性,将输入输出用一组有限维的基函数
ϕ = [φ1 φ2 · · · φb]T表示:

u(t) = ϕTα, y(t)=ϕTβ, (7)

其中: α = [α1 α2 · · · αb]T, β = [β1 β2 · · · βb]T为
输入输出在基函数空间中的参数表达.且满足αi =
〈φi(t), u(t)〉, βi = 〈φi(t), y(t)〉. 不考虑干扰的影响,
基函数空间系统的输入输出模型可在基函数空间表

示成β = Hα, H为b× b矩阵,其元素hij满足

hij =< φi, g(t) ∗ φj >, (8)

g(t)为系统的脉冲响应. 式(8)给出了基函数空间模
型的获取方法,即在实际的迭代学习之前,先将每一
个基函数作为系统的输入,运行得到输出后,再与基
函数作内积,从而辨识出系统在基空间中的输入输
出模型H . 由于所得到是有限空间内的简单模型,避
免了传统的机理建模所需的大量的先验知识或是基

于数据的控制方法所需要的大量的数据试验.

第k次迭代时,将上次运行的输出误差信号转化
为基函数空间表达

ek(t) = ϕTεk, (9)

其中: εk = [ε1k ε2k · · · εbk]T, εik = 〈φi(t), ek(t)〉.
本文在基函数空间内进行迭代学习,对输入αk在每

一次运行后,按式(10)调整:
αk+1 = αk + Lbεk, (10)

其中Lb为基函数空间内的迭代学习律.使用H的模

型信息,可得到系统运行的误差传递方程

εk+1 = (I −HLb)εk.

因此,该学习律收敛的充要条件为

|λi(I −HLb)| < 1, ∀i, (11)

其中λi为矩阵I −HLb的第i个特征值.

基函数迭代学习控制是将传统迭代学习控制的

输入信号ud(t)的收敛问题转换为基函数空间内的
输入α∗的收敛问题. 由基函数的选取, 以及基函数
的个数可决定系统总体的收敛误差. 最为理想的情
况是基函数的选取涵盖整个理想输入的空间, 此时
基函数空间内的收敛性能够保证系统的输出精确跟

踪理想的参考轨迹.

对于系统的非正则部分,由于

D(s)Yd(s) =

(ars
r + ar−1s

r−1 + · · ·+ a1s + a0)Yd(s),

实际上是参考轨迹及其在相对阶以内的各阶导数的

线性组合, Hamamoto等[13]提出使用参考轨迹及其各

阶导数作为基函数, 形成span{yd, ẏd, · · · , y
(r)
d }, 用

以涵盖系统的非正则部分. 对于最小相位系统的正
则部分,式(2)中的R(s) = RS(s). Hamamoto等[13]使

用了满足以下形式的Laguerre基函数在频域中对该
部分进行逼近:

Li(s) = (
√

2p

s + p
)(

s− p

s + p
)i−1,

其中: p > 0, i ∈ Z+. Laguerre函数可用于H2(Re(s)
> 0)空间中的逼近问题[15].

引引引理理理 1 若信号H(s)∈L2(R+)∩L1(R+)的系数

αi =〈Li(s),H(s)〉满足|
+∞∑
i=1

αi|<∞,则式(12)成立:

lim
n→∞

‖H(s)−
n∑

i=1

αiLi(s)‖∞ = 0. (12)

上述引理表明, 在频域上可用Laguerre函数在
H∞范数意义上逼近信号,系统逆的正则稳定的部分
RS(s)可用Laguerre函数逼近:

RS(s) = lim
n→∞

n∑
i=1

αiLi(s),

再将参考轨迹进行滤波

RS(s)Yd(s) = lim
n→∞

n∑
i=1

αiLi(s)Yd(s).

上式为Li(s)Yd(s)的线性组合, 故基函数空间可设
计成span{L1(s)yd, · · · , Ln(s)yd}. 这两部分基函数
空间的直和即为理想输入的空间

span{yd, ẏd, · · · , y
(r)
d } ⊕

span{L1(s)yd, · · · , Ln(s)yd}.
对于非最小相位系统,由于Laguerre函数不能逼

近不稳定的RN(s), 上述空间无法完全涵盖理想输
入. 文献 [13]中的方法不能实现对系统理想输入的
精确逼近.因此, 针对非最小相位系统,必须改进基
函数空间. 本文基于稳定逆求非最小相位系统逆传
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递函数的稳定解, 提出了扩展Laguerre基函数, 用以
逼近系统的稳定逆, 从而可以使用基函数的迭代学
习控制来实现非最小相位系统的精确跟踪.

4 扩扩扩展展展Laguerre基基基函函函数数数迭迭迭代代代学学学习习习控控控制制制
(Extended Laguerre basis function based it-
erative learning control)

4.1 扩扩扩展展展Laguerre函函函数数数(Extended Laguerre basis
function)
要得到非最小相位系统的稳定逆,需要将初值问

题扩展为求(−∞,+∞)上的边值问题.文献[16]利用
双边Laplace逆变换,给出了线性时不变系统的稳定
逆的频域表达:

L−1(R(s)) =
1

2πj

w α+j∞

α−j∞
estR(s)ds =





∑
Re (pn)>α

Res(estR(s), pn), t > 0,

∑
Re (pm)<α

−Res(estR(s), pm), t < 0,
(13)

其中: Res为留数运算, {pn}和{pm}分别为传递函数
稳定和不稳定的极点集合, s = α是G(s)收敛域的分
界线, 在系统传递函数为有理函数时, α = 0. 为保
证双边Laplace逆变换的计算稳定性,对于不稳定的
RN(s), 可令s′ = −s, 得到稳定的RN(−s′), 然后再
进行逆变换的积分运算

L−1[RN(s)] =
1

2πj

w +j∞

−j∞
e−s′tRN(−s′)d(−s′) =

− 1
2πj

w −j∞

+j∞
e−s′tRN(−s′)ds′ =

1
2πj

w +j∞

−j∞
es′(−t)R(−s′)ds′,

即

L−1[RN(s)] = L−1[RN(−s′)](−t). (14)

因此, 依照稳定逆的概念, 系统的正则不稳定部分
RN(s)的逆变换可以先求RN(−s′)的Laplace逆变换,
再进行时域上的反转,从而得到稳定有界的解. 虽然
Laguerre函数无法逼近不稳定的RN(s),但是该函数
可先逼近RN(−s), 然后再经过同样的双边Laplace
逆变换与时域反转. 这就是本文提出扩展Laguerre
函数所采用的基本思想.

定定定义义义 2 称以下函数序列{Li
−(s)}i=1,··· ,n−和

{Li
+(s)}i=1,··· ,n+为扩展Laguerre基函数:

Li
−(s) =

√
2p

s− p
(
s + p

s− p
)i−1,

Li
+(s) =

√
2p

s + p
(
s− p

s + p
)i−1,

其中: p ∈ R+, Li
+(s)为传统的定义在Re(s) > 0上

的Laguerre基函数, Li
−(s)定义在Re(s) < 0 .

尽管Li
−(s)在Re(s) > 0上不稳定, 无法构成稳

定的正交函数系,但是该组函数可用于在双边拉氏
逆变换意义上实现对系统不稳定部分的逼近.

定定定理理理 1 对于正则传递函数RN(s),若其所有极
点均在右半平面,则存在实数序列{αi|αi∈R},满足

L−1[RN(s)] = lim
n→∞

n∑
i=1

αiL−1[Li
−(s)]. (15)

证证证 考虑传递函数RN(−s) ∈ H2(Re(s) > 0) ∩
H1(Re(s) > 0),根据引理1有

RN(−s) = lim
n→∞

n∑
i=1

αiLi
+(s),

对上式进行双边Laplace逆变换

L−1[RN(−s)] =
1

2πj

w +j∞

−j∞
estRN(−s)ds =

1
2πj

w +j∞

−j∞
est( lim

n→∞

n∑
i=1

αiLi
+(s))ds =

lim
n→∞

n∑
i=1

αi

1
2πj

w +j∞

−j∞
estLi

+(s)ds.

根据式(14)可知性质Li
−(s) = −Li

+(−s),由上式可
知RN(s)的双边Laplace逆变换

L−1[RN(s)] = L−1[RN(s)(−s′)](−t) =
1

2πj

w +j∞

−j∞
es′(−t)

n∑
i=1

αiLi
+(s′)ds′ =

1
2πj

w +j∞

−j∞
est

n∑
i=1

αi(−Li
+(−s))ds =

L−1[ lim
n→∞

n∑
i=1

αiLi
−(s)] = lim

n→∞

n∑
i=1

αiL−1[Li
−(s)].

证毕.

利用该定理, 可实现在双边Laplace逆变换意义
下用扩展Laguerre基函数中的Li

−(s)逼近系统逆中
不稳定的部分RN(s). 系统逆在频域中的表达为

Ud(s) = D(s)Yd(s) + (RN(s) + RS(s))Yd(s).

对应正则稳定部分可由RS(s)通过单边Laplace逆变
换,再与参考轨迹进行卷积运算得到;对于不稳定的
部分,则可如下求解:

L−1[RN(s)Yd(s)] =

L−1[RN(−s′)Yd(−s′)](−t). (16)

即不稳定部分针对期望轨迹的逆可通过将期望轨迹

按时域反转,经过稳定的RN(−s′)滤波后,再将卷积
的结果按时域反转得到. 上式的定义范围在(−∞,

+∞),是双边Laplace逆变换结果,实质上是稳定逆.

在频域中用扩展Laguerre基函数逼近RS(s)和
RN(s),

(RS(s) + RN(s))Yd(s) ≈
n1∑
i=1

L−i (s)Yd(s)+
n2∑
i=1

L+
i (s)Yd(s).

将频域基函数与参考轨迹的卷积作为基函数

{bi
−(t)|bi

−(t) = L−1[L−i (s)Yd(s)]}i=1,··· ,n1 ,
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{bi
+(t)|bi

+(t) = L−1[L+
i (s)Yd(s)]}i=1,··· ,n2 ,

因此,系统正则的部分位于以下空间:

span{b−1 , b−2 , · · · , b−n1
} ⊕

span{b+
1 , b+

2 , · · · , b+
n2
}.

对于系统的非正则部分, 可按文献 [13]的方法选择
yd(t)及其1到r阶导数为基函数. 综合得到

span{yd, ẏd, · · · , y
(r)
d } ⊕

span{b−1 , · · · , b−n1
} ⊕ span{b+

1 , · · · , b+
n2
}, (17)

其中3部分空间别对应着稳定逆中的非正则部分、
正则不稳定部分、正则稳定部分, 从而实现对整个
稳定逆所在空间的覆盖.

当系统与给定的参考轨迹满足定义 1的条件时,
总可以找到一组参数{αi

−|αi
− ∈ R}i=1,··· ,n1 , {αi

+|
αi

+ ∈ R}i=1,··· ,n2 , {di}i=0,1,··· ,r满足

ud(t) =
r∑

i=0

diȳ
(i)
d + lim

n1,n2→∞
(

n1∑
i=1

αi
−b̄−i +

n2∑
i=1

αi
+b̄+

i ), (18)

其中{ȳ(i)
d }与{b̄−i }, {b̄+

i }是由空间(17)导出的正交函
数系,其定义域处于(−∞,+∞).

4.2 最最最优优优迭迭迭代代代学学学习习习律律律的的的设设设计计计(Optimal iterative
learning control law design)
在系统模型未知的情况下,使用扩展Laguerre基

函数设计的迭代学习控制律可以保证收敛到系统的

稳定逆.

在基函数空间内的,迭代学习律的设计可以参考
的重要信息是模型阵H ,由收敛条件(11),一种直观
的设计是令学习律阵Lb = H−1,但是H并不能保证

是非奇异的. 本文采用模型最优迭代学习律的设计
方法避免这一问题.在基函数空间内,考虑以下最优
指标:

Jk+1(αk+1) = ‖εk+1‖2
Qw

+ ‖αk+1 −αk‖2
Rw

=

εT
k+1Qwεk+1+(αk+1−αk)TRw(αk+1−αk). (19)

注意到εk+1 = εk − H(αk+1 −αk), 可以得到最优
迭代学习律

αk+1 = αk + [Rw+HTQwH]−1HTQwεk. (20)

在保证满足收敛条件(11)的同时,可以调整矩阵Rw,
Qw,达到学习律的性能要求. 恰当选取的Rw, Qw可

在收敛速度和跟踪精度等指标上具有非常好的效

果.

4.3 扩扩扩展展展Laguerre基基基函函函数数数个个个数数数的的的选选选取取取(Selection
of the number of extended Laguerre basis func-
tions)
在基函数的迭代学习控制中,基函数个数的选取

在保证输出跟踪精度方面具有重要的作用. 本文提

出的扩展Laguerre基函数控制应用3种基函数逼近稳
定逆的非正则部分、正则稳定部分、正则不稳定部

分. 其中非正则部分的输入空间,是由参考轨迹及各
阶导数项所张成,在知道系统的相对阶的前提下,取
系统的参考轨迹与前r阶导数,共r +1个基函数即可
完备涵盖这部分空间. 对于系统正则稳定部分,需要
用Laguerre基函数在频域内逼近式(4)中的RS(s). 文
献 [17–18]中给出了估计跟踪精度和基函数个数与
参数选择的方法.

引引引理理理 2 若频域传递函数G(s)∈H2,则存在Nε

> 0,满足

|G(s)−
Nε∑
i=1

αiLi(s)| < ε. (21)

引引引理理理 3 若引理2成立, RS(s)在虚轴上连续,且
可以找到θ > 0,满足αi < θi,则逼近误差满足

E(ω) = |
∞∑

i=Nε+1

αiLi| 6 M(ω)|
∞∑

i=Nε+1

αi| 6

M(ω)|
∞∑

i=Nε+1

θi| = M(ω)
θNε

1− θ
, (22)

其中M(ω) = |Li(jω)| 6
√

2/p, i = 0, 1, · · · .
对正则稳定的部分, 可利用引理3, 根据M(ω),

θ以及所期望的误差,推出基函数的个数Nε.

对于正则不稳定部分, 可将期望轨迹yd(t)延拓
到(−∞,+∞),并按时域反转,然后将yd(−t)通过稳
定的RN(−s)滤波. 由于RN(−s) ∈ H2, 满足引理2,
因此,也可应用引理3来根据所需要的逼近精度来确
定所需要的基函数的个数.

4.4 控控控制制制的的的实实实际际际运运运行行行方方方式式式(Practical control mode)
非最小相位系统的扩展Laguerre基函数迭代学

习控制的输入要求定义在(−∞,+∞)上, 实际上这
是不能实现的. 注意到系统稳定逆在正负无穷两个
方向上都趋近于0, 一般的系统,如果其极点不是非
常靠近虚轴, 都可以在超出参考轨迹作用范围以外
不远的地方收敛到很小的值. 因此, 为使控制能够
实际运行,将给定的参考轨迹在上作适当的延拓[7]:
设迭代学习的控制输入ud(t) ∈ [t0, tf ],其中t0 < 0,
tf > T , 将参考轨迹yd ∈ [0, T ]延拓到t ∈ [t0, 0]与
t ∈ [T, tf ]上,并满足下式:

yr(t) =





0, t ∈ [−∞, t0],
r1(t), t ∈ [t0, 0],
yd(t), t ∈ [0, T ],
r2(t), t ∈ [T, tf ],
0, t ∈ [tf ,+∞],

(23)

其中若yd(t0)或yd(tf)不为零, 则r1(t)或r2(t)设计成
平滑过渡到0的形式. 这样对yr(t)的卷积运算得到的
结果就可与稳定逆所在的区间一致.
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在基函数的迭代学习控制时,需要在前期进行以
基函数为输入的的辨识试验, 实验次数与基函数维
数相同.如果基函数数量较多,则需要付出较多的实
际运行代价. 而使用扩展Laguerre基函数,只需要进
行很少次的辨识实验.

对于稳定部分的基函数,注意到Laguerre基函数
的特殊形式

G(s)Li(s)Yd(s) = G(s)L1(s)(
s− p

s + p
)i−1Yd(s) =

(
s− p

s + p
)i−1G(s)L1(s)Yd(s).

所以可将b+
1 = L+

1 (s)Yd(s)输入系统, 进行一次辨

识实验, 所得到的输出G(s)L1(s)Yd(s), 再通过计

算该输出通过滤波器(
s− p

s + p
)i−1的结果, 得到第i组

Laguerre基函数的实验数据.

同样,对于不稳定部分的基函数,可以将基函数
b−1 = L−1 (s)Yd(s)输入系统,得到输出y−1 ;再将y−1经

过(
s− p

s + p
)i−1滤波, 得到ỹ−i ; 然后将ỹ−i 按时域反转,

得到第i次辨识实验的输出.

因此,采用扩展Laguerre基函数进行迭代学习控
制,对于稳定和不稳定的基函数,分别只需做一次试
验,就可以得到所有需要的辨识试验数据. 与其他类
型的基函数迭代学习控制相比,可以大大减少辨识
实验的次数,降低运行成本.

算法实际运行时,若采样时间间隔为TS ,总采样
数为N ,则第k次迭代运行的输入uk可离散化得到向

量uk:

uk , (uk(0), uk(TS), · · · , uk(NTS))T ∈ RN+1,

通过同样的方式,可将迭代过程中的各变量yk, y
(i)
d ,

b+
i , b−i 和ek分别离散化为相应的向量yk, y

(i)
d , b+

i ,

b−i 和ek

本文提出的非最小相位系统的扩展Laguerre基
函数迭代学习控制算法总结如下:

1) 将参考轨迹进行延拓, 计算出yd, ẏd, · · · ,

y
(r)
d ;

2) 通过运行试验,得到b−1 , b+
1 ;

3) 经过滤波得到整组基函数,并组成矩阵

B = [yd ẏd · · · y
(r)
d b+

1 · · · b+
n1

b−1 · · · b−n2
].

将B进行QR分解[14]

B = QR,

这里, Q为正交阵,可作为时域到基函数域的转换矩
阵. 令k为迭代的次数

εk = QTek, αk = QTuk, βi = QTyk,

其中εk, αk和βk分别为系统的运行误差ek、输入uk

和输出yk在基空间上的表达;

4) 根据式(8),系统在有限的输入输出空间的模
型为

G = g(t) ∗B, (24)

使用转换矩阵Q, 可以得到基函数域中的输入输出
模型阵

H =QTG;

5) 每次运行后,将误差ek转换到基函数域,按照
式(9)和式(10)进行迭代学习, 直到误差ek收敛到满

意的范围为止.

整个迭代运行过程可简要用图1表示.

图 1 Laguerre基函数迭代学习控制

Fig. 1 Laguerre basis function based iterative learning control

5 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulation)
例例例 1 考虑以下非最小相位系统的轨迹跟踪:

G(s) =
(s + 3)(s− 2)

(s + 0.2948)(s2 + 9.705s + 27.14)
.

给定t ∈ [0, 6]上的期望轨迹为

yd(t) = 0.1t2(6− t) sin(0.5πt).

在扩展Laguerre基函数的迭代学习控制中,参考轨迹
延拓为

yr(t) =

{
yd(t), t ∈ [0, 6],
0, t ∈ [−2, 0] ∪ [6, 8].

Laguerre基函数的参数p = 1, 采用12个基函数. 应
用同样的参数设置, 分别用传统Laguerre基函数迭
代学习控制[13]和本文提出的扩展Laguerre基函数迭
代学习控制进行仿真. 图2为用传统的Laguerre基函
数迭代学习控制的跟踪结果,在整个轨迹跟踪的初
始阶段的误差较大,且随着迭代的进行不能再减小.
图3为扩展Laguerre基函数迭代学习控制的结果,系
统输出已经与参考轨迹重合.

图4将两种方法的误差随迭代次数变化的情况
进行了对比. 传统的基函数迭代学习律在15次迭代
后,误差就几乎停止减小,留有较大的余差. 而扩展
Laguerre基函数迭代学习律能保证消除余差. 这是
由于传统的基函数空间无法涵盖系统稳定逆的不稳

定部分的空间,不管基函数个数取得如何多,总会存
在较大的余差. 而扩展Laguerre函数迭代学习律可
以保证输入输出空间可以完全的被扩展基函数空间

涵盖,因而可以有效消除余差,并在基函数个数足够
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多的情况下可以实现极高的精度.

图 2 传统Laguerre基函数ILC的输出
Fig. 2 System output of traditional Laguerre basis

function based ILC

图 3 扩展Laguerre基函数ILC的输出
Fig. 3 System output of extended Laguerre basis

function based ILC

图 4 传统和扩展Laguerre基函数ILC的误差对比
Fig. 4 Error comparison between traditional and extended

Laguerre basis function based ILC

例例例 2 输入为关节力矩T ,输出为机械臂末端位
置Y的柔性机械臂频域模型可表示为

Y (s)
T (s)

=
L

ITs2
+

1
IT

N∑
i=1

φi(L)φ′i(0)
s2 + 2ζiωis + ωi

2
,

其中: L为柔性机械臂的长度, IT为转动惯量, φi(x)
为第i个振动模态, ωi为第i个振动的自然角频率; ζi

是振动的阻尼比. 若L = 0.5m, IT = 0.44 kg · m2,
取前3个振动模态, 则得到的系统具有3个处于复平
面右半平面的零点,为典型的非最小相位系统.假设
t ∈ [0, 1]上的末端参考轨迹为

yd(t) =
π

2
[−f6(t) + 3f4(t)− 3f2(t) + 1],

其中f(t) = 2(t− 0.5). 在扩展Laguerre基函数迭代
学习控制中,参考轨迹延拓为

yr(t) =

{
yd(t), t ∈ [0, 1]
0, t ∈ [−1, 0] ∪ [1, 2],

Laguerre基函数的参数p = 3,采用24个基函数. 应用
同样的参数设置,分别用本文提出的扩展Laguerre基
函数迭代学习控制和传统Laguerre基函数迭代学习
控制进行仿真. 图5为用传统的Laguerre基函数迭代
学习控制的跟踪结果,其中起始和结束阶段留有较
大的余差. 而图6显示扩展Laguerre基函数迭代学习
控制取得了精确的跟踪效果.

图7中给出了两种方法的误差随迭代次数变化的
曲线,可以看出扩展Laguerre基函数方法消除了传统
的Laguerre基函数方法留下的余差.

图 5 传统Laguerre基函数ILC的输出
Fig. 5 System output of traditional Laguerre basis function

based ILC

图 6 扩展Laguerre基函数ILC的输出
Fig. 6 System output of extended Laguerre basis function

based ILC
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图 7 传统和扩展Laguerre基函数ILC的误差对比
Fig. 7 Error comparison between traditional and extended

Laguerre basis function based ILC

6 结结结论论论(Conclusions)
本文提出了一种新的基函数迭代学习控制算法,

在基函数迭代学习控制的框架下,通过对Laguerre基
函数进行扩展,使之在双边Laplace变换的意义下,实
现对稳定逆的逼近.由于扩展Laguerre基函数所张成
的空间能够包含系统稳定逆, 从该空间所导出的基
函数系经过迭代学习,使系统的输入最终收敛到稳
定逆. 从而可以在不精确知道系统模型的条件下,解
决非最小相位系统的迭代学习跟踪问题.并且通过
进行对普通非最小相位模型和柔性机械臂模型进行

了数值仿真,结果验证了该方法的有效性.
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