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摘要:集员辨识所需的系统噪声边界在现实应用中往往难于精确确定,通常采取的过估边界将导致算法性能的
退化. 本文针对缺乏足够先验噪声边界知识下的集员辨识问题进行了相应的研究,通过对输入干扰和测量误差的
有界假设,将系统噪声边界建模为一个依赖于模型参数的时变量,由此提出了一种根据估计参数自适应调定噪声边
界的改进最优定界椭球辨识算法,避免了过估噪声边界假设引起的保守性增大的缺陷,提高了算法的收敛速度.仿
真中将本文提出的改进算法和带固定过估噪声边界的原始算法进行了比较,表明了该方法的有效性.
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adaptive noise bounding
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Abstract: In the set-membership identification (SMI), it is difficult to precisely determine the bounds of the system
noise in most real applications. The widely used over-estimated bounds will deteriorate the performance of the algorithm.
We investigate this problem when the a priori knowledge of the noise bound is insufficient. Under the assumptions of
bounded system inputs and measurement errors, we model the noise bound as a time-varying variable depending on some
model parameters. We propose an enhanced optimal bounding ellipsoid (OBE) identification algorithm with adaptive
bound-tuning to adjust the noise bound based on the estimated parameters, which prevents the increased conservation from
the overestimated bound assumption and improves the convergence rate of the algorithm. Simulation results show higher
effectiveness of the proposed algorithm than that of the conventional algorithm with fixed over-estimated noise bound.
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1 引引引言言言(Introduction)
传统的系统辨识问题是在给定系统模型结构的

前提下, 利用输入数据和系统响应的输出数据, 按
照一定的优化准则(例如最小二乘准则)估计模型中
存在的未知参数的过程. 然而实际应用中的输入
数据和输出的观测数据往往都存在着不确定性, 因
此在利用这些数据进行参数辨识时, 必须考虑各
种不确定性的影响.目前的主流方法是将模型中存
在的不确定性假定为满足某种概率分布假设的随

机过程, 从而可采用常规的随机概率估计方法, 例
如Kalman滤波[1]或粒子滤波[2]等, 来对系统参数进
行估计.此类概率辨识方法的主要缺陷在于所需的
概率分布假设在现实很难得到满足, 由此导致了基
于更为合理的未知但有界噪声(unknown-but-bound-
ed, UBB)假设的集员辨识方法的广泛应用[3].
与概率辨识方法相比, 集员辨识(SMI)方法无需

太多的先验条件, 仅仅要求噪声满足UBB假设, 这
一点在实际系统中通常能够得到保证. 另一方面,
集员辨识方法并非估计单独的一个参数值,而是能
够获得保证包含真实模型参数的可行解集, 从而可
提供参数的严格边界估计,便于实现与鲁棒控制方
法和最优规划方法的结合.大体上集员辨识方法可
根据可行解集的近似形式分类为棱正交体定界方

法[4]、椭球定界方法[5–6]、超平行体定界方法[7]和全

对称多胞形定界方法[8–9]等等,其中椭球算法以其形
式简洁和便于计算的优点应用最广泛.椭球定界辨
识方法具有统一的形式[3], 然而参数的选择随优化
准则的选取各不相同, 例如最小椭球体积方法、最
小椭球迹方法以及最小性能指标上界方法等等[5–6].

上述集员辨识方法大都针对噪声边界已知的情

形,然而对于现实中大多数应用来说,噪声边界一般
很难精确确定, 如果采用过估计的方法将会导致算
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法的性能出现退化. 为了解决这个问题,有必要对噪
声自身的边界进行估计[10–11]. 由此, 本文提出了一
种基于自适应噪声定界机制的改进集员辨识算法,
通过对输入数据和测量数据的有界误差假设, 将噪
声边界表示为一个与待估参数相关的变量, 从而可
自适应地对噪声边界进行估计和调节, 克服了传统
集员辨识方法采用过估边界带来的性能退化问题.

2 椭椭椭球球球集集集员员员辨辨辨识识识方方方法法法(Ellipsoidal SMI)
2.1 集集集员员员辨辨辨识识识框框框架架架(Uniform framework of SMI)
考虑具有如下参数线性化形式的SISO线性回归

系统模型:
yk = a1yk−1 + · · ·+ apyk−p +

b0uk + · · ·+ bquk−q + εk, (1)

其中: a1, a2, · · ·, ap和b0, b1, · · ·, bq为n = p+ q +1个
需要辨识的未知模型参数; {uk, k = 1, 2, · · · }为输
入量序列; {yk, k = 1, 2, · · · }为输出的观测序列;
{εk, k = 1, 2, · · · }为模型干扰或噪声序列, 且满足
如下的有界误差条件:

|εk| 6 γk. (2)

如果令

xk = [yk−1 · · · yk−p uk · · · uk−q ]T, (3)

θ = [a1 · · · ap b0 · · · bq ]T, (4)

则可将式(1)转化为如下的模型辨识标准形式:

yk = θTxk + εk, (5)

其中: θ ∈ Rn为需要辨识的未知参数矢量, 而xk ∈
Rn为由已知的输入量和输出量构成的观测矢量.

集员辨识的基本思想即为在有界误差假设下,在
参数空间求解一个与输入数据序列{uk}、测量数据
序列{yk}和噪声边界条件(2)相一致的可行解集(fea-
sible solution set, FSS).从上文可以得出,参数在k时

刻观测得到的可行解集具有如下的带(strip)形式:

Sk = {θ ∈ Rn|‖yk − θTxk‖ 6 γk}. (6)

现假设参数的先验信息为θ ∈ Θ0, 其中Θ0为参

数空间的一个有界集合,则参数在k时刻的可行解集

由Θ0和所有带Si(i = 1, 2, · · ·, k)的交集构成，即有

FSSk = Θ0∩(
k⋂

i=1

Si). (7)

上式可通过迭代的方式进行求解. 在一定条件
下,随着样本容量的增大,可行解集会逐渐收敛于真
实参数值或其附近的一个邻域,则可称集员辨识方
法是收敛的.

2.2 最最最优优优定定定界界界椭椭椭球球球集集集员员员辨辨辨识识识(OBE based SMI)
考虑到可行解集FSSk的形状一般无法确定, 甚

至可能是非凸的,因此直接对其进行计算比较困难.

一种替代方案是采用规则集合来近似可行集, 例如
棱正交体、椭球、超平行体和全对称多胞形等等. 其
中椭球方法由于其计算的简便性使用最为广泛,其
基本思想是采用如下形式的椭球对可行解集进行外

包近似:

FSSk ⊆ E(θk, Pk) =

{θ ∈ Rn|(θ − θk)TP−1
k (θ − θk) 6 1}, (8)

其中: θk为椭球中心, 一般视为参数的点估计结果;
包络矩阵Pk ∈ Rn×n决定椭球的形状, 且需要满足
对称正定性. 此外可定义协方差矩阵为Ck = P−1

k .
由此参数的可行解集可通过迭代形式的最优定界椭

球方法进行求解.

设k− 1时刻的参数可行解集为E(θk−1, Pk−1)，
则k时刻的参数可行解集E(θk, Pk)可计算如下[3]:

θk = θk−1 + λkPkxkek, (9)

Pk =
κk

αt

[Pk−1 − λkPk−1xkx
T
k Pk−1

αk + λkGk

], (10)

其中:

Gk = xT
k Pk−1xk, (11)

ek = yk − θT
k−1xk, (12)

κk = αkκk−1 + λkγ
2
k −

αkλke
2
k

αk + λkGk

, (13)

而协方差矩阵的更新形式为

Ck = P−1
k = αkCk−1 + λkxkx

T
k . (14)

OBE算法的初值一般可根据Θ0的外包椭球参数

进行选取. 当Θ0未知时一种保守的选取方式为

θ0 = 0, κ0 = 1, P0 =
1
µ

I, (15)

其中: I表示n维单位矩阵; µ为一个较小的正数, 一
般取值为µ = 10−4.

需要注意的是OBE算法中存在两个参数αk和λk,
其选取关系到最终可行解集的大小, 因此需要根据
某种椭球优化准则进行求解, 例如最小体积椭球准
则mindet(Pk)、最小迹椭球准则min tr(Pk)和最小
性能指标上界优化准则min sup(κt)等优化原则.详
细的计算过程可参考文献[5–6].

3 自自自适适适应应应噪噪噪声声声定定定界界界(Adaptive noise bounding)
现实中可获取的噪声边界的先验知识往往并不

是完备的,导致噪声的边界很难精确确定. 一般可采
用过估计的方法对噪声边界作出远大于实际情况的

假设. 这种过估计方法会大大影响集员辨识算法的
性能,使可行解集的保守性增大,并降低算法的收敛
速度.为此本文考虑对系统噪声边界γ进行自适应估

计和调整, 一个较为合理的假设是噪声边界依赖于
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模型参数,即

|εk| 6 γk(θ). (16)

辨识模型中的系统噪声εk一般来源于系统的输

入噪声、测量噪声和模型误差. 这里为了简化问题,
仅仅考虑只存在输入噪声和测量噪声的情形, 两者
在实际应用中可根据执行器和传感器的物理性能而

获得较为准确的边界. 对于可加性输入噪声的情形,
假设存在输入噪声vk,使得u′k = uk + wk,其中输入
噪声满足如下有界条件:

|wk| 6 βk. (17)

对于测量噪声,则可将其假设为有界噪声

|vk| 6 ηk. (18)

将上面两个假设条件代入系统模型(1)得到

yk = θTxk + ε′k, (19)

其中真实系统噪声ε′k由两部分构成

ε′k = b0wk + · · ·+ bqwk−q + vk =

θT
p+1:n[wk · · · wk−q]T + vk, (20)

式中θp+1:n表示由参数的后q + 1个分量组成的矢量.
上式表明了系统噪声ε′k的边界并不是固定的, 而是
依赖于待估计的参数, 即验证了假设(16)的合理性.
进一步推导可得

|ε′k| = |b0wk + · · ·+ bqwk−q + vk| 6
|b0||wk|+ · · ·+ |bq||wk−q|+ |vk| 6
βk (|b0|+ · · ·+ |bq|) + ηk. (21)

从而将原问题转化为求如下的优化问题求解:

max ‖θp+1:n‖1
= |b0|+ · · ·+ |bq|,

s.t. θ ∈ E(θ∗, P ∗), (22)

其中E(θ∗, P ∗)表示参数的可行椭球解集,在迭代中
可采用当前参数可行椭球解集E(θk, Pk)来表示,从
而每一步迭代的噪声边界可以通过求解上述半定优

化(semidefinite programming, SDP)问题[12]进行估计.
本文给出了一种近似边界估计方法如下.

根据k时刻的参数估计椭球,可得到各个参数分
量的边界为(对于j = 0, 1, · · · , q)

bk,j −
√

dk,j 6 bj 6 bk,j +
√

dk,j, (23)

其中: bk,j为k时刻椭球中心的第p + j + 1个分量,而
dk,j为对应包络矩阵Pk的第j个对角线元素.进而有

b∗k,j = max{|bk,j|} =




bj,max, bj,min > 0,

abs(bj,min), bj,max 6 0,

min(abs(bj,min), bj,max ), 其他,

(24)

其中:

bj,min = bk,j −
√

dk,j, bj,max = bk,j +
√

dk,j.

从而可取系统噪声的自适应边界为

γk(θ) = βk(b∗k,0 + · · ·+ b∗k,q) + ηk. (25)

通过式(25),系统噪声的边界可根据当前的参数
估计进行自适应调定, 从而降低了可行解集的保守
性,提高了算法的收敛速度.由于参数的可行解集将
最终收敛于真实参数值或者附近的一个邻域,因此
根据式(25), 系统噪声的边界估计也必将收敛于真
实值或者其附近的一个邻域,从而保证了本噪声边
界自适应调整算法的收敛性.

4 仿仿仿真真真实实实验验验(Simulation experiments)
仿真中考虑如下的SISO系统:

yk = −yk−1 + uk + εk, (26)

其中真实参数值为θ = (−1, 1)T; 输入量uk为一个

高斯分布N [0, 1]产生的随机信号;测量噪声假设为
[−1, 1]上的均匀分布, 即有ηk = 1; 输入噪声为零
均值的均匀分布, 其边界分βk = 0.01, 0.1, 1这3个
级别分别进行仿真; 初始输出测量值设为y1 = 0.2,
y2 = 0.4; 真实的系统误差ε′k = wk + vk为边界值

等于βk + ηk的零均值均匀分布.仿真中将本文提出
的具有自适应噪声边界调整机制的改进集员辨识方

法(adptive SMI, ASMI)与传统的具有固定过估计系
统噪声边界的集员辨识方法(SMI)进行比较,两种辨
识方法的初始取值按式(15)进行设定, 噪声的过估
计边界值取为γk = 2(βk + ηk). 仿真中的迭代总步
数为N = 5000.

图1--6给出了βk = 0.01时两种方法的比较结果,
包括参数θ2估计值(取椭球中心为估计值)和边界的
比较、算法收敛性的比较、性能指标κk的比较以及

最终得到的可行解集的比较. 其它不同βk值的比较

结果与之类似. 相应的定量比较例如参数估计的最
小均方差(MSE)、迭代时间和可行解椭球体积V的

比较如表1所示,其结果取20次计算的平均值.

图 1 参数估计

Fig. 1 Parameter estimation
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图 2 参数边界估计

Fig. 2 Parameter bounds estimation

图 3 ASMI的噪声边界调定

Fig. 3 Noise bounds tuning of ASMI

图 4 收敛性比较

Fig. 4 Convergence comparison

图 5 性能指标比较

Fig. 5 Performance index comparison

图 6 可行解集比较

Fig. 6 Feasible sets comparison

表 1 ASMI和SMI比较
Table 1 Comparison between ASMI and SMI

βk 算法 MSE(θ1) MSE(θ2) 时间/s 体积V

0.01 SMI 0.0009 0.0011 0.2322 0.0058
0.01 ASMI 0.0005 0.0006 0.2394 0.0021
0.1 SMI 0.0013 0.0021 0.2415 0.0055
0.1 ASMI 0.0008 0.0009 0.2427 0.0032
1 SMI 0.0027 0.0022 0.2436 0.0081
1 ASMI 0.0012 0.0016 0.2456 0.0044

从上述比较来看, 两种方法均能够逐渐收敛到
真实参数, 且所需要的迭代时间基本相当, 从算法
来看, 两者的时间复杂度相同,但ASMI算法由于其
采用的噪声边界自适应调定导致迭代时间略高. 从
图3中可观察到ASMI对噪声边界γk的估计逐渐收

敛于真实值βk + ηk, 表明了参数自适应机制的有
效性,由此带来的ASMI方法相对于SMI的优越性主
要体现在: ① 可行解集具有更低的保守性, 表现
在参数边界更小(见图2)、每步迭代得到的椭球体
积更小(见图4), 且最终可行解集体积更小(见图6和
表1的体积比较);② ASMI估计得到的参数的MSE往
往优于SMI(见表1的参数MSE比较), 注意这是20次
运行结果取平均得到的结论,单个运行结果并不能
保证这一点. 另外需要注意的是, 对于集员方法而
言, 椭球内的各个可能的估计点均为等概率的, 这
里的参数估计结果取的是椭球的中心点, 事实上
椭球的边界估计结果更有意义; ③ ASMI算法的性
能指标κk要优于SMI,其值更小且更为稳定(见图5);
④ ASMI算法的收敛速度更快(见图4). 这些方面的
比较均表明了本文所提出的方法的有效性和相对于

传统方法的优越性.

5 结结结论论论(Conclusion)
本文提出了一种带有自适应噪声边界调整机制

的集员辨识方法, 通过对噪声来源的分析将其边界
值表达为依赖于参数的时变量, 从而使得估计得到
的噪声边界收敛于真实的系统噪声, 克服了传统方
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法由于噪声边界过估所引起的性能退化问题,改进
了可行解集的保守性和收敛速度.由于现实应用中
的输入噪声和观测噪声往往能够根据执行器和传感

器准确确定, 因此本文中所提出的噪声来源假设和
相应的噪声自适应调定机制较之过估计更为合理,
改进了常规集员辨识的性能,具有很好的实用性.
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