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摘要:针对有限时间线性二次型最优控制问题,提出了一种新的求解方法—–信息融合估计方法. 基于线性最小
方差估计准则下的融合估计理论,通过融合期望状态轨迹、理想控制策略等软约束信息,分别采用集中式融合和序
贯式融合两种信息处理方法,求得最优状态调节器问题的最优融合控制序列. 进一步从理论上论证了序贯式融合
控制方法与传统最优控制方法的一致性,并通过直流电机系统的数值仿真也验证了集中式和序贯式融合控制方法
与传统最优控制方法的等效性,从而统一了最优估计与最优控制问题,并为最优控制问题提供了一种新的求解方
法.
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Finite-time information fusion for linear quadratic optimal control
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Abstract: For the finite-time linear quadratic optimal control problem, we propose a novel solving method — informa-
tion fusion estimation method. Based on the fusion theory with minimum variance linear estimation criterion, the informa-
tion of the desired state trajectory and the desired control strategy is fused to obtain the optimal fusion control sequence
for the optimal state regulator by using the centralized and the sequential information fusion methods, respectively. The
consistency between the sequential information fusion control method and the traditional optimal control method is theo-
retically proved. Numerical simulation results of a DC motor system show the equivalence of the centralized fusion control
method, the sequential fusion control method and the traditional optimal method, thus unifying the optimal estimation and
the optimal control and providing a novel method for optimal control problem.
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1 引引引言言言(Introduction)
线性二次型(linear quadratic, LQ)最优控制是最

优控制理论中最为成熟的部分, 因其控制律为简单
的线性形式而在工程中得到广泛应用. 最优控制问
题的传统求解方法主要有极大值原理法、动态规划

法、李雅普诺夫法和矩阵配方法等[1–2]. 然而, 传统
最优控制方法不适合处理控制受限约束、状态和控

制时滞、输入输出相关、非线性系统等情形. 近年来,
针对具有非线性、时滞性、受干扰、不确定性、状态

约束等特性的实际系统,如何设计出有效的最优或
近优控制律, 已成为最优控制理论研究的热点[3–4].
信息融合是20世纪70年代出现的数据融合技术的延
拓和发展,已被广泛应用于众多军事和民用领域.信
息融合本质上是按照一定准则对多源信息进行分析

和综合以完成估计、控制等决策. 融合估计主要研
究多源信息下的最优估计问题,是传统最优估计理

论与信息融合技术的有机结合. 李晓榕等人[5]提出

了统一线性数据模型和基于加权最小二乘估计、最

佳线性无偏估计的最优融合准则. 周军、王志胜等
人[6]提出了数据的统一线性量测模型和基于线性均

方估计的最优融合准则.它们本质上是一致的. 近年
来, 王志胜、甄子洋等人首次提出融合控制的概念,
即基于信息融合思想, 利用融合估计方法, 通过融
合关于控制量的所有信息, 包括受控对象信息、性
能评价信息、执行机构信息、测量信息、期望输出信

息、干扰信息以及相关信息,获得最优控制律,目前
融合估计方法已被推广应用于求解线性系统和非线

性系统的预见控制问题、预测控制问题、解耦控制

问题等,从而产生了多种融合控制算法[7–12]. 本文针
对离散线性系统的有限时间LQ最优状态调节器问
题, 提出了基于信息融合估计理论的两种解法: 集
中算法和序贯算法, 并通过理论推导和数值仿真证
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明了与传统最优控制方法的等效性. 本文旨在为后
续的复杂实际系统的最优控制问题研究奠定理论基

础.

2 状状状态态态调调调节节节器器器问问问题题题描描描述述述及及及传传传统统统解解解法法法(State
regulator problem description and traditional
solving method)
设离散时间线性系统的状态方程和输出方程为

xk+1 = Akxk + Bkuk, (1)

式中: xk ∈ Rn×1为状态向量, uk ∈ Rr×1为控制向

量. 设系统可控、可观测,且初始状态为x0 = 0.

所谓离散状态调节器问题, 即要求最优控制序
列u∗k, k = 0, · · · , N − 1,使性能指标为最小

J = xT
NSxN +

N−1∑
k=0

(xT
k Qkxk + uT

k Rkuk), (2)

式中: 权重矩阵S = ST > 0, Qk = QT
k > 0,

Rk = RT
k > 0, N为末端时刻.

定定定理理理 1[2] 对于有限时间离散线性系统的最优

状态调节问题(1)–(2), 使性能指标函数为最小的最
优控制序列为

u∗k = −(Rk + BT
k Pk+1Bk)

−1
BT

k Pk+1Akxk, (3)

式中: k = 0, · · · , N − 1, Pk是下列离散Riccati方程
的对称非负定解:

Pk = (Ak −BkKk)
T
Pk+1(Ak −BkKk) +

KT
k RkKk + Qk, (4)

式中: PN = S, Kk为反馈增益矩阵,且

Kk = (Rk + BT
k Pk+1Bk)

−1
BT

k Pk+1Ak.

3 信信信息息息融融融合合合最最最优优优状状状态态态调调调节节节器器器(Information fu-
sion optimal state regulator)
由最优估计理论可知,线性最小方差估计实质上

是求解LQ最优问题,相反, LQ最优问题可转化为线
性最小方差估计问题. 受此启发, 在任何LQ性能指
标函数中可获得量测方程, 即信息表达式. LQ最优
控制问题亦是如此. 信息融合估计有两种处理方式:
集中算法和序贯算法. 信息的集中融合方式,是将所
有信息进行集中处理,直接求出总信息量,再进行估
计.信息的序贯融合方式是将信息逐一进行融合处
理的过程. 为此,下面分别利用两种融合算法来求解
上述最优状态调节器问题.

3.1 基基基于于于融融融合合合估估估计计计集集集中中中算算算法法法的的的求求求解解解方方方法法法(Fu-
sion estimation central algorithm-based solving
method)
关于所有时刻的控制向量信息源包含两个：

1) 理想控制策略软约束信息: 从性能指标函

数(2)可以得到如下信息表达式:

0 = uk + rk, (5)

式中: E[rk] = 0, var[rk] = R−1
k . 进一步改写为如下

集中形式:

u∗ = u + r, (6)

式中:

u∗ = [0 0 · · · 0]T, u = [uT
0 uT

1 · · · uT
N−1]

T
,

r = [rT
0 rT

1 · · · rT
N−1]

T
, E[r] = 0,

var[r] = R−1 = diag{R−1
0 , R−1

1 , · · · , R−1
N−1},

u∗看作u的量测信息,量测信息量为R.

2) 期望状态轨迹软约束信息: 从性能指标函
数(2)得到如下信息表达式:

0 = xk+1 + qk+1, (7)

式中:

E[qk+1] = 0, var[qk+1] = Q−1
k+1, Q−1

N = S−1,

进一步改写为如下集中形式:

x∗ = x + q, (8)

式中:

x∗ = [0 0 · · · 0]T, x = [xT
1 xT

2 · · · xT
N ]

T
,

q = [qT
1 qT

2 · · · qT
N ]

T
, E[q] = 0, Q−1

N = S−1

var[q] = Q−1 = diag{Q−1
1 , Q−1

2 , · · · , Q−1
N }.

将系统状态方程(1)所包含的硬约束信息写成集中
形式

x = (I − ¯̄A)−1(Āx0 + Bu), (9)

式中:

Ā = [AT
0 0 · · · 0]T, ¯̄A =

[
0 0
A 0

]
,

A = diag{A1, A2, · · · , AN−1},
B = diag{B0, B1, · · · , BN−1}.

将式(9)代入式(8)得到期望状态轨迹序列关于控制
序列的信息表达式为

x∗ − (I − ¯̄A)−1Āx0 = (I − ¯̄A)−1Bu + q, (10)

等式左侧看作u的量测信息,信息量为

BT(I − ¯̄A)−1TQ(I − ¯̄A)−1B.

根据信息融合估计定理[7–8],融合上述两个量测
信息,得出控制序列的最优融合估计为

û =−[R + BT(I − ¯̄A)−1TQ(I − ¯̄A)−1B]
−1 ·

BT(I − ¯̄A)−1TQ(I − ¯̄A)−1Āx0.

(11)
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3.2 基基基于于于融融融合合合估估估计计计序序序贯贯贯算算算法法法的的的求求求解解解方方方法法法(Fusion
estimation sequential algorithm-based solving
method)

关于k时刻控制向量的信息源包含如下两个:

1) 性能指标函数(2)包含的理想控制策略软约束
信息,如式(5)所示,其信息量为Rk.

2) k + 1时刻虚拟状态包含的软约束信息: 设
k + 1时刻的虚拟状态为x̂k+1,其关于k + 1真实状态
的信息量为P̂k+1,则得到如下信息表达式:

x̂k+1 = xk+1 + pk+1, (12)

式中: E[pk+1] = 0, var[pk+1] = P̂−1
k+1. 联立系统状

态方程下的硬约束信息,得到关于uk的软约束信息

表达式为

x̂k+1 −Akxk = Bkuk + pk+1, (13)

其关于uk的信息量为BT
k P̂k+1Bk.

因此,根据上述两个量测信息,得到k时刻控制向

量的最优融合估计为

ûk =−[Rk + BT
k P̂k+1Bk]

−1
BT

k P̂k+1 ·
(x̂k+1 −Akxk). (14)

然而,若要求解最优控制向量,需要先求得虚拟
状态信息及其信息量. 通过融合已知的所有未来时
刻期望状态轨迹信息,即可获得k + 1时刻的虚拟状
态融合估计及其信息量, 具体递推融合过程可参见
文献 [12]所述. 由此可知,虚拟状态融合估计是未来
虚拟状态融合估计和未来期望状态信息的线性函

数,其求解过程是逆时间方向融合递推过程,由于末
端时刻虚拟状态融合估计初值和期望状态值均为

零,因此k + 1时刻的虚拟状态融合估计及其信息量
分别为

x̂k+1 = 0, (15)

P̂k+1 =

AT
k+1(P̂

−1
k+2 + Bk+1R

−1
k+1B

T
k+1)

−1
Ak+1 + Qk+1,

(16)

式中: k = 0, · · · , N − 1, P̂N = QN = S.

于是,得到如下定理.

定定定理理理 2 对于有限时间离散线性系统的最优状

态调节问题(1)–(2), 使性能指标函数为最小的最优
控制序列的融合估计为

ûk = −(Rk + BT
k P̂k+1Bk)

−1
BT

k P̂k+1Akxk, (17)

式中: k = 0, · · · , N − 1, P̂k是如下离散Riccati方程
的对称非负定解:

P̂k = AT
k (P̂−1

k+1 + BkR
−1
k BT

k )
−1

Ak + Qk. (18)

4 进进进一一一步步步讨讨讨论论论(Further discussion)
集中式信息融合控制算法属于非状态反馈型的

开环控制,是一种理想化的最优控制方法,但在实际
系统中难以应用. 传统最优控制方法[1–2]得到的最优

控制律是状态反馈形式的, 下面讨论序贯式信息融
合控制方法与传统最优控制方法在的异同.

对传统最优状态调节器的Riccati方程(4)作如下
推导:

Pk = AT
k Pk+1Ak − 2AT

k Pk+1BkKk +

KT
k (Rk + BT

k Pk+1Bk)Kk + Qk =

AT
k Pk+1Ak − 2AT

k Pk+1BkKk +

AT
k Pk+1BkKk + Qk =

AT
k [Pk+1 − Pk+1Bk(Rk + BT

k Pk+1Bk)
−1 ·

BT
k Pk+1]Ak + Qk =

AT
k (P−1

k+1 + BkR
−1
k BT

k )
−1

+ Qk. (19)

通过比较式(18)和式(19)可得

Pk = P̂k, (20)

即传统最优状态调节器的Riccati方程与信息融合
最优状态调节器的Riccati方程是一致的. 再比较
式(3)与式(17)可得

u∗k = ûk. (21)

于是,得到如下定理.

定定定理理理 3 对于离散线性系统的最优状态调节器

问题,序贯式信息融合最优控制方法与传统最优控
制方法得到的控制律是完全等同的.

5 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulation research)
下面通过数值仿真来验证信息融合最优控制的

集中算法与序贯算法的等效性, 并进一步验证与传
统最优控制方法的等效性.

考虑无扰动的某线性直流无刷电机系统,系统变
量及参数的物理含义可参见文献 [12], 其离散时间
线性模型表示为[

sk+1

vk+1

]
=

[
1 9.96× 10−4

0 9.91× 10−1

][
sk

vk

]
+

[
4.74× 10−6

9.46× 10−3

]
ik. (22)

在MATLAB 6.5仿真平台下运行控制系统,设置
如下仿真参数: 系统运行时间为0.5 s;对于最优状态
调节器问题,权重矩阵取

S = Q =

[
104 0
0 0

]
,

R = 1. 通过仿真得到如下结果:对于最优状态调节
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器问题, 传统最优控制方法[1]、信息融合控制的集

中算法和序贯算法下的系统性能指标值均为

J = 1158.6; 位置状态调节响应曲线的比较结果
如图1所示,控制量信号曲线的比较结果如图2所示,
从仿真结果来看, 集中式和序贯式信息融合控制方
法与传统最优控制方法的各种响应曲线形状基本相

似, 其细微差别是由计算误差带来的, 由此可知, 信
息融合最优控制的集中算法和序贯算法都与传统最

优控制方法都是等效的.

(a) 传统最优控制方法

(b) 集中式信息融合控制方法

(c) 序贯式信息融合控制方法

图 1 位置状态调节响应曲线

Fig. 1 Position state regulator response curves

(a) 传统最优控制方法

(b) 集中式信息融合控制方法

(c) 序贯式信息融合控制方法

图 2 最优控制信号曲线

Fig. 2 Optimal control signal curves

6 结结结论论论(Conclusion)
本文基于信息融合思想,利用融合估计方法来解

决传统有限时间LQ最优控制问题.针对LQ最优控制
中的状态调节器问题,分别提出了集中式和序贯式
信息融合控制算法. 从理论上证明了序贯式最优融
合控制律与传统最优控制律是等同的. 通过直流电
机系统的数值仿真研究,得出信息融合控制的集中
算法与序贯算法都和传统最优控制方法是等效的.
上述研究结果充分说明了融合控制方法是一种新的
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最优控制方法, 它把控制系统的性能指标以及各种
约束条件均以信息的形式体现,适应面广,有利于实
现更全面意义下的最优. 然而,信息融合控制的研究
还处于起步阶段, 有许多问题有待进一步的探索研
究,诸如如何将融合控制方法推广应用于不确定系
统中.
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